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FRACTIONS  CONTINUES. 

1.  La  première  idée  des  fractions  coatinues  appartient  à 
Brouncker;  c'est  lui  qui,  pour  la  première  fois»  a  donné 
l'expression  d'un  rapport ,  sous  la  forme  d'une  firaçtsen  con^ 
tinue  :  il  a  trouvé  que  le  rapport  du  quarré  ciffx^nschty  ii 
faire  du  cercle ,  est  exprimé  par  la  fraction  continue  •'  y 


>  <   .    *« 


2-f 


■      25 

2-f 


2+" 


2  + etc. 
On  ignore  comment  il  est  parvenu  à  ce  résultat. 

Wallii  à  qui  l'on  doit  une  autre  expression  du  même 

.         1.3.3.5.5.7.7.9.  etc. 

rapport ,  qui  est  ^  ^  ,  ^  ^  ^  ^  ^ ?  ^  démontré,  dans  l'ou- 

1 .2.4.4.6.6.8.8.  etc. 

vrage  intitulé  :  Arithmetica  infinitorum ,  que  la  fraction  con- 
tinue de  Brouncker,  est  réductible  à  cette  dernière  expres- 
sion ;  et  de  plus ,  il  a  donné ,  dans  le  même  ouTrage ,  des 

Aiiif.  »E  MatrCm.  I.  ^ 
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règles  générales  pour  convertir  en  fraclions  ordinaires ,  plu- 
sieurs espèces  de  fractions  continues.  Mais,  on  ne  trouve 
dans  le  Traité  de  fVallis,  aucune  notion  si#  les  propriétés 
des  fractions  réduiU$  ou  convergentes.  La  découverte  de  ces 
propriétés  qui  forment  la  partie  la  plus  importante^ia  théorie 
élénieataire  des  fractions  continues,  est  due  à  Huyghem;  il 
y  fut  conduit  par  les  recherches  qu*il  dut  faire  au  sujet  de  la 
construction  de  son  automate  planétaire.  On  peut  consulter 
à  cet  égard  l'ouvrage  intitulé  :  Descriptio  automati  planetarii. 
Huyghms  y  donne  les  règles ,  qui  sont  aujourd'hui  généra- 
lement connues,  pour  convertir  en  fractions  continues  les 
fractions  ordinaires.  Il  démontre  les  propriétés  des  réduites , 
et  celles  des  fractions  intermédiaires,  insérées  entre  les  ré- 
duites successives.  L'application  qu'il  a  faite  de  ces  fractions 
intermédiaires,  montre  leur  utilité ,  et,  pour  ce  motif,  il  serait 
peut-^étre  convenable  de  les  mentionner  dans  les  Traités 
élémentaires. 
Depuis  Huyghens ,  plusieurs  autres  géomètres  ont  consi- 

:  ':\:  dé^  ies! ïcaTctions  continues  d'une  manière  plus  générale, 
'. ,  /   '      ••  »*      •  ••  • 

\  sçiis^e  âpubre  rapport  de  la  théorie,  et  des  applications  qu'on 
,  /  :     :'éti  peiit  faire.  Nous  (itérons  : 
•.  •*•':  /.   *'£cLFR  (  Commentaires  de  Pétersbourg). 

-*  Jean*  «Bërnoulli  (  Recueil  pour  les  astronomes  ). 

Lagrange  {Mémoires de  V Académie  d^  Berlin,  pour  les 
années  1767  et  1768  ). 
Waring  (  Meditationes  algebraïcœ  ). 
Lbgbndre  (  Théorie  des  nombres  *). 
Les  recherches  de  Lagrange,  présentent  surtout  le  plus 
grand  intérêt.  La  méthode  qu'il  a  donnée  pour  exprimer  en 
fractions  continues  les  racines  d'une  équation  numérique , 


(*)  Nous  donnerons  prochainement  une  notice  bibliographique  sur  les  Trae- 
UoBs  conlinaes.  cTm.) 
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est  exposée  dans  tous  les  traités  d'algèbre  ;  Lagrange  y  a  Joint 
plusieurs  observations  utiles  que  nous  aurons  soin  d'examiner 
dans  un  des  articles  qui  feront  suite  à  celui-ei ,  dont  nous 
allons  maintenant  indiquer  l'objet  principal. 

On  sait  que  toute  fraction  continue  périodique  est  une 
racine  incommensurable  d'une  équation  du  second  degré  à 
coefficients  rationnels.  Cette  proposition,  facile  à  démontrer, 
est  depuis  longtemps  connue.  Mais,  Lagrange  est  le  premier 
qui  soit  parvenu  à  démontrer  la  proposition  inverse,  c'est-à- 
dire  que  :  <&  Les  racines  incommensurables  d'une  é^aHon  du 
»  second  degré  à  coefficients  rationnels  ^  s'expriment  en  frac-- 
>*  iions  continues  périodiques.  »  Cette  démonstration  peut 
être  présentée  d'une  manière  très-simple  ;  elle  est  tout  à  fait 
élémentaire,  car  les  connaissances  qu'elle  suppose  ne  s*éten-- 
dent  pas  au  delà  des  équations  du  second  degré  :  c'est  ce  que 
je  me  suis  proposé  de  faire  voir  dans  ce  premier  article. 

Et  d'abord ,  je  ferai  quelques  remarques  ^  ur  les  fractions 
continues  périodiques,  et  les  équations  du  second  degré  qui 
en  résultent. 

2.  Je  nommerai  (ïraction  inverse  d'une  fraction  continue 

,  la  firàcGon  d-^ r-     ,que 


donnée 

yr     1 

1 

l 

^  +  - 

1 

1 

c  + 

d 

«+ 


»+' 


a 

Ton  forme  en  écrivant  en  ordre  inverse  les  quotients  in^ 
complets  de  la  première. 

La  fraction  continue  inverse  de ,  sera  de 

a  -J 

1  1 

même r-  ^  + 


c-4- 
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En  considérant  d'abord  une  fraction  continue 


:  +  — 


r. 

Q     R 
plus  grande  que  l'unité  :  si  l'on  désigne  par  ^ ,  ^  ses  deux 

dernières  réduites ,  je  dis  que  les  deux  dernières  réduites  de 

R'     R 
rinyerse ,  seront  ^ ,  ^. 

Cela  résulte  simplement  de  la  règle  que  Ton  donne  pour 
former  les  réduites  successives.  En  eflet ,  les  réduites  de  la 

fraction  proposée  étant  - ,  — r—,-.  .,  ™  i  k^-»  «7»  ^^  sait  que 

R  =  Qr+  P ,  et  Q  >  p.  Par  conséquent,  si  Ton  divise  R  par 
Q,  on  aura  pour  quotient  r,  et  pour  reste  P.  De  même,  en 

divisant  Q  par  P ,  le  quotient  sera  ^ ,  et  le  reste  sera  le  numé- 

p 

rateur  de  la  réduite  qui  précède  ■^.  Et  ainsi  de  suite.  Jusqu'à 

ce  que  Ton  soit  parvenu  à  la  division  de  ^6  -f  ^  par  a  ^  qui 
donnera  le  quotient  b  et  le  reste  1 .  Mais ,  ces  divisions  suc- 
cessives sont  précisément  celles  qu'il  faut  faire  pour  réduire 

11 
en  flraction  continue ,  la  fraction  -* ,  on  a  donc 


:H — 


*+' 


a 

On  obtient  de  même  :  ~  =  r  -j ■ ,  et  c'est  ce  que 

nous  voulions  démontrer. 
Lorsqu'une  fraction  continue  est  moindre  que   l*unité  ; 
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O    R 
eo  désignant  toujours  ses  deux  dernières  réduites  par  ^^  F/  ' 

0  (y 

les  deux  dernières  réduites  de  l'inverse,  seront  ^,  —;.  On 

R    R 

peut  le  conclure  immédiatement  de  ce  qui  vient  d'être  dé- 
montré, car  la  fraction  proposée  et  Tinverse  de  cette  fraction 
sont  les  quotients  obtenus  en  divisant  l'unité  par  deux  frac- 
tions continues  inverses  l'une  de  l'autre ,  et  plus  grandes , 
toutes  deux,  que  l'unité. 

3.  Toute  fractian  continue  périodique  simple  est  racine 
d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients  rationneh,  dont 
les  racines  sont  de  signes  contraires;  Vune  plus  grande  et 
l'autre  moindre  que  l'unité.  Et ,  si  Von  désigne  par  a  la  frac- 
tion continue  inverse  de  la  fi  action  proposée^  la  racine  négative 

1 

aura  pour  expression  —  •», 

En  effet ,  considérons  en  premier  lieu  une  firaction  continue 

périodique  simple  a  -| plus  grande 

^+-  1 


^+ 


H    * 


a  4- etc. 


0    R 
que  l'unité.  Soient  ^,,  ~^  les  deux  dernières  réduites  de  la 

V    R 
partie  périodique  a  4 ;  et  a:  la  valeur  in- 

connue  de  la  fraction  considérée. 

Rjr+0 

On  aura  x=  -7 — \--^  et  par  suite , 

R'j:-|-(? 

RV+cg— R)jc— Q  =  0 (1). 

Cela  posé,  désignons  par  y  la  valeur  de  la  fraction  continue 
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périodique  simple  r  -| ,  inverse  de 

y  +  •  ,      1 


^+ 


r+ctC. 

la  proposée.  Les  deux  dernières  réduites  de  la  partie  périodi^ 

1  R'  R 

que  r-{ seront,  (n*  2),  rr^,  rr ,  Par  contfr- 

^+'  ,  1 

:  + p 


a 

Rr+R' 
quent,  j^  est  la  racine  positive  de  l'équation  j^  =  J*^  j^ci^ 

qui  se  réduit  & 

Q^'+(Q'-R)^-R'=0 («). 

Hais,  si  Ton  remplace  dans  Féquation, 

R'x^+tCr— R)  X— Q==0,  x  par  —  - , 
on  obtient  successivement  : 

^-^^^-0=0;      Qr*+(Q'-R)^-R'=0....    (8) 

Et  par  cela  même,  on  voit  que  la  racine  négative  de  Téqua- 
tion  R'x«+  «y— R)  j:  —  Q  =0,  est  —  i  ,    c'estr4-dire, 

.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


r^-^ 


»+-^ 


«+  ' 


r-|-etc. 
Si  la.  fraction  continae  proposée  est  moindre  que  l'unité, 

comme ;  en  la  reinrésentant 

«+-Î 

*+  :  1 

•-  +  -— 1 


M     ' 


«4-6*c. 
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par  :r,  et  nommant  z  le  dénominateur  a  -f  — - —  ,  qui 

"  (^aw5. 

est  une  fraction  continue  périodique  plus  grande  que  Tunité , 
on  aura  x  =  -.  Les  racines  de  Téquation  du  second  degré, 

en  s,  seront,  comme  on  vient  de  le  voir,  a  A .  et 

^^  +  etc.' 

f    i  ;  en  reportant  ces  valeurs 

\+_! 


^r+etc.  y 

dans  la  relation  x*  r=  - ,  on  en  conclura  que  les  deux  valeurs 


de  X  sont 


^    -(^-^.4 


^A  +  etc.  •  + 


^r+etc.y 
La  prqiositioD  énoncée  est  ainsi  vérifiée  dans  tous  tes  cas. 

k.  Toute  fraction  continue  piriotUqtie-mixte,  dont  la  pé- 
riode e$t  précédée  de  plusieurs  quotients  incomplets,  est  racine 
(f  «ne  équation  du  second  degré  à  eoeffieients  rtUtomtels ,  et  gui 
a  tes  racines  de  même  signe. 

Supposons,  par  exemple,  que  dans  la  fraction  continue 
proposée,  la  période  commence  au  quatrième  quotient  in- 
eomplet;  cette  fraction  sera  de  la  forme 

1 


+ 


.+•_! 


^+-î 


«+-Î 


*+-i 


C  + 


i 


a  -|-ctc. 
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lapartiepériodiquea-j —  contenant   un 

b  + 


c  + 


a  -|-  etc. 

nombre  quelconque  de  fractions  intégrantes.   Soient  jo  la 
valeur  de  la  fraction  périodique-mixte ,  et  j*  la  valeur  de  la 

partie  périodique  a-| ;  on  aura  d*abord 

f^+— 7 


c  + 


a  -|-  etc. 

,       1 .       1 


S 


6  +  .^-_  b^  — 

^  + c+ 

p    o 

Puis ,  nommons  pr  9  ^  les  deux  dernières  réduites  de  la  par- 

\  fi     C 

tie  non  périodique  a  -j >  ®*  w  »  ?:?  »  '^  ^^"^  ^®''' 

nières  réduites  de  la  période  a  -| :  il  en  résultera 

Qr+P  Cr+B 

^  *=  7Q — hs;  »  ^=/v — rs/-  L'élimination  de  y  entre  ces 

deux  dernières  équations  conduit  évidemment  à  une  équa- 
tion du  second  degré  dont  les  coefficients  sont  rationnels;  il 
reste  à  démontrer  que  les  deux  racines  de  cette  équation 
sont  positives,  lorsque  la  période  est  précédée  de  plusieurs 
quotients  incomplets. 

Pour  obtenir  les  deux  valeurs  de  x ,  il  suffit  de  remplacer 
successivement  y   par  ses  deux  valeurs  dans  Féquation 

X  «sa-f 7  .  Tout  se  réduit  donc  à  faire  voir 

«+ — r 


~  9  - 

qu'en  remplaçant  j* ,  par  sa  valeur  négative  qui  est,  (  n""  3  ) , 
1 


.+-Î 


il  en  résulte  pour  x  une  valeur 


*+-! 


«+    ' 


c  +  etc. 
positive. 
La  substitution  donne 

1 

X=  a-l- 


1 


«-._-! 


»+-î 


c-f-etc. 

Or,  si  ^  eat  plus  grand  que  c ,  la  valeur  de  x  est  évidemment 
positive,  puisque  le  nombre  entier  et  positif  9 — c  est  au  moins 
égal  à  Tunité.  Si  ^  est  plus  petit  que  c ,  la  fraction 

_1 

«-. !- 


0+-^ 


fl-j- 


c+etc. 
est  négative ,  mais  sa  valeur  absolue  est  moindre  que  Tunité  ; 

donc,  6-j est  un  nombre  positif,  et 

^_c î 


a  +  etc. 
par  conséquent ,  U^  valeur  de  x  est  encore  positive. 

On  ne  peut  avoir  9=c,  car  si  cette  égalité  existait,  la  pé- 
riode  ce  la  fractioD  continue  «  -\ 


«  + 


.  +  _J 


«  +  ^ 


b-\.—l 
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commencerait  au  quotient  incomplet  «^  ;  ce  qui  est  contrairo 
à  rhypothèse. 

Il  résulte  de  cette  discussion  que  les  racines  de  Téquation  du 
second  degré,  dont  une  fraction  continue  périodique-mixte 
est  racine ,  aura  toujours  ses  deux  racines  de  même  signe 
lorsque  le  nombre  des  quotients  incomplets  8,î,  etc.,  qui 
précèdent  la  période  ^  est  au  moins  égal  à  deux. 

Au  reste  y  on  peut  transformer  la  fraction  continue 


fH 


(^)— i 


"+    ' 


a  +  etc. , 

en  une  autre  dans  laquelle  toutes  les  fractions  intégrantes 
seront  positives.  Il  existe  à  cet  égard  une  règle  très-simple 
que  l'on  déduit  de  l'égalité  suivante 

1  1 


1  — 


rt+-i— -         1  + 


c-|-etc. 

Pour  vérifier  d'abord  cette  égalité ,  posons 

1 


y=a  + 


^+     ^ 


c+etc. 
Il  en  résultera  : 


1  r  1  i 


H-î-  •''-*  (a-l)H-î 


'+■■  b+    * 


c+: 
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De  l'égalité  que  nous  Yenons  d'établir,  on  conclut 

8+-! j-  6+ 

(j_c) —  (3-c-i)+ 


H r— .  *  + 


Si  ^— c  est  un  nombre  positif  plus  grand  que  l*unité,  toutes 
les  fractions  intégrantes  de  la  fraction  continue 

6-f-î 


(^_c_l)+  -1 


i+     ' 


6— 1+: 


sont  positives,  et  la  transformation  proposée  est  effectuée. 
S   }  —  c  est   égal  à    l'unité,   la  fraction    continue 

«H :-  seréduitàa+ 


«  +  -Î ,  e+H    * 


1+    * 


et  toutes  les  fractions  intégrantes  sont  encore  positives. 
Enfin,  lorsque  la  différence  ^~c  est  négative,  on  peut 

écrire  la  fraction  a-| sous  la 

'+ î 

(i—C) 


*+    ' 


a-j-etc. 


forme  «  -| et  l'on  rentre  ainsi  dans 

{c-3)  +  -^ 


H    ' 


o+ctc. 
le  cas  précédât. 
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5.  Uoe  fraction  contiDue  périodique-mixte,  dont  ia  période 
est  précédée  d'un  seul  quotient  incomplet  peut  donner  lieu 
à  une  équation  du  second  degré  dont  les  racines  aient  des 
signes  contraires.  Cela  arrive,  lorsque  le  quotient  incomplet 
qui  précède  la  période  est  moindre  que  le  dernier  quotient 
incomplet  de  la  période.  Mais  alors,  les  racines  de  Téquation 
sont  toutes  deux  plus  grandes ,  ou  toutes  deux  plus  petites 
que  l'unité. 

En  effet,  supposons  que  la  lïraction  continue  donnée,  plus 

grande  que  Tunité ,  soit  a  -| ,  la  période 

»+ — 


'+  ' 


û+  etc. 

a  -] r-         commençant  au  second  quotient  iocom- 

AH î 

c-helc. 

plet  »  et  c  représentant  le  dernier  quotient  de  la  période. 

La  secoQde  racine  de  Téquation  du  second  degré  sera,  comme 

on  vient  de  le  voir  (n°  4) ,  a — c 

«H 


c  + 


b  4-  elc. 
Lorsque  a  est  moindre  que  c ,  cette  racine  est  négative 

mais  sa  valeur  absolue  (c  —  a)  H surpassera 

'  Il  +  etc. 
l'unité. 

Si  la  fraction  continue  donnée  est  moindre  que  Tunité , 
comme ,    la  seconde  racine  de 

«H ^ 

a  + 


b+ 


a  +  etc. 
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l*équaUoD  du  second  degré,  deviendra 
1 


1 


.  On  voit  qu'elle  est  négative, 


*+-^ 


.+  • 


c  -f-  elc. 

lorsque  «  est  moindre  quec,-  et  de  plus,  sa  valeur  absolue 
1 


(c-a)  +  — 


est  inférieure  à  Tunité. 


*+-^ 


a-f- 


c  +  etc. 

Lorsque  le  quotient  incomplet,  a,  qui  précède  la  période 
surpasse  le  dernier  quotient  incomplet,  c,  de  la  période» 
la  seconde  racine  de  Téquation  est  positive. 

6.  Les  racines  incommensurables  (Tune  équation  du  second 
degré  à  coefficients  ratUmneh  s'expriment  en  fractions  con- 
tinues périodiques. 

Je  considérerai  d*abord  une  équation  du  second  degré  dont 
les  racines  ont  des  signes  contraires. 

Cette  équation,  dont  les  coefficients  sont  supposés  ralion- 
nelSy  peut  toujours  être  ramenée  à  la  forme  :  ajc*  -{-bar — c=0; 
les  coefficients  a,  c  étant  des  nombres  entiers  positifs,  et  b^ 
un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

Afin  de  simplifier  la  démonstration  ,  Je  m'occuperai  sépa- 
rément de  chacune  des  racines,  en  commençant  par  celle  qui 
est  positive,  et  c'est  pourquoi,  en  résolvant  Téquation,  je 
placerai  le  signe  plus  devant  le  radical. 

La  résolution  de  l'équation  ax'-|-frj>-^=0,  donne  pour 
la  valeur  de  la  racine  positive  : 

^^b  +  \/b'-{-\ac  _'-b-\-\/n 
"~  2tf  ~         2rt        ' 

en  représentant  par  n  le  nombre  entier  b^-^hac. 
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Cette  valeur  incommensurable  positive ,        "tk  ^*  ^  ^^ 

2a 

comprise  entre  deux  nombres  entiers consécutirs  2,  a-fl,  fa- 
'  ciles  à  déterminer.  Le  plus  petit  de  ces  nombres  peut  d'ail- 
leurs être  nul. 

Si  maintenant,  prenant  pour  inconnue  la  valeur  de  la  frac- 
tion qu*il  faut  Ajouter  au  nombre  entier  a  pour  obtenir  la 

racine  positive,  on  pose  x=%-{'  —^  :  il  est  évident  que  x' 

devra  être  positif  et  plus  grand  que  Tunité. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  x\  substituons  a  h — ,  à  x  dans 

X 

réquation  (1)  ax^'\'bx—'C=0.  Il  en  résultera  : 

<-+^)V^(«+p)-c=0. 

Et  par  suite,  réquation  du  second  degré  : 

(fla'+(k«— c)  x'^+  (^aot+b)  a/+a=0 (2). 

Or,  cette  dernière  équation  dont  les  coefficients  sont  des 
nombres  entiers,  a  comme  Téquation  ax^'\'bx^c=zO^  dont 
elle  dérive ,  ses  deux  racines  de  signes  contraires. 

En  effet,  les  deux  racines  de  l'équation  (^H-6at—c)  x^-^ 

i 

(2<2a-}-ft  )  x^'\-a=0 ,  substituées  à  x'  dans  la  relation  x=a-|--;, 

doivetit  donner  les  racines  de  réquation  ax*-\'bx — c=0. 
Mais,  une  des  racines  de  ax^+bx^c=^0,  est  positive  et  plus 
grande  que  le  nombre  a  ;  l'autre  racine  est  négative  ;  il  fout 
donc  que  les  deux  valeurs  substituées  à  x'  soient,  Tune  po- 
sitive, et  l'autre  négative. 
Les  racines  de  l'équation  (2)  ayant  des  signes  contraires , 

a 

leur  produit  — r---j est  négatif,  et  par  conséquent,  le 

aTL  -j-ox — c 

coefficient  aot^-\'boL—c  est  un  nombre  entier  négatif.  Nous 
poserons  : 
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et  réquatioo  (2)  deviendra  : 

0^x^*4-^*^—^=^;  ^  ^^^^  u°  nombre  entier  positif,  h' 
entier  et  de  signe  quelconque. 
On  obtiendra  la  racine  positive  de  Téquation  cuc^-^-bx—c = 0, 

en  remplaçant  a/,  dans  jr  =  a-|-  — ,  par  la  racine  positive  de 

I  x 


l'équition   aV+6V— a=0.    La    résolution  de    a'y4- 
bx* — as=0,  donqe  »  pour  la  valeur  cherchée , 


2a' 


•■*■■ 


Et  il  est  facile  de  reconnaître  que  le  nombre  V'^'\-haa! 
soumis  au  radical,  est  égal  an,  c*est-àHiirc  à  b^-^-kac.  Car, 
on  a: 

kad=: — 4fl(aa'-j-^a — c)=r — 4flV — 4û^x-{"^''^- 
Donc ,  V*+ 4a/i'  =  ^' + 4/ic  =  /j. 

La  racine  incommensurable ^^ —  ,  sera  comprise 

entre  deux  nombres  entiers  consécutifs  a' ,  a  ^-i  ;  on  posera 

j/=«t'-f -7,  ♦  et  remplaçant  od  par  ^^'4-  "77  dans  a'x'*-}- 

^V — a=0,  il  en  résultera  une  nouvelle  équation 
d'x'*^-\'Wx!'^a!:=Lf^,  ayant  ses  deux  racines  de  signes  con- 
traires, et  dont  les  coefficients  a",  b",  d^  sont  des  nombres 
entiers  satisfaisant  à  la  condition  :  ^'"4'^aV=/i.  C'est  ce 
que  Ton  vient  de  démontrer. 

Le  même  calcul  répété  conduira  évidemment  à  une  suite 
indéfinie  d'équations  : 

ax^-\-bx — c  =  0 
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dont  les  coefficients  seront  des  nombres  entiers  liés  entre  eax 
par  les  relations  : 


Les  nombres  entiers  a ,  a',  a"....,  qui  donnent  à  moins  d*uno 
unité,  par  défaut,  les  inMeurs  approchées  des  racines  posi- 
tives de  ces  dlHfirentes  équations,  seront  les  quotients  incom- 
plets de  la  fraction  continue  a-j qui  représente 

"*'"*"  a"+etc. 
la  racine  positive  de  Téquation  proposée,  ax*-{-ùx — c=:0. 

Pour  démontrer  que  cette  fraction  continue  est  pério- 
dique, il  suffît  de  faire  voir  que  Tune  des  équations 
ax^-^-bx-^cszO  y  etc.,  se  reproduit  exactement  dans  la  suite 
du  calcul. 

Or,  les  relations  b*-\'kac=n ,  b'^'\^a'a!'=zn ,  etc.,  mon- 
trentque  lescoeffîcients  entiers^,  a', ...  des  premiers  termes,  ne 

n 

peuvent  jamais  surpasser  -  ;  et  que  les  valeurs  absolues  des 

4 

coefficients  entiers  b,b',,.,ûes  seconds  termes  sont  moindresque 
|/n.  Par  conséquent,  si  Ton  désigne  par  h  le  plus  grand 

mm 

nombre  entier  contenu  dans  7  ,  et  par  A- ,  le  nombre  des  va- 

leurs  entières  positives  ou  négatives  moindres  que  ^Tî,  après 
avoir  obtenu  un  nombre  d'équations  au  plus  égal  au  produit 
hk,  il  faudra  que  l'on  retrouve  une  équation  dont  les  deux 
premiers  coefficients  auront  déjà  été  obtenus  pour  lune  des 
équations  précédentes.  Cela  étant,  les  derniers  termes  de  ces 
équations  devront  être  égaux  ^  pour  qu^iis  puissent  satisfaire  à 
la  relation  !>'-f-4âc=n,  qui  a  toujours  lieu  entre  les  trois 
coefficients  de  chacune  des  équations. 
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L'équatioD  ({ui  se  reproduit  la  première  est  réquation  pro- 
posée rt.r*+^x— c=0;  ou  bien  la  suivante  /iV*+^V — ^z=0. 
Car,  s'il  en  était  autrement ,  le  nombre  des  coefllcicnts  in- 
complets Cl,  a...,  précédant  la  période  de  la  Traction  con- 
tinue a  H 9  serait  au  moins  égal  à  deux.  Alors, 

^'4.  ,J 

^»"+elc. 

la  fraction  continue  périodique  a  H ,  serait 

^a"^-elc. 
racine  d'une  équation  du  second  degré  ù  cocfTIcicnts  ration- 
nels, et  qui  aurait  ses  deux  racines  de  uiAmc  signe  [n'  4). 
Cette  dernière  équation  et  la  proposée  .ix^-^-bx — c=0,  ayant 
une  racine  commune  incommensurable,  et  les  coefllcicnts  ra- 
tionnels, devraient  avoir  les  mêmes  racines;  ce  qui  est  impos- 
sible puisque  les  racines  de  Téquation  nx^-\-0j-—c=O,  oui  dos 
signes  contraires. 

On  démontre  immédiatement  que  la  racine  négative  de 
réqoation  proposée  ax^-\'bx—c=iO,  s'exprime  en  IVaction 
continue  périodique,  en  remplaçant  x^  par  — x  dans  cette 
équation.  La  substitution  donne  Téquation  tix^-^ùx—cr^O, 

m 

dont  la  racine  positive  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  repré- 
sentée par  une  fraction  continue  périodique.  En  donnant  le 
signe  moim  à  cette  fraction,  on  aura  Teipression  de  la  racine 
négative  de  féquatioii  proposée. 

Considérons,  maintenant^  une  équation  du  second  degré 
ax'—hx'\-c=:0^  dont  les  deux  racines  soient  positives.  Je 
ferai  d  abord  observer  que  ces  racines  doivent  être  inégales 
puisqu'elles  sont  supposées  incommensurables;  et,  pour  plus 
de  précision ,  je  distinguerai  d«Mix  cas  :  suivant  que  la  diiïé- 
rence  de  ces  deux  racines  sera  plus  grande  ou  plus  petite  que 
l'unité. 

Dans  le  premier,  les  racines  de  l'équation  ax^'^bx'\-cssO, 

AN9I.  DE  M ATHtV.  I.  3 
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ne  peuvent  être  toutes  doux  comprises  entre  les  méines  nom* 
bres  entiers  consécutifs.  Je  nomme  « ,  et  a-f-li  les  deux  nombres 
entiers  consécutib  entre  lesquels  la  plus  grande  des  racines  est 
comprise;  la  plus  petite  sera  moindre  que  a;  et  par  con* 

séquent ,  si  Ton  remplace  2*  par  a  -{-  -^ ,  dans  Téquation 

ax* — bx'\'C=0^  il  en  résultera  une  nouvelle  équation  en  xf 
qui  aura  une  de  ses  racines  positive  et  plus  grande  que 
l'unité,  et  Tautrc  négative.  Ces  racines  de  signes  contraires 
seront  exprimées  par  des  fractions  continues  périodiques , 
et  en  remplaçant  successivement  x  par  chacune  de  ces  va* 

leurs  dans  l'expression  «  +  tli  »  on  obtiendra  des  fractions 

Je.' 

continues  périodiques  y  pour  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée. 

Lorsque  la  diflérence  des  racines  de  l'équation  ax* — ùx-^ 
€=0^  est  moindre  que  l'unité,  les  valeurs  de  ces  racines  peu- 
vent être  toutes  deux  comprises  entre  les  nombres  entiers  u^ 
et  tf-j-l  ;  dans  ce  cas,  Véquation  transformée  en  y,  a  ses  deux 
racines  positives  et  plus  grandes  que  l'unité.  Si  les  racines  de 
cette  équation  sont  encore  comprises  toutes  deux  entro  des 
nombres  entiers  consécutifs  »,  a -f- 1 ,  en  remplaçant  x  par 

i 
a -[-  ---,  on  aura  une  équation  transformée  en  x*',  dont  los 

X 

racines  seront  eneore^positives.  Hais  en  continuant  le  calcul 
qui  donne  ces  transforniées  successives,  on  parviendra  tou> 
jours  à  une  équation  dont  les  deux  racines  ne  seront  plus 
comprises  entre  les  méines  nombres  consécutifs  ;  autrement , 
les  racines  de  l'équation  proposée  ax^ — bx-^-c^O,  seraient 
égales  puisqu'elles  seraient  exprimées  par  la  mémo  fraction 
continue.  I..es  racines  de  l'équation  transformée  suivante 
ayant  des  signes  contraires  seront  exprimées  par  des  fractions 
continues  périodiques  ;  et  par  conséquent,  les  racines  de  Téqua- 


—  lo- 
tion proposée  auront  elles-mêmes  pour  expressions,  des' frac- 
tions continues  périodiques. 

Enfin ,  si  l'équation  proposée  a  ses  deux  racines  négatives , 
on  changera  le  signe  de  ces  racines  en  remplaçant  x  par  — x , 
et,  par  cette  transformation,  on  rentrera  dans  le  cas  pré- 
cédent. 

Le  théorème  se  trouve  ainsi  généralement  démontré. 

7.  La  racine  quarréo  d*un  nombre  rationnel  qui  n*cst  pas 
un  quarré ,  est  exprimée  par  une  fraction  continue  périodique 
mixte,  dont  la  période  est  précédée  d'un  seul  quotient  in- 
complet. 

En  eiïet,  soitn  le  nombre  considéré,  sa  racine  (|uarrée 
sera  une  des  racines  incommensurables  de  Féquation  j:'— 71=0. 
Si  \/n  était  exprimée  par  une  fraction  continue  périodique 
simple,  les  deux  racines  de  Téquation  x' — /i=0,  devraient 
être.  Tune  plus  grande  et  Tautre  plus  petite  que  l'unité  (n*  3)  ; 
ce  qui  est  impossible  puisque  ces  deux  racines  ont  des  valeurs 
absolues  égales.  Il  est  de  même  impossible  que  \/n  donne 
une  fraction  continue  périodique  mixte  dont  la  période  soît 
précédée  de  plusieurs  quotients  incomplets,  parce  que  les 
deux  racines  de  Téquation  x* — /i:=:0,  n'ont  pas  le  même 
signe  (  no  {^  ).  Ainsi ,  la  racine  quarrée  du  nombre  n  donnera 
lieu  à  une  fraction  continue  périodique  mixte,  dont  la  pé- 
riode sera  précédée  d'un  seul  quotient  incomplet. 

Si  le  nombre  n  est  plus  grand  que  l'unité,  on 
aura  yn=x-\ r-  ,  la  période  étant 


«+ 


1 
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a+ i  et  (n  •  5) ,— K«=  vî  —e) 

d\-  -  64- T 

e  1 


e  +  etc 


On  en  conclara  (c — a)  -| =  >^  -| ^ 


c  +  etc.  /;4-etc. 

et  par  suite  : 

e— a=x  ;  e=2a.  Ce  qui  montre  que  le  dernier  quotient  de 
la  partie  périodique  est  double  du  quotient  incomplet  qui 
précède  la  période. 

Et  de  plus,  on  aura  d=^a,  c=zù;  et  ainsi  de  suite,  si  le 
nombre  des  quotients  incomplets  était  plus  grand. 

Lorsque  la  période  de  la  fraction  continue  qui  repré- 
sente la  racine  quarrée  du  nombre  n,  est  composée  d*un 
seul  quotient  incomplet,  ce  quotient  est  le  double  de  celui 

qui  précède  la  période.  Alors,  on  a  :  V  n=a^ 

-_-         __  _-    .   _  -  -  2>rf 


2^4- etc. 

D'où  [/n=  aH —  ;  (\//7—0(\/ /»+«)==  t  ;  «=«'-{-1 . 

CL+Vn 

Cette  propriété  des  racines  quarrées  des  nombres,  de 
donner  lieu  à  des  Tractions  continues  périodiques,  a  été 
remarquée    par   ëuler    (  Commentaires   de   Pétersbourg , 

Idiome  XI  des  nouveaux);   mai^  il  n*en  a  pas  donné  la 

démonstration. 
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MÉMOIRE 


SUR  LES 


COURBES  DU  SECOND  ORDRE  A  BRANCHES  INFINIES. 


PAB    O.    X.    PAOX, 

Professeur  à  TÉeole  royale  d'artillerie  de  La  Fère. 


Les  questions  qui  font  le  sujet  de  ce  mémoire  ont  été  déjà 
traitées  par  M.  Briànchon  {Afémoiresur  les  courbes  du  second 
ordre  ^  1817),  et  par  M.  Coste  (jfnnales  de  mathématiques  de 
Gergonne,  tome  FIII^  1818). 

PREMIÈRE  PARTIE. 

1.  Trois  droites  A'B,  kV  et  AB  [fig.  1)  tournent  res- 
pectivcmont  autour  des  trois  points  fixes  P,  P'  et  F';  le 
point  A  dlntersection  des  deux  droites  AB  et  AB'  est  assu- 
jetti à  glisser  sur  une  droite  fixe  OX  ;  le  point  B  intersection 
des  deux  droites  AB  et  A'B  est  assujetti  à  glisser  sur  une 
droite  fixe  OY;  cherchons  le  lieu  géométrique  engendré  par 
le  point  C  intersection  des  deux  droites  AB'  et  A'B. 

Prenons  pour  axes  coordonnés  les  deux  droites  fixes  OX 
ctOY. 

Soient  </  et  6  les  coordonnées  du  point  P;  a'  et  U  les  coor- 
données du  point  F;  enfin ,  a"  et  b"  les  coordonnées  du 
point  V\ 

Représentons  les  distances  yariablesOA  par  a;  OB  par  p  ; 
OA' par  a,  et  OB' par |i'. 
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L*équation  de  la  droite  A'B  sera  : 

Comme  cette  droite  doit  toujours  passer  par  le  point  P^ 
dont  les  coordonnées  sont  aeib^  les  variables  a'  et  .^  seront 
liées  entre  elles  par  l'équation  : 

o!bA-(ui=rz  rj^fu 
L'équation  de  la  droite  AB'  sera  : 

Comme  cette  droite  doit  toujours  passer  par  le  point  V\ 
dont  les  coordonnées  sont  a'  et  b\  les  variables  «  et  }3'  seront 
liées  entre  elles  par  l'équation  : 

Enfin,  la  droite  AB  étant  assujettie  à  passer  par  le  point 
F',  dont  les  coordonnées  sont  a"  et  b'\  les  variables  »  et  p  se- 
ront liées  par  Téquation  : 

Nous  aurons  donc  les  cinq  équations  : 

afr'+P'a'=aS',       (-2)  CIL-  'V       ^^ 

Si,  entre  ces  cinq  équations,  on  élimine  les  quatre  variables 
a,  p,  a',  ô\  on  parviendra  à  une  seule  équation  entre  x  ^iy  ; 
ce  sera  l'équation  du  lieu  géométrique  cherché. 

Des  trois  premières  équations  on  tire  : 

Mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  (^)  et  (5),  puis  élimi- 
nant a,  il  vient  : 

a{à'''al)y+(a'b+ab'—a'b''-'a!'b)xy+b\b'-^b)x'  \ 

-\'a[a'b"—a"b')y-^b'(a!'b^ab")x  =  0.i"  ^^^ 
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C*est  réquation  d*une  courbe  du  second  ordre  qui  passe 
par  les  cinq  points  0 ,  P,  P',  Q',  Q.  En  effet ,  cette  équation 
est  satisfaite  par  les  cinq  couples  de  valeurs  : 


x=0 

^=0    \y=^h\ 


a  —  a 


jr= ' 

I 


On  voit  que  si ,  dans  un  triangle  variable ,  ABC ,  les  trois 
cotés  sont  assujettis  à  tourner  autour  de  trois  points  fixes 
P ,  F,  I^',  et  si  deux  sommets  A  et  B  sont  assujettis  à  glisser 
sur  deux  droites  fixes  OX  et  OY  :  le  troisième  sommet  C  dé- 
crit une  courbe  du  second  ordre  qui  passe  par  les  cinq  points 
O ,  Q^  P,  P\  Q'.  Ces  cinq  points  flxes  et  le  poini  mobile  C , 
dans  une  de  ses  positions,  déterminent  les  six  sommets  d'un 
hexagone  inscrit  à  la  courbe  ;  les  trois  points  A ,  B ,  F',  peu- 
vent être  considérés  comme  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés  de  cet  heiagone;  on  en  conclut  le  théorème  de 
Pascal  : 

Dans  tout  hexagone  inscrit  à  une  courbe  du  second  ordre , 
les  trois  points  de  confours  des  côtés  opposés  sont  en  ligne 
droite. 

2.  Si ,  par  chacun  des  six  sommets  de  Thexagone  inscrit , 
on  mène  une  tangente  à  la  courbe ,  on  forme  un  hexagone  cir- 
conscrit ;  chaque  sommet  de  l'hexagone  circonscrit  est  le  pAle 
d*un  cAté  correspondant  de  Fhexagone  inscrit  ;  par  consé- 
quent, la  diagonale  qui  joint  deux  sommets  opposésile  Thexa- 
gone  circonscrit ,  est  la  polaire  du  point  de  concours  de  deux 
côtés  opposés  do  Thexagono  inscrit.  Or,  comme  les  trois 
points  de  concours  des  c^tés  opposés  de  Thexagone  inscrit 
sont  en  ligne  droite,  les  trois  diagonales  qui  joignent  les  som- 
mets opposés  de  Thexagone  circonscrit  doivent  se  couper  en 
un  même  point ,  qui  est  le  pôle  de  cette  droite  ;  on  conclut 
de  là  le  théorème  de  M.  Brianchon  : 

Dans  tout  hexagone  rirronscrit  à  une  rourbe  du  second 
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ordre ,  les  trois  diagonales  qui  joignent  les  somtnets  opposés  se 
coupent  en  un  même  point. 

Ainsi,  dans  ThexagoDC  Circonscrit,  AQVVQ'B  {fig.  2),  les 
trois  diagonales BP,  AF  et  Qff  se  coupent  en  un  mèmepointC. 
Supposons  quo  les  trois  droites  OX ,  OVet  QQ'  restent  fixes , 
ainsi  que  les  deux  sommets  P  et  F,  mais  que  le  côté  AB  se 
meuve  en  restant  constamment  tangent  à  la  courbe  ;  les  deux 
diagonales  P'A  et  PB  tourneront  autour  des  deux  points  fixes 
P  et  P',  en  restant  assujetties  à  se  couper  sur  la  droite  fixe  QQ'. 
On  en  conclut  que  si  dans  un  triangle  variable  ABC,  les 
trois  sommets  sont  assujettis  d  glisser  sur  trois  droites  fixes 
OX,  OY  et  QQ';  et  si  deux  côtés ,  AC  et  BC,  smt  assujeUis  à 
tourner  autour  de  deux  points  fixes  F  et  P,  le  troisième  côté 
restera  constamment  tangent  à  une  même  courbe  du  second 
ordre. 

DE  LA  PARABOLE. 

3.  Si  l'un  des  cinq  points  0.  Q ,  P,  F,  Q'  {^g.  1) ,  par  les- 
quels doit  passer  la  courbe  engendrée  par  le  point  C  (n«  1),  est 
situé  à  rinOniy  cette  courbe  doit  nécessairement  avoir  une 
branche  infinie ,  par  conséquent,  elle  devient  une  parabole 
ou  une  hyperbole. 

Supposons  par  exemple  que  le  point  Q ,  intersection  de  la 
droite  PF'  avec  Taxe  OX,  soit  situé  à  Tinfinf ,  c'est-à-dire  que 
la  droite  PP''  soit  parallèle  à  Taxe  OX ,  nous  aurons  b=:b'\ 
réquatiop  A  (n""  1) ,  deviendra  : 

a  ( a"— a' )y  +  (al/  —  a!'b )  ;cr  +  a  { u'b  —  a"b'  ) y 

Pour  que  cette  équation  représente  une  parabole,  il  Haut 

que  le  rectangle   des  variables  disparaisse,  on  doit  donc 

aVoir  : 

ab'  —  a'b  =  0. 

I/équation  se  rcduit  alors  à 

./  (a"  —  a')  y  +  a  {a'b  —  n"b':  y  +  b'  (a"b  —  ab)  x  =  0. 
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C'est  réqualion  d*une  parabole  dont  les  diamètres  sont 
parallèles  à  Taxe  OX. 

4.  Si  dans  Texpression 

on  fait  h^b'\  il  reste 

D*où  Ton  tire  ce  théorème  : 

Si  de  deux  points  fixes  V  etP  Ifig,  3),  pris  sur  le  périmètre 
d'une  parabole  y  on  mh\e  à  un  troisième  point  variable  C  de 
cette  courbe,  dmx  droites  qui  aillent  couper  un  diamètre  quel- 
conque OX  en  deux  points  A  et  A',  Ici^  segments  0\  et  OS!  in- 
terceptés sur  ce  diamètre  entre  ces  deux  points  d'intersection 
et  le  point  où  il  rencontre  la  courbe,  seront  dans  un  rapport 
constant, 

5.  L  équation 

.f         ..,  '*         b 

ab'-'  a"b  =  0 ,       ou       -,==,,. 

(ï'        b 

Tait  voir  que  la  droite  qui  joint  le  point  0  au  point  P  [fig,  4), 
doit  rencontrer  Tordonnée  du  point  F'  en  un  point  D  tel  que 
Ton  ait  ED=ô' ,  c'est-à-dire  que  les  deux  points  D  et  P' 
doivent  se  trouver  sur  une  mi^me  droite  parallèle  à  Taxe  OX, 
par  conséquent  sur  un  m/^mc  diamètre  de  la  courbe. 

La  ligne  P"F  va  rencontrer  Taxe  OY  en  un  point  Q'qui  ap- 
partient à  la  courbe,  les  quatre  points  0,  P,  F,  Q',  sont  les 
quatre  sommets  d*un  quadrilatèn;  inscrit,  on  a  donc  ce 
théorème  : 

Un  quadrilatcre  OPP'Q'  étant  inscrit  à  une  paralmlc ,  si  on 
prolonge  deux  côtés  opposés  OP  c^Q'F,  jusqu'à  ce  qu'ils  aillent 
rencontrer ,  en  D  et  F',  les  diamètres  menés  par  les  deux  extré- 
mités d'un  des  côtés  restants  :  la  ligne  qui  joindra  ces  deux 
points  d'intersection  sera  parallèle  au  quatrième  côté. 
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Si  par  le  point  Q',  on  menait  un  diamètre,  et  si  Ton  pro- 
lonp;eait  les  cdt^ts  OP  et  (^V,  jusqu^àla  rencontre  de  ce  dia- 
mètre, et  du  diamètre  OX  aux  points  M  et  N  .-  la  ligne  MN 
serait  parallèle  au  cAté  PP'. 

Par  le  sommet  F,  menons  parallèlement  au  côté  OQ',  une 
droite  qui  aille  rencontrer  le  câté  opposé  en  F  ;  à  cause  des 
parallèles  PT  et  1)F'  et  des  parallèles  P'D  et  PP',  nous  aurons 

GD^      GF  GD       GP 

Gp/-Qjy       ^       GP'""GF* 

multipliant  membre  à  membre,  on  a  : 

GD*  =  GP.  GF. 

6.  Les  deux  sommets  Pet  F  (fig.  k)  peuvent  se  réunir  en 
UD  seul  P  (fig.  6).  Alors,  le  quadrilatère  OPFQ'  se  réduit  h 
un  triangle  OPO^,  et  le  cAté  PF  devient  une  tangente  menée 
par  le  sommet  P  ;  on  en  conclut  ce  théorème  : 

On  triangle  étant  inscrii  à  une  parabole ,  si  on  prolonge 
deux  râtèa  jusqu'à  ce  qu'ils  aillent  couper  les  diamètres  menés 
par  les  sommets  opposés,  la  ligne  qui  joindra  les  points  d'in- 
tersection ,  sera  parallèle  à  la  tangente  menée  par  le  troi- 
sième sommet. 

Ce  théorème  donne  un  moyen  facile  de  résoudre  le  pro- 
blème suivant  : 

Construire  la  tangente  en  un  point  donné  d'une  parabole , 
quand  on  connaît  deux  autres  points  de  la  courbe  et  la  di- 
rection des  diamètres. 

Soient  V  {fig.b)\e  point  par  lequel  on  veut  mener  la  tan- 
gente; et  0  et  Q',  les  deux  autres  points  donnés  :  on  joint  ces 
points  de  manière  à  Tormèr  un  triangle,  on  prolonge  les 
cAtés  OP  et  Q'P  jusqu'à  ce  qu'ils  aillent  rencontrer  en  N  et 
en  M  les  diamètres  menés  par  les  sommets  opposés,  on  joint 
le  point  M  au  point  N ,  et  par  le  sommet  P  on  mène  une 
parallèle  h  MN  :  cette  parallèle  est  la  tangente  demandée. 


—  27  — 

7.  Par  le  sommet  Vifig-  5) ,  menons  un  diamètre  qui  ren- 
contre le  c6t6  opposé  en  B,  prolongeons  la  tangente  du 
point  P  Jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  le  câté  opposé  en  A , 
et  les  deux  diamètres  Q'N  et  OM,  en  D  et  en  C  ;  à  cause  des 
parallèles  BP  et  QN,  et  des  parallèles  PC  et  NM,  on  aura  : 

OB  _  OP      *    ^  ^  Op    d—     OB  ^  OC 
OQ'  ""  ON    ^     ON       OM       ^^    OQ  "  OM* 

Donc,  si  Ton  Joint  les  deux  points  B  et  C,  la  ligne  BC 
sera  parallèle  au  cAté  Q'P. 

A  cause  des  parallèles  Q'P  et  BC ,  et  des  parallèles  BP  et 
OC ,  on  a  : 

AQ'       AP  AP       AB  .     — .       ,^,     ,, 

ÂF  =  AC    ''    AC  =  Âô     '^•«"     ^«  =  ^Q    ^" 

On  conclut  de  là  ce  théorème  : 

^î  d^unjpfÀnt  A  fris  sur  une  tangente  à  la  parabole,  on 
mène  une  transversale  qui  coupe  la  courbe  en  deux  points ,  le 
segment  compris  entre  le  point  A  et  le  point  d'intersection  de  la 
transversale  avec  le  diamètre  mené  par  le  point  de  contact , 
sera  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segments  compris 
entre  le  point  A  et  les  deux  points  d^  intersection  de  la  transver- 
sale avec  la  courbe. 

8.  Maintenant  considérons  l'hexagone  circonscrit  (/f^.  2  ), 
supposons  que  les  deux  points  P  et  P',  autour  desquels 
tournent  les  diagonales  PB  et  P'A ,  s'éloignent  à  l'infini  ;  la 
tangente  PF  passera  tout  entière  à  l'infini  ;  comme  la  para- 
bole est  la  seule  courbe  du  second  ordre  pour  laquelle  la  tan- 
gente puisse  passer  tout  entière  à  l'infini ,  la  courbe  à  laquelle 
le  côté  BA  restera  constamment  tangent  sera  une  parabole. 

Les  deux  points  P  et  F,  étant  situés  à  l'infini,  les  deux 
diagonales  BC  et  AC  resteront  constamment  parallèles  aux 
droites  Q'P'  et  QP  ;  on  en  conclut  que  si  dans  un  triangle  va- 
riable ABC  (fig,  6),  le^  trois  sommets  sont  assujettis  à  glisser 
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sur  trois  droites  fixes  OX,  OY  et  QQ',  et  si  deux  c6tés  AC  et  BC 
sont  assujettis  à  rester  constamment  parallèles  à  deux  droites 
fixes  Q'F  et  QP  :  le  troisième  côté  AB  restera  constamment 
tangent  à  une  parabole  qui  touchera  les  quatre  droites  OX, 
OY,  OPetOF. 

9.  Les  droites  QP  et  QV  peuvent  se  confondre  avec  les 
droites  OX  et  OY  {fig. 7]  ;  dans  ce  cas,  la  droite  QQ  devient 
la  corde  de  contact  des  deux  tangentes  OX  et  OY. 

Les  deux  tangentes  fixes  OX  et  OY,  et  la  tangente  mobile, 
AB,  dans  une  de  ses  positions  forment  un  triangle  circonscrit 
à  la  parabole  ;  on  en  conclut  ce  théorème  : 

Si  par  deux  sommets  A  e/  B  d*un  triangle  OAB  drcarucrit 
à  une  parabole^  on  mène  des  droiies  AC  ef  BC  respectivement 
parallèles  aux  côtés  opposés  ^  ces  droites  se  couperont  en  un 
point  C  qui  sera  situé  sur  la  corde  de  contact  de  ces  deux 
côtés. 

10.  Prolongeons  la  corde  de  contact  QQf  de  manière  qu*elle 
rencontre  la  tangente  AB  en  M;  à  cause  de  AC  parallèle  à  BQ', 
et  de  BC  parallèle  à  AQ ,  on  aura  : 

MQ'      MB  MB      MC       ,,  ,     ,.^  „^,      „^, 

m=MÂ    «*     MÂ  =  M-Q'    ^^"^    MQ.MQ'  =  MC', 

Le  pointe  est  donc  situé  sur  le  diamètre  qui  passe  par  le  point 
de  contact  de  AB  (  n°  7). 

PROBLÈMES  SUR  LA  PARABOLE. 

11.  ter  Problème.  Construire  la  parabole  qui  passe  par 
quatre  points  donnés. 

Soient  A,  B,  C,  D  (fig.  8]  les  quatre  points  donnés; 
joignons  ces  points  de  manière  à  former  un  quadrilatère , 
prolongeons  les  côtés  opposés  AD  et  BC  qui  se  coupent  en  G  ; 
par  le  sommet  A,  menons  parallèlement  au  côté  I)C,  une 
droite  que  coupe  le  côté  CB  vn  E;  sur  ce  côté  CB,  prenons 
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les  points  K  et  K'  tels  que  Ton  ait  GK*==6K''=:GB.  GE  :  le 
diamètre  qui  passe  par  le  point  A  doit  passer  par  Tun  des  deux 
points  K  ou  K'  (  n"  5  ). 

Comme  Ton  peut  joindre  l*un  des  deux  points  K  ouK'  avec 
le  point  A ,  le  problème  admettra  doux  solutions. 

Il  est  facile  de  déterminer  tous  les  éléments  de  la  parabole, 
quand  on  connaît  quatre  points  et  la  direction  des  diamètres. 

12.  2*  Problème.  Construire  la  parabole  qui  touche 
quaire  droites  données. 

Soient  AE,  CE,  AF,  BF  [fig.  9)  les  quatre  tangentes 
données.  Par  les  deux  sommets  B  et  F,  du  triangle  cir- 
conscrit ABF ,  menons  des  droites  respectivement  parallèles 
aux  cAtés  opposés ,  ces  droites  iront  se  couper  en  un  point  N 
qui  sera  situé  sur  le  dianiètre  qui  pnsse  par  le  point  de  con- 
tact du  cAtéBF  (nlO). 

Par  les  deux  sommets  D  et  F ,  du  triangle  circonscrit  DGF, 
menons  deux  droites  respectivement  paralllies  aux  côtés  op- 
posés, ces  droites  iront  se  couper  en  un  point  M ,  qui  appar- 
tiendra au  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  du  côté 
DF  qui  est  Je  môme  que  BF.  Par  conséquent ,  en  Joignant 
les  deux  pointsM  et  N  on  aura  un  diamètre:  le  point  K  inter- 
section de  ce  diamètre  avec  le  côté  BF ,  sera  le  point  do  con- 
tact de  ce  èôté. 

Par  les  deux  sommets  E  et  C»  du  triangle  circonscrit  EAC , 
menons  deux  droites  respectivement  parallèles  aux  côtés  op- 
posés; ces  droites  se  couperont  en  un  point  P,  situé  sur  le 
diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  du  côté  C£.  Par 
conséquent ,  en  menant  par  le  point  P  une  parallèle  à  MN , 
qui  aille  rencontrer  le  côté  CE  en  H  ,  on  aura  le  point  de  con- 
tact de  ce  côté. 

Enfin ,  les  deux  points  N  et  P  sont  situés  sur  la  corde  de 
contact  des  deux  côtés  AF  et  AE  (n<>  9)  ;  par  conséquent ,  en 
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prolongeant  la  droite  NP  Jusqu'à  la  rencontre  de  ces  cAtés  en 
Q  et  en  R,  on  aura  les  points  de  contact  de  ces  deux  cAtés. 

Le  problème  n'a  qu*uni*  seule  solution. 

13.  3*  Problème.  Construire  la  parabole  qui  passe  par 
trois  points  donnés  ^  et  qui  touche  une  droite  donnée. 

Soient  A ,  B,  C  (  Z?;.  10  )  les  trois  points  donnés,  et  HN 
la  tangente  donnée  ;  le  problème  serait  résolu  si  Ton  connais- 
sait le  point  de  contact  de  cette  tangente ,  et  le  diamètre  qui 
passe  par  ce  point  de  contact. 

Joignons  les  deux  points  A  et  B ,  et  prolongeons  la  droite  AB 
Jusqu'à  ce  qu'elle  aille  couper  la  tangente  MN  en  E  ;  construi- 
sons deux  points  P  et  F ,  tels  que  l'on  ait  : 

w 

EP  =ÊÏ*'*=EA.  EB. 

Le  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  de  MN  devra 
nécessairement  passer  par  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  points 
P.P*  (n-T). 

Joignons  les  deux  points  B  et  C ,  prolongeons  la  droite  BG 
Jusqu'à  la  rencontre  de  MN  en  D,  prenons  les  deux  points 
Q  et  Q'  tels  que  Ton  ait  : 

Dq'=  UQ"  r=l)B.DC. 

Le  diamètre  de  contact  de  la  tangente  MN  devra  passer 
par  l'un  des  deux  points  Q  ou  (y. 

En  joignant  l'un  des  deux  points  P,  ou  P',  avec  l'un  des 
deux  points  Q,  ou  Q\  on  aura  le  diamètre  de  contact  de  la 
tangente  MN.  Par  conséquent ,  le  point  d'intersection  de  ce 
diamètre  avec  cette  tangente  donnera  le  point  de  contact. 

Comme  on  peut  mener  quatre  droites  diiïérentes  joignant 
l'un  des  deux  points  P,  ou  P';  avec  Tun  des  deux  points  Q, 
ou  Q'f  le  problème  admettra  quatre  solutions. 

Il  pourrait  arriver  que  Tun  des  trois  points  donnés  fût  situé 
sur  la  tangente  donnée;  dans  ce  cas,  on  déterminerait  sur  la 
droite  qui  joint  les  deux  autres  points,  les  deux  points  par 
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l'un  desquels  doit  passer  le  diamètre  du  point  de  contact; 
puis,  joignant  Tun  de  ces  points  avec  le  point  donné  sur  la 
tangente ,  on  aurait  ce  diamètre.  Le  problème  n'admettrait 
que  deux  solutions. 

14.  J^*  Pboblèmb  :  Construire  la  parabole  qui  passe  par 
un  point  donné  et  qui  touche  trois  droites  données. 

Soit  A  ifig.ii)  le  point  donné;  D£F  le  triangle  formé  par 
les  trois  tangentes  données.  Par  les  deux  sommets  £  et  D  de 
ce  triangle,  menons  des  droites  parallèles  aux  côtés  opposés, 
ces  droites  iront  se  couper  en  un  point  G  appartenant  au 
diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  de  DE  ;  par  les 
deux  points  A  et  G ,  foisons  passer  une  droite  qui  aille  ren- 
contrer la  tangente  DE  en  N,  sur  cette  droite  prenons  un  point 
B  tel  que  Ton  ait 

NB.NA  =  NG\ 

le  point  B  appartiendra  à  la  courbe  (  n*  7 } . 

La  droite  AB  rencontre  la  tangente  £F  en  un  point  C  : 
construisons  les  deux  points  Q  et  Q'  tels  que  l'on  ait 

CQ*  =  G^^=  C\.CB. 

Le  diamètre  de  contact  de  la  tangente  £F  devra  passer  par 
l'un  ou  Tautre  de  ces  deux  points. 

Par  les  deux  sommets  Ë  et  F,  du  trian^çle  DEF,  menons 
deux  droites  parallèles  aux  côtés  opposés ,  ces  droites  iront 
se  couper  en  un  point,  II,  qui  appartiendra  au  diamètre  de 
contact  de  la  tangente  EF.  Par  conséquent ,  on  obtiendra  ce 
diamètre  en  joignant  le  point  H  avec  l'un  ou  l'autre  des  deux 
points  Q,  ou  Q'.  L'intersection  de  ce  diamètre  avec  EF,  don- 
nera le  point  de  contact  do  cette  tangente. 

En  menant  par  le  point  G  une  parallèle  à  QH,  on  aura  le 
diamètre  de  contact  do  DE. 

Enfin  y  en  menant  par  les  deux  sommets  D  et  F,  du  triangle 
EDF,  des  parallèles  aux  côtés  opposés,  ces  parallèles  iront  se 
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couper  en  un  point,  K,  qui  appartiendra  au  diamètre  de  con- 
tact de  1)F  ;  on  aura  ce  diamètre  on  menant  par  le  point  K , 
une  parallèle  à  QH. 

Comme  on  peut  mener  deux  droites  diiïérentes,  joignant 
le  point  H  avec  Tun  des  deux  points  0  ouQ',  le  problème  a 
deux  solutions. 

Le  point  donné  pourrait  être  situé  sur  une  des  trois  tan- 
gentes ;  dans  ce  cas,  par  les  doux  sonmiets  adjacents  à  cette 
tangente ,  on  mènera  des  droites  parallèles  aux  C4\tés  opposés , 
ces  droites  se  coui>ent  en  un  point  situé  sur  le  diamètre  de 
contact  ;  en  joignant  ce  point  avec  le  point  donné,  on  aura  ce 
diamètre. 

Le  problème  n^admettra  qu'une  «ïeule  solution. 

15.  5*  Problème.  Construire  la  parabole  qui  passe  par 
deux  point»  dfmnés  ei  qui  touc/ie  deua'  droites  données. 

Soient  A  et  B  [fig.  12)  les  deux  poinLs  donnés  ;  OX  et  ()V 
les  dt'ux  tan{;cntes.  Menons  la  ligne  AR  et  prnlong^'ons-la 
jusqu\^  ccqu*e]Ie  coupe  la  tangente  (>\en  1>,  et  la  tangente 
OY  en  E.  Construisons  les  pcnnts  P,  P,  et  les  points  0  et  U', 
tels  que  Ton  ait  : 

Ûp'=  DP  =  DA.DJJ      et       \ÏQ=  EQ  —  EA.E15. 

Le  diamètre  de  contact  de  latnniîenlcOX  devra  passer  par 
l'un  des  deux  points  P  ou  P',  et  le  diamètre  de  conta*!  de  la 
tangente  OY,  devra  passiT  par  Tun  des  deux  points  Q  ou  (J'. 

Supposons  que  le  diamètre  de  contact  de  OX,  passe  par  le 
point  P,  et  le  diamètre  de  contact  de  OY,  î»ar  le  point  Q.  Il  est 
facile  de  voir  cpie  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  con- 
cours O  des  deux  tangentes  devra  passer  par  le  milieu  de  PO. 
On  aura  donc  la  direction  des  diamètnvi  *  n  joifxnant  h;  juiint 
O,  avec  le  point  K  milieu  de  V(J. 

(iOmme  on  peut  joindre  le  point  O  avec  les  ntilieux  des  dis- 
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tances  PQ»  P'Q»  Q'P»  QfV  »  on  voit  qae  le  problème  admet 
quatre  solutions. 

Dans  le  cas  où  Tun  des  deux  points  A  ou  B  serait  situé 
sur  Tune  des  deux  tangentes ,  le  problème  n'aurait  que  deux 
solutions. 

Enfin ,  dans  le  cas  où  les  deux  points  seraient  situés  sur 
les  deux  tangentes ,  le  problème  n*aurait  qn*une  seule  so- 
lution. 

{La  fi\au prochain  Numéro.) 


DÉMONSTRATION 


DC 


PRINCIPE  FONDAMENTAL   DE   LA   TRIGONOMÉTRIE 

SPHÉRIQUE. 

9ÂM,  X.  A.  J.  M.  VmCMNT, 

PfofMMur  an  Collège  royil  de  Saint-Loais. 


La  démonstration  ordinaire  du  principe  fondamental  de  la 
trigonométrie  sphérique  présente  Tinconvénient  d*exiger  une 
très-longue  discussion ,  quand  on  veut  la  rendre  applicable  à 
loos  les  cas  (jui  peuvent  se  présenter;  c*est  pourquoi  j*ai 
pensé  qu*on  ne  serait  pas  fflché  d'en  connaître  une  autre 
qui,  au  premier  abord,  parait  un  peu  plus  longue^  mais  qui  a 
Tavantage  de  n*exiger  aucune  discussion ,  et  de  s'appliquer  à 
tous  les  cas  possibles  sans  aucune  restriction  ni  modification. 
Outre  ce  premier  avantage ,  elle  offre  encore  celui  de  se  ra- 
mener à  la  théorie  des  angles  trièdres ,  et  à  la  seule  figure  de 
cette  théorie,  nécessaire  pour  la  construction  et  la  résolution 
des  quatre  cas  non  douteux.  (  P^oir  ma  Ciéométrie.  ) 

l!lll.  DE  MATBÉH.   I.  3 
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Soit  donc  ABC  {fig.  13)  un  triangle  sphériquc  quelcon- 
que ,  placé  sur  une  sphère  dont  le  centre  est  en  S.  Joignons 
les  sommets  A ,  B ,  C ,  au  point  S ,  et  menons  les  cordes 
AB ,  AC ,  BC.  Le  triangle  rectiligne  formé  par  ces  trois 
cordes  nous  donne  la  relation  : 

BÎT  =  ÂB*  -I-ÂC'  —  2AB.  AC.  cos  BAC  ; 

d*oii ,  comme  chacune  de  ces  cordes  est  le  double  du  rinus 
de  la  moitié  de  Tare  qu'elle  sous-tcnd ,  nous  tirons,  en  dési- 
gnant par  A ,  B ,  C ,  les  angles  du  triangle  sphérique ,  et  par 
a,  p ,  Y,  les  arcs  respectivement  opposés  à  ces  angles  : 

i sin'  -  <ï  =  4 sin*  -(3  +  4sin'  -  7  — 8sin  -  6sin  -- 7C0SBAC. 
2  2  2  2  2 

Cela  posé ,  par  un  point  P  pris  sur  le  rayon  SA  faisons  pas- 
ser un  pian  MPN  perpendiculaire  à  ce  rayon  :  Tangle  formé 
par  les  tiraccs  de  ce  plan  sur  les  faces  ABS ,  ACS,  sera  Tan- 
gic  mesure  de  Tanglc  A  ;  en  outre,  ces  traces  rencontreront 
toujours  les  cordes  AB  et  AC  en  deux  points  M  et  N  situés 
par  rapport  au  p<rint  A  do  la  même  manière  que  les  points 
B  et  C.  Cela  résulte ,  en  effet ,  de  ce  que  les  trois  droites  SA , 
SB,  SG,  étant  égales,  les  triangles  SBA ,  SCA ,  sont  isocèles , 
et  par  suite  les  angles  SAB ,  SAC ,  sont  aigus. 

Soient  donc  M  et  N  les  points  de  rencontre  respectif  du 
plan  MPN  avec  les  cordes  AB  et  AC.  Joignons  MN,  nous  au- 
rons ,  dans  le  triangle  AMN , 

MN*  =  Âm'  +  an'  —  2A1VI.AN.COSBAC. 

Mais  d'ailleurs  : 

ÂSi'  =  ÂP'  +  PM'      et     an'  =  A~P'  +  PN'  , 

Donc 

ATN' ==  2ÂP'  +  PM  4- PN  ' --2AM.AN.  cos  BAC. 
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Maintenant ,  le  triangle  PMN  nous  fournit  nne  seconde  va- 


leur de  MM\ 


MN  =PM  +PN  —2PM.PN.cosA. 

Et  alors,  en  éliminant  MN'  entre  ces  deux  équations ,  nous 
obtenons  : 

AM.AN.co5BAC=  AP'  -f-PM.PN.cosA. 
D'où  : 

„,^      ÂP+PM.PN.cosA 

cosJ3ACi  = ■ z .  . 

AM.AN 

Valeur  qui  peut  être  mise  sous  la  forme  : 

^.  -      AP     AP    ,    PM     PN 

AM     AN    '    aM     A^ 

Cela  iK)sé ,  observons  que  : 

jjl  =  COS  PAM  =  SI  n  -  7 , 

AP  1 

^jj  =  cosPAN  =  sin^^,'5, 

—  =sinPAM  =  cos-7, 

— -^  =  sm  PAN  =  COS  -  6. 

AN  2' 

Alors,  la  valeur  de  cos  BAC  devient  : 

cosBAC  =  sin-13sin-  7  +  cos-  13 cos-  vcosA. 

2*^       2  2  2 

Substituant  cette  valeur  dans  la  première  relation  obtenue, 
nous  trouvons  : 

4sin'-a  =  48in'--6+48in'- 7— 8sin'-6sin'-7 
2  2  2  22 

1111 

—  8sin  '  ficosL-Bsin  ^^  7COS  -  7  cos  A; 
2  '^       2^       2  '        a 
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d*où ,  en  divisant  par  2  et  remarquant  que  : 

28in*--m  =  i  —  cosm,    et    2sin--mcos— m  =  sin/7i, 
2  '22' 

nous  obtenons  : 

(1— COSa)=l— KÎOSp+1 — COSy— (l-COS(5)(l-COS7)-sinl3siB7COSA; 

et  enfin ,  réduisant  et  changeant  les  signes  : 

cosa  =  cosScosy-f  sin  p  sinvcosA  ; 
ce  qu*il  fallait  démontrer. 


PROBLÈME 

PROPOSÉ 

AU  CONCOURS  GÉNÉRAL  DES  COLLÈGES  DE  PARIS. 

BOZillTIOW  BB  X.   II.  AVVX , 

Ancien  élève  de  l'École  polytechnique ,    répétitèar  de  nuthénutiques  lo 

Collège  royal  de  Loûis-Ie-Grand. 


Comidérex  une  circonférence  de  cerch  de  rayon  R^  el 
point  situé  dans  le  plan ,  et  dans  l  intérieur  de  cette  circon- 
férence, à  une  distance  a  du  centre  :  regardez  le  point  donné 
comme  une  bille  infiniment  petite  et  la  circonférence  comme 
une  ligne  matérielle  parfaitement  ^élastique  ^  de  maniérequej 
quand  la  bille  va  la  frapper  elle  se  relève  toujoure  en  fabant 
V angle  dUncidence  égal  à  Vangle  de  réflexion. 

On  demande  :  l**  suivant  quelle  direction  il  but  lancer  cette 
bille  pour  qu'elle  revienne  au  point  de  départ ,  après  deux  ré- 
flexions successives  sur  la  circonférence. 

2*"  Si  la  bille  continuait  sa  route,  elle  irait  se  réfléchir  succes- 
sivement en  de  nouveaux  points  de  la  circonférence,  et  il  est 
aisé  de  voir  qu'elle  ne  pourrait  repasser  parles  mCmes  points 
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que  dans  le  cas  où  la  distance,  a,  du  point  de  départ  au  centre 

aurait  certaines  valeurs  particulières. 

3*  On  examinera  ce  qui  arrivera  dans  quelques-uns  des  cas 

les  plus  simples,  et  entre  autres,  dans  le  cas  où  a  est  égal  au 

rayon  :  ou  bien  dans  le  cas  où  le  point  de  départ  divisera 

le  rayon  en  moyenne  et  extrême  raison ,  c'est-à-dire  dans  le  cas 

où  a  est  Tun  des  deux  segments  du  rayon  divisé  en  moyenne 

et  extrême  raison. 

Solution. 

impartie.  Suivant  quelle  direction  faut-il  lancer  la  bille  pour 
qu*elle  revienne  au  point  de  départ  après  deux  réflexions  suc- 
cessives sur  la  circonrérence? 

Soit  A  {fig,  14),  la  position  de  la  bille  dans  le  cercle  dont  le 
centre  est  C  et  le  diamètre  YACY';  et  AB  la  direction  suivant 
laquelle  il  Aut  la  lancer  pour  que ,  après  avoir  frappé  la  cir- 
conférence aux  deux  points  B  et  D,  elle  revienne  au  point  A . 
D*après  la  loi  de  la  réflexion ,  le  rayon  du  cercle  doit  être  aux 
points  B  et  D  bissecteur  des  angles  du  triangle  ABD ,  puis- 
que est  normal  à  la  circonférence  en  chacun  de  ces  deux 
points.  Donc,  langle  ABD  est  double  de  Fangle  CBD,  et 
rangle  ADB  est  double  de  Tanglc  CDB.  Mais  le  triangle  CBD 
est  isocèle ,  donc  les  angles  ABD,  ADB,  sont  égaux ,  comme 
étant  les  doubles  d*angles égaux.  Par  suite,  le  triangle  ABD 
est  isocèle.  Mais,  le  point  C  est  la  rencontre  des  bissectrices 
des  angles  du  triangle  ABD ,  et  dans  un  triangle  isocèle  la 
bissectrice  de  Tangle  du  sommet  est  perpendiculaire  à  la 
base;  donc,  BD  est  perpendiculaire  au  diamètre  YACY'  : 
ainsi  sa  direction  est  connue. 

Parle  point  A  je  mène  AX  parallèle  àBD,  c*es^à-dire  per- 
pendiculaire à  AC  ;  je  prolonge  BC  jusqu*à  sa  rencontre  E  avec 
AX,  et  le  triangle  BAE  résultant  est  isocèle,  car  les  angles 
EBD,  EBA ,  sont  égaux ,  d'après  la  loi  de  la  réflexion  ;  et  les 
angles  EBD,  BEA  sont  égaux  comme  alternes-internes  ;  donc , 
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fes  angles  EBA ,  BEA  sont  égaux  ;  par  suite,  le  triangle  ABFi 
est  isocèle. 

Du  point  A  comme  centre ,  avec  AC  pour  rayon  je  décris 
la  circonférence  CFIIG ,  elle  coupe  CE  en  un  point  F  tel 
que  £F=BC,  car  les  deux  triangles  isocèles  BAS,  CAF, 
ayant  même  sommet  et  appuyant  leurs  bases  sur  la  même 
droite,  doivent  avoir  le  même  point  milieu  de  base,  donc 
BC=FE. 

Menant  la  droite  GF,  i^  en  résulte  deux  triangles  rectangles 
CFG,  CAE,  semblables  comme  équiangles,  car  Fangle  CFG 
sons-tend  une  demi-circonférence ,  donc  il  est  droit  et  égal 
àTangle  droit  CAE;  et  Tangle  C  est  commun.  De  cette  simi- 
litude il  résulte  : 

CE:CG::CA:CF. 


MaisCG=2CA,  donc  CExCF=2CA  . 

Les  longueurs  CE,  CF,  peuvent  donc  être  considérées 
comme  les  deux  côtés  d'un  rectangle  dont  on  connaît  la  sur- 
face aCÂ",  et  la  différence  des  côtés  adjacents  CE— CF=CB= 
le  rayon  du  cercle  donné. 

Problème  XYIIP  du  iii°  livre  de  la  géométije  de  Le- 
gendre. 

Donc ,  pour  résoudre  le  problèm.e  : 

Je  mène  le  diamètre  YACY'  passant  par  le  point  A  donné  ; 
du  point  A  comme  centre ,  et  avec  AC  (distance  du  point  A 
au  centre  du  cercle  donné)  pour  rayon ,  je  décris  la  circonfé- 
rence CFHG  ;  par  le  point  A,  je  mène  au  diamètre  YCY'  la 
perpendiculaire  AX  qui  coupe  cette  circonférence  au  point 
H  ;  puis  je  conduis  GH  que  je  prolonge  d'une  quantité 
HK=BC,  sur  IIK  comme  diamètre  je  décris  une  circonfé- 
rence dont  I  est  le  centre,  je  mène  la  droite  CMIL,  qui 
coupant  cette  circonférence  aux    points  M  et  L,  donne 

cmx(:l==2cX\ 

et  rx  — CM  =  BC. 
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Du  point  G  comme  centre ,  avec  CL  pour  rayon,  je  décris 
une  circonférence  qui  coupe  AX  au  point  £;  ce  points  sera 
tel  que,  menant  la  droite  ECB,  elle  coupera  la  circonférence 
donnée  au  delà  du  centre  C ,  en  un  point  B  qui  est  celui  sur 
lequel  il  faut  lancer  la  bille. 

£t  en  effet,  BCE  coupe  la  circonférence  CFIIG  en  un 
point  F  qui,  joint  avec  le  point  G,  donne^deux  triangles  rec- 
tangles CFG ,  CAE ,  semblables ,  et  par  suite  : 

CExCF  =  CGxCA  =  2CÂ\ 
Mais,  on  a 


CLxCM  =  2CA^  et  CL  =  CE.  donc  CF=:CîVI; 

et  par  suite  : 

CE— CF=CL— CM=ML=Ï3C. 

L*égalité  £F=BC,  montre  que  le  milieu  de  la  base  CF  du 
triangle  isocèle  CAF,  est  le  milieu  de  la  baseBE  du  triangle 
BAE.  Nous  en  conclurons  que  le  triangle  BAR  est  aussi  iso- 
cèle. Ainsi ,  les  angles  AEB ,  ABË  sont  égaux  Mais,  à  cause 
des  parallèles  AX,  BD,  Tangle  AEB=rangle  EBD.  11  en  ré- 
sulte EBD=ABE.  La  bille  se  relèvera  donc,  en  suivant  la 
direction  BD.  Arrivée  au  point  D,  elle  prendra  la  direction 
DA  ;  car  DC  est  la  bissectrice  de  l'angle  BDA. 

^'^ partie.  Si  la  bille,  après  avoir  repassé  par  le  point  A  , 
continue  sa  route  en  se  réfléchissant  successivement  et  indéfi- 
niment en  de  nouveaux  points  de  la  circonférence  ;  dans  quels 
cas  repassera-t-clle  par  les  mêmes  points  ? 

Je  remarque  d  abord  que  les  cordes  dessinant  la  route  que 
la  bille  doit  suivre  sont  toutes  égales.  En  effet ,  au  point  B , 
par  exemple,  le  diamètre  BCQ  est  bissecteur  de  Tangle  NBI); 
donc^  les  deux  cordes  ISB,  Bl>,  doivent  être  égales  comme 
sous-tendant  des  arcs  égaux. 

Donc ,  pour  que  la  bille  (  en  supposant  que  son  mouvement 
se  prolonge  indéfiniment  )  repasse  parles  mômes  points,  il  faut 
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et  il  suflat  que  la  corde  NAB,  qui  indique  la  direction  initiale 
de  la  bille,  sou&4ende  un  arc  qui  soit  commensurable  arec  la 
circonférence.  En  effet:  1*  si  Tare  sous-tendu  est  une  division 
exacte  de  la  circonférence,  la  bille  suivra  le  périmètre  du  poly- 
gone régulier  dont  cette  corde  est  le  côté. 

—  I  partie  de  la  circon- 
férence (  m  étant  plus  petit  que  n  et  premier  avec  lui  ] ,  je 
partage  la  circonférence  en  n  parties  égales  et  je  fais  m  fois 
le  tour  de  la  circonférence  en  joignant  les  points  de  division 
de  m  en  m.  J*ai  alors  n  cordes  égales  faisant  entre  elles  des 
angles  égaux  et  telles  que  Textrémité  de  la  dernière  est  où  la 
première  commence  :  l'ensemble  de  ces  n  cordes  forme  alors 
ce  qu*on  appelle  un  polygone  étoile  régulier  de  n  côtés  ;  tel , 
par  exemple  [fig-^Và)  le  décagone  étoile,  formé  enjoignant  de 
trois  en  trois  les  divisions  de  la  circonférence ,  partagée  en  dix 
parties  égales. 

Et  enfin,  si  l'on  veut  que  la  bille  repasse  par  le  point  A  de 
départ  en  croisant  sa  première  direction ,  il  faut  non-seule- 
ment que  Ton  fasse  passer  par  A  le  côté  d'un  polygone  ré- 
gulier étoile,  mais  encore  que  le  point  A  soit  à  Tintersection 
des  côtés  de  ce  polygone  étoile 

3*  PARTIE.  Examiner  trois  cas  particuliers. 

1*'  CM.  Le  point  de  départ  A  est  sur  la  circonférence. 

11  est  clair  que  si  Ton  veut  que  la  bille  y  revienne  après 
deux  réflexions ,  elle  doit  suivre  le  périmètre  du  triangle 
équilatéral  inscrit  au  cercle  et  ayant  un  sommet  au  point  de 
départ.  Et  si  Ton  Veut  que  la  bille  y  revienne  après  [n — 1  ) 
réflexions,  elle  doit  suivre  le  périmètre  du  polygone  régulier 
de  n  côtés. 

3"  cas.  Le  point  A  de  départ  divise  le  rayon  en  moyenne 
et  extrême  raison,  et  la  distance  au  centre  en  est  le  plus 
grand  segment. 
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Je  trace  le  décagone  étoile,  [fig.  15  ) ,  et  je  remarque  que  le 
triangle  BÂC  est  isocèle ,  les  angles  BAC ,  BCA  ayant  tous 

les  deux  pour  mesure  tt  de  la  circonférence  :  chacun  de  ces 

8  4 

angles  vaut  -~  d*angle  droit,  donc  l'angle  ABC  vaut  7^. 

10  10 

Donc,  CA  est  égal  au  cAté  du  décagone  régulier  convexe 
inscrit  dans  la  même  circonférence,  ou  bien  au  plus  grand 
segment  du  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison. 

Donc ,  si  la  distance  du  point  A  au  centre  est  égale  au  plus 
grand  segment  du  rayon  divisé  en  moyenne  e\  extrême 
raison ,  il  faut,  pour  résoudre  le  problème  :  du  point  A  comme 
centre ,  et  avec  le  rayon  de  la  circonférence  donnée  pour 
rayon ,  décrire  une  circonférence  qui  coupe  la  circonférence 
donnée  au  point  B  ;  point  vers  lequel  il  faut  lancer  la  bille  ^  et 
elle  décrit  alors  par  ses  réflexions  successives  le  décagone 
étoile. 

3*  cas.  Le  point  A  de  départ  divise  le  rayon  en  moyenne 
et  extrême  raison ,  et  sa  distance  au  centre  en  est  le  plus  pe- 
tit segment. 

Je  trace  le  pentagone  étoile  (fig.  16);  Je  remarque  que  le 
triangle CBD  est  isocèle,  les  angles  BCD,  BDC,  ayant  tous 

2 

les  deux  pour  mesure  ---  de  la  circonférence.  Chacun  de  ces 

10 

8  4 

angles  vaut  —  d*angle  droit;  donc,  Tangle  CBD  vaut  — . 

Donc  enfin ,  CD  est  égal  au  c6té  du  décagone  régulier  con- 
vexe inscrit  dans  la  même  circonférence^  ou  bien  au  plus 
grand  segment  du  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  rai- 
son ,  et  enfin  DE  en  est  le  plus  petit  segment. 
Mais  le  triangle  ABE  est  aussi  isocèle ,  les  angles  BA£ , 

1  3 

BEA  ayant  chacun  pour  mesure  -  de  —  de  la  circonférence. 

2  10 

Donc ,  AB  =  BB  =  le  côté  du  nentaffonc  rémUier  convexe 
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inscrit  dans  cette  circonférence ,  et ,  de  plus ,  F  étant  le  mi 
lieu  de  AE  et  de  CD ,  il  s'ensuit  que  AC  =  DE  =  le  plus  pe- 
tit sèment  du  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison. 

Donc,  si  la  distance  du  point  A  de  départ ,  au  centre,  est 
égale  au  plus  petit  segment  du  rayon  divisé  en  moyenne  et 
extrême  raison  ;  il  faut ,  pour  résoudre  le  problème ,  du 
point  A  comme  centre ,  et  avec  le  oôté  du  pentagone  régulier 
convexe  inscrit  à  la  même  circonférence  pour  rayon ,  décrire 
une  circonférence  qui  coupe  la  circonférence  donnée  en  un 
point  B  vers  lequel  il  faut  lancer  la  bille,  et  elle  décrit  alors, 
par  ses  réflexions  successives ,  le  pentagone  étoile. 


DÉMONSTRATION 

DE    LA    FORMULE    DU   BINOME, 


Proresseur  de  rArtillerie  navale. 


Si  Ton  élève  le  binôme  a:-}-a  à  diverses  puissances  succes- 
sives ,  en  le  multipKant  par  lui-même,  on  verra  que  : 

lo  Le  nombre  des  termes  du  développement  de  la  puis- 
sance est  toujours  égal  à  Texposant  m,  de  la  puissance , 
augmenté  d'une  unité.  Car,  le  développement  contient  toutes 
les  puissances  entières  de  a:  depuis  m  Jusqu'à  1 ,  et  en  outre, 
un  terme  a*,  indépendant  de  x. 

2o  Le  premier  terme  étant  j:**  ,  les  autres  termes  seront  les 
produits  de  ax"*"',  a*jc**^ ,  etc. ,  par  des  coeiTicients  particu- 
liers :  et  si  le  développement  est  ordonné  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  j:  ,  en  commençant  par  x^,  les  puis- 
sances de  .r  diminueront  successivement  d'une  unité  dans  les 
termes  suivants ,  et  les  puissances  de  a  augmenteront  de  ma- 
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nière  que  la  somme  des  exposants  de  x  et  de  :< ,  dans  chaque 
terme,  sera  constamment  égale  à  m.  Nous  pouvons  donc  re- 
présenter (^+a)"*,  parla  forme  suivante  : 

(:c+ar=x"*4-Aa:c'*--*+Ba^j;"*-H- 

Or,  lorsque  /7i=0,  cette  expression  doit  se  réduire  à  son 
premier  terme  a?^  qui  devient  j:%  c'est-à-dire  Tunité  ;  tous  les 
coeflicients A ,  B,  etc.»  doivent  donc  avoir  pour  facteur  m; 
ainsi ,  on  peut  représenter  le  coefficient  A  par  ma ,  a  étant  un 
nouveau  coefficient.  De  même,  lorsque  #71=1,  la  puissance 
a*a  que  deux  termes ,  et  les  coefficients  B,  C,  etc.,  doivent  s'é- 
vanouir ;  ils  doivent  donc  renfermer,  outre  m ,  le  facteur //i — 1 . 
Je  puis  donc  représenter  B  par  un  nouveau  coefficient 
m[m — 1)^.  On  verra  pareillement  que  C  doit  titre  de  ia  forme 
m{m — 1)  (m — 2)c,  etc. ,  et  Ton  aura  : 

Mais ,  lorsque  //t=l ,  le  second  terme  doit  être  a;  donc  â=l . 
Lorsque  //i=2 ,  la  puissance  n*a  que  trois  termes  et  le  troisième 

est  a?  ;  donc  2. 1.  ^=1 ,  d  où  ^=  -— .  Lorsque  //î=3,  la  puis- 

sance  a  quatre    termes   et  le   quatrième  est  a^   Donc , 

m{rn — \){m — 2)c=3.2.1.c=l  ;  d'où,  c= ,etainside 

1.2.3 

suite.  En  substituant  ces  valeurs  de  a,  b^  c,  etc. ,  on  aura  : 

i.'i  1  ' 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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PROBLÈMES  PROPOSÉS  AUX  EXAMENS. 

BOZiUTIOWS  DS  M.  ouiuizir, 

Ancien  élève  de  l'École  normale,  professeur  de  matbématiqoes. 


1 .  Déterminer  le  nombre  des  arrangements  y  avec  r^étition , 
que  Von  peut  foire  avec  m  lettres  ^  prises  n  (i  n . 

Nota,  Ces  arrangements  ne  diflërent  des  arran^ments  ordi- 
naires, qu*en  ce  qae  chaque  lettre  peut  être  employée  plusieurs 
fois  dans  le  même  arrangement. 

Soient â 9  b,  c,  d,  etc.,  les  lettres  proposées.  Je  détermine 
d*abord  le  nombre  des  arrangements  de  deux  lettres.  Pour  les 
former,  il  faut ,  à  la  suite  de  chaque  lettre,  mettre  successi- 
vement chacune  des  lettres  proposées,  y  compris  cette  lettre 
elle-même.  Ainsi ,  nous  mettrons  à  la  suite  de  a,  successive- 
ment chacune  des  lettres  a^  b ,  c,d^  etc.  Tous  ces  arrange- 
ments différeront  entre  eux  par  la  seconde  lettre,  et  il  y  en  aura 
évidemment  m.  Il  y  en  aura  autant  commençant  par  6,  diffé- 
rant entre  eux  par  la  seconde  lettre,  et  des  précédents  par  la 
première  ;  ainsi  de  suite.  En  commençant  successivement  par 
chacune  des  m  lettres ,  on  aura  en  tout  mXm  onm*  arrange- 
ments de  2  lettres. 

Pour  former  les  arrangements  de  3  lettres ,  il  suflSra  évi- 
demment de  placer  à  la  suite  de  chaque  lettre  chacun  des  ar- 
rangements de  2  lettres.  Pour  la  lettre  a  il  y  aura  m*  arran- 
gements  de  trois  lettres  commençant  par  cette  lettre  et  diffé- 
rant par  Tarrangement  des  deux  lettres  qui  la  suivent  ;  autant 

pour  la  lettre  b ,  etc.  Ce  qui  fait  en  tout  /7t*X/7>,  ou  m^  ar- 
rangements. 

Il  y  a  là  une  loi  évidente,  et  11  nduction  suffit  pour  conclure 

que  le  nombre  des  arrangements  que  Ton  peut  faire  avec  m 
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lettres  prises  n  à  n  est  m**.  On  peut»  au  reste ,  démontrer  la 
généralité  de  cette  formule ,  en  faisant  voir  que  si  elle  est 
vraie  pour  le  nombre  des  arrangements  de  m  lettres  prises 
(»— 1)  à  (n — ^1)  y  elle  Test  aussi  pour  le  nombre  des  arrange- 
ments de  m  lettres  prises  n  à  /i. 

Supposons -la  donc  démontrée  pour  les  arrangements 
(n— 1)  à  (ii^— 1).  On  obtiendra  évidemment  les  arrangements 
de  n  lettres ,  en  écrivant  à  la  suite  de  chacune  des  lettres 
a,  b^c^  d, etc. ,  chacun  des  arrangements  de  n — 1  lettres. 
Ain^  »  en  mettant  à  la  suite  de  a  chacun  des  arrangements 
de  (n — 1)  lettres  9  tous  les  arrangements  de  n  lettres  que  Ton 
obtiendra  et  qui  seront  au  nombre  de  m"^'  différeront  par 
la  disposition  des  n — 1  dernières  lettres.  Il  y  aura  de  même 
m**"*  arrangements  commençant  par  b ,  différant  entre  eux 
par  la  disposition  des  n — 1  lettres  qui  terminent  chacun,  et 
des  précédents  par  la  première  lettre,  et  ainsi  de  suite ,  en 
commençant  par  chacune  des  autres  lettres.  Le  nombre  total 
des  arrangements  avec  répétition,  est  évidemment  m!*"'Xni 
ou  m";  ce  qu'il  fallait  démontrer* 

2.  Déterminer  le  nombre  de  mots  que  l'on  peut  former  avec 
19  consonnes  et  5  voyelles,  chaque  mot  étant  composé  de  3  con- 
somnes  et  de  2  voyelles  ^  en  excluant  tous  les  mots  renfermant 
3  consonnes  de  suite. 

Je  vais  d'abord  calculer  le  nombre  des  mots  formés  avec 
3  consonnes  et  2  voyelles  sans  exclusion. 

Pour  cela  faire  Je  forme  tous  les  arrangements  des  19  con- 
sonnes avec  répétition  3  à  3,  il  y  en  aurâ  (19)  •  J'en  prends  1 , 
bcdy  j*y  mets  la  voyelle  a  à  toutes  les  places  possibles;  J'ai 
W  mots,  abcd^  bacd^  bcad,  bcda^  de  k  lettres  correspondant 
à  cet  arrangement  de  3  consonnes  et  comprenant  la  lettre  a. 
Faisant  de  même  pour  chaque  arrangement  de  3  consonnes, 
j'aurai  k  mots  pour  chacun  ;  en  tout  (I9)'x4'.  Tous  ces 
mots  diCKreront  entre  eux ,  soit  par  la  position  de  ta  lettre  a 
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lorsqu'ils  correspondront  au  même  arrangement  de  3  con- 
sonnes, soit  par  la  disposition  relative  des  3  consonnes  lors- 
qu*ils  correspondront  à  2  arrangements  différents  de  ces  con- 
sonnes. 

Faisant  pour  la  voyelle  e,  ce  que  j*ai  fait  pour  a,  j'aurai 
(19)^  X^  mots  de  k  lettres  comprenant  cette  voyelle  avec  3  con- 
sonnes; autant  pour  chaque  voyelle;  en  tout,  (19)^x4x6 
mots  de  k  lettres  comprenant  3  consonnes  et  1  voyelle. 

J'introduis  maintenant  une  autre  voyelle  dans  ces  mots  de 
k  lettres,  par  exemple  dans  abcd.  D'abord  j'y  mets  une  des 
k  voyelles  qui  n'y  entrent  pas,  e  par  exemple,  et  je  la  mets  à 
toutes  les  places  possibles  qui  sont  au  nombre  de  5;  cela  fait 
5  mots  de  5  lettres  eabcd,  aebcd,  abecd^  abced,  abcde, 
correspondant  a  1  seul  mot  abcd  de  k  lettres ,  et  compre- 
nant 3  consonnes  et  2  voyelles  différentes  ;  en  mettant  dans 
abcd  chacune  des  3  autres  voyelles  i,  o^  u,  comme  j'ai  mis  e, 
j*aurai  pour  chacune  5  mots  de  5  lettres  remplissant  exacte- 
ment les  mêmes  conditions;  en  tout,  5x4.  Comme  j'en  aurai 
autant  pour  chacun  des  mots  de  V  lettres  que  j'ai  formés, 
j*aurai  en  tout  (IQ)"^ 4  X  5 .5  x  4  mots  de  5  lettres  composés 
de  3  consonnes ,  et  de  2  voyelles  différentes. 

Il  faut  former  maintenant  les  mots  qui  comprennent  2  fois 
la  même  voyelle.  Pour  cela ,  évidemment ,  il  suffît  de  prendre 
chacun  des  mots  de  4  lettres,  et  d'y  introduire  une  seconde  fois 
la  voyelle  qui  y  est  déjà ,  en  prenant  garde  de  compter  deux 
fois  le  même  mot. 

Afin  de  ne  pas  commettre  cette  faute ,  je  commence  par 
introduire  dans  chacun  de  ces  mots  la  lettre  a  accentuée  a'  ; 
et  je  la  mets  dans  chacun  à  toutes  les  places  possibles.  Ainsi, 
je  prends  un  mot  de  4  lettres  abcd,  contenant  la  lettre  a  et  un 
arrangement  bcd  de  3  consonnes  ;  j'ai  ainsi  5  mots  a'abcd, 
aalbcdy  aba'cd ,  abcàd,  abcda\  Comme  il  y  a  4  mots  de 
4  lettres,  abcd,  bacd,  bcad,  bcda,  correspondant  à  6c^  et 
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contenant  a:  il  y  aura  en  tout  5x^=20  mots  de  5  lettres 
correspondant  à  cet  arrangement  de  3  consonnes  bcd^  et  con- 
tenant aeia\  Si  des  mots  de  cette  série  peuvent  devenir  iden- 
tiques entre  eux  lorsqu'on  supprimera  l'accent^  ils  ne  pourront 
devenir  identiques  avec  d'autres  qui  ne  correspondront  pas  à 
Tarrangement  bcd;  car  si  ceux-ci  renferment  la  lettres  3  fois, 
leurs  consonnes  ne  seront  pas  exactement  disposéesde  la  môme 
manière. 

Pour  distinguer  dans  la  série  de  vingt  mots  dont  nous  nous 
occupons  ceux  qui  peuvent  devenir  identiques  lorsqu'on  sup- 
primera Taccent  de  a\  j'observe  qu'en  comparant  les  places 
occupées  respectivement  par  a  et  a!  dans  le  même  mot ,  on 
peut  former  le  tableau  suivant  : 


a  occupant  une  des  places. 

■  «•••••••  ■• 

û 

3 

4 

5 


a'  occupera  l'une  des  places. 


2, 

3, 

4, 

5. 

1, 

3, 

4, 

5. 

1, 

2, 

4, 

5. 

i, 

2, 

3i 

5. 

i, 

2, 

3, 

4. 

Si  je  considère  le  mot  où  les  places  do  a,  ^  sont  respecti- 
vement i,  3,  et  celui  où  ces  lettres  ont  les  places  3, 1  ;  après  la 
suppression  de  l'accent  ces  deux  mots  deviendront  identiques, 
et  il  n'y  en  aura  pas  d'autres  qui  deviendront  identiques  à 
ceux-là,  puisqu'ils  en  difTéreront  par  la  place  de  l'une  des 
lettres  a  au  moins.  L'accent  étant  cfbcé,  chaque  mot  se  trou- 
vera donc  deux  fois,  et  deux  fois  seulement;  il  faudra  donc 
diviser  par  3  le  nombre  des  mots  obtenus  contenant  a  et  a' 
et  correspondant  à  l'arrangement  considéré  de  3  consonnes 

bcd,-  ce  qui  en  donnera  -^— .  Comme  il  y  en  a  autant  pour 

chaque  arrangement   de  3  consonnes,  il  y  aura  en  tout, 

5  ^4 

— —  X(19;  ,  mots  de  3  consonnes  et  de  2  voyelles  a.  Au- 
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5x4 
tant  pour  chaque  voyelle;  en  tout,  (i9j*X  X  5  mots 

de  5  lettres  avec  répétition  de  la  seule  voyelle  qui  s'y  trouve. 
En  ajoutant  à  ce  nombre  celui  des  mots  qui  comprennent 
3  consonnes  et  2  voyelles,  celles-ci  étant  diiïérentes,  le  nom- 
bre total  des  mots  que  Ton  peut  faire  avec  19  consonnes 
et  5  voyelles  en  composant  chacun  de  3  consonnes  et  2  vojelles 
d'une  manière  quelconque  est 

(t9)'x  4X5X5X4-iT  (19)^X  ^  X  5. 

Il  faut  maintenant  en  déduire  le  nombre  des  mots  qui  ren- 
ferment 3  consonnes  de  suite,  tom  former  ces  mots,  Je 
prends  un  des  arrangements  de  2  voyelles  ae ,  par  exemple, 
et  J*y  mets  les  3  lettres  bcd  d*un  même  arrangement  de  con- 
sonnes avec  ou  sans  répétition ,  en  les  écrivant  sans  les  séparer 
à  toutes  les  places  possibles ,  comme  si  Ton  introduisait  une 
seule  lettre  dans  cet  arrangement  de  2  voyelles  Cet  assem- 
blage bcd  pourra  être  mis  à  trois  places,  et  il  en  résultera 
3  mots,  bcdae^  abcde^  aebcd  à  supprimer.  Le  même  assem- 
blage bcd  peut  être  ainsi  transporté  dans  chacun  des  arran- 
gements de  2  voyelles  qui  sont  au  nombre  (6x5)  ;  on  devra 
donc  déduire  3  X  (5x5)  mots  correspondant  à  ce  seul  arran- 
gement de  3  consonnes  ;  et  puisque  il  y  a  (19)  arrangements 
comme  celui-là  pour  les  19  consonnes,  il  y  aura  en  tout  à 
déduire  un  nombre  de  mots  égal  à 

3X(5X5)X  (19)\ 

Le  nombre  cherché  est  donc 

(19)'x4X5X5X4-|.(19)'x^X5— (i9)'x(5X5)X3=2572125 
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ANALYSE  DOUVRAfftS  NOUVEAUX. 


Leçons  d'Arithmétique,  par  P.-L.  Çirodde,  professeur  de 
mathématiques  au  coDége  de  Henri  IV,  ouvrage  autorisé 
par  le  Conseil  royal  de  V Instruction  publique ,  quatrième 
édiUon.  Paris,  18&2.  In-S^'deâlG  pages  (1). 

Les  deux  premières  éditions,  publiées  à  Dijon,  ont  paru 
en  I83fc  et  1836;  la  troisième,  de  Paris,  est  de  1839;  la 
quatrième,  sortie  des  presses  de  Firmin  Didot  frères,  portant 
le  millésime  de  183^2,  est  de  novembre  18&-1.  Un  débit  si  ra- 
pide n*est  pas  le  résultat ,  comme  il  arrive  souvent,  de  consi- 
dérations fort  étrangères  au  mérite  de  Touvrage.  On  trouve 
ici  une  valeur  iptitoèque  rare  chez  les  auteurs  élémentaires  ; 
M.  Cirodde  a  su  é^^er  les  deux  grands  écueils  des  compositions 
de  ce  genre,  la  diffusion  et  la  puérilité ,  défauts  plus  communs 
(|ue  Tobscurité,  et  qui  produisent  le  même  eiïet.  Toujours 
clair,  toujours  précis,  l'écrivain  fait  presque  continuellement 
usage  d*un  exemple  pariiculier  bien  choisi ,  pour  en  déduire, 
avec  une  logique  sévère,  les  principes  généraux  de  la  science. 
Cette  méthode,  qui  serait  peu  philosophique,  dans  une 
sphère  élevée,  est  très-appropriée  à  renseignement  rudimen- 
taire,  attire  Fattention  des  élèves,  qu'une  généralisation  trop 
abstraite  rebute.  Des  applications  très-diversifiées  et  intéres 
santés ,  servent  d'exercices  et  montrent  Tutilité  des  théories. 
Passons  à  Tcxamen  de  l'ouvrage.  * 


(1;  CheiHacbeUe,  libraire. 
Aïlll.  DE  Matbïm.  I. 
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Le  titre  semble  annoncer  que  Touvrage  est  difiséeA  leçons; 
11  n'en  est  rien.  L*auteur  suit  la  forme  didactique  à  peu  près 
généralement  adoptée. 

Les  notions  prâiminaires  (1—9)  contiennent  et»  dans  cet 
ordre,  les  définitions  delà  quantité,  d^Yunité^  du  nombre, 
de  Varithmétique  et  de  la  numéÊPation.  —  Euclide  (livre  vii  ) 
commence  par  défintr  Funité  et  puis  le  nombre;  ce  début 
parait  plus  convenable.  En  effet ,  la  quantité  dont  ils*agit  en 
arithmétique  est  la  quantité  numérique  ieUe  présuppose  Tidée 
du  nombre.  On  définit  ordinairement  la  Quantité  tout  ce  qui 
eit  susceptible  d'augmentation  0I  de  dtmî#iulton.La  douleur,  la 
vertu  y  sont-elles  des  quantités?  non ,  parce  qu*il  n*y  a  pas 
d'unité  pour  mesurer  les  qualités  morales.  Il  faut  donc  corn* 
mencer  par  l'idée  de  l'unité,  que  les  ancieils  ne  considé- 
raient pas  comme  un  nombre;  notion  très  -exacte  à  certains 
égards. 

Il  est  vrai  qu'on  soumet  au  calcul  des  êtres  abstraits,  tels 
que  la  validité  des  témoignages,  des  décisions  des  tribu- 
naux, etc.;  mais  alors  on  crée  des  unités  Mvventionnelles,  fac- 
tices. Ainsi,  si  l'on  admet  qu'un  certain  tribunal  se  trompe 
une  fois  sur  cent ,  alors  la  certitude  étant  représentée  par  i  , 
le  jugement  d'un  tel  tribunal  aura  pour  valeur  -rr«  •  On  a  même 
quelquefois  eu  recours  à  des  unités  chimériques  ;  c'est  à  l'aide 
de  telles  unités  que  Ben  David ,  ancien  secrétaire  de  l'Aca- 
démie de  Berlin ,  a  essayé  d'établir  la  théorie  mathématique  du 

« 

beau  dans  les  lettres  et  les  arts.  Mais  ces  considérations  ne  sont 
pas  du  ressort  des  éléments. 

L'arithmétique  est  la  science  des  nombres  ,*  définition  trop 
large.  Le  théorème  que  tout  nombre  premier  de  la  forme 
kn-^i  est  toujours  la  somme  de  deux  quarrés  et  d'une  ma- 
nière seulement  appartient  évidemment  à  la  science  des 
nombres,  fait-il  partie  de  larithmétique?  Celle-ci  s'occupe 
uniquement  de  l'exposition  d'un  système  de  numération,  et 
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des  procédés  qui  en  dérivent  pour  exécuter  des  additions  et 
des  soustractions.  L*aritliinéliquey  considérée  sous  ce  point 
de  Yue ,  est  plutôt  un  art  qu*une  science ,  et  ceci  nous  explique 
le  peu  de  faveur  dont  elle  jouissait  chez  les  Anciens,  qui  relé- 
guaientle  calcul  numérique  parmi  les  occupations  serviles  de 
la  dasse  aprchande.  Il  est  à  croire  que  c*est  au  commerce 
qo*on  doit  Tintroduction  des  chiffres  indou-arabes  et  aussi  le 
mécanisme  des  quatre  opérations ,  et  peut-être  même  les  rè- 
gles des  signes  qui  rq>résentent  le  (Uni  et  avoir  des  teneurs  de 
livres,  règles  qu'on  trouve  déjà,  numériquement  appliquées, 
dans  Diophante ,  au  iv*  siècle ,  mais  dont  remploi  littéral , 
qui  constitue  Tessence  de  Talgèbre ,  est  dû  à  Viète ,  au  :ivi'' 
siècle.  M.  Ampère  a  proposé  de  désigner  la  science  des  nom- 
bres par  un  mot  nouveau ,  arithmologie ,  qui  mérite  d*être 
adopté  (1). 

Pour  la  formation  des  nombres  et  Texposition  du  système 
décuple,  l'auteur  a  suivi  à  peu  près  la  méthode  de  Con- 
dorcet  (2)  ;  mais  il  en  a  fait  disparaître  les  détails  trop  minu- 
tieux. Notre  auteur  adopte  les  expressions  septante,  octante, 
nouante ,  usitées  dans  le  midi  de  la  France  ,*  mais  il  regrette 
de  ne  pouvoir  admettre  unante  et  duante  proposés  par  Con- 
doroet. 

n  semble  qu'on  n'insiste  pas  assez ,  dans  l'exposition  de  la 
numération,  sur  une  propriété  très-importante  et  qu'on  ne 
saurait  trop  têt  inculquer  aux  élèves  ;  c'est  que  dans  tout 
nombre,  une  unité  d'un  ordre  quelconque  est  plus  grande  que 
la  somme  de  toutes  les  unités  qui  la  suivent,  et  cela  dans  un 


(1)  Eam  iur  la  pkUoiophie  de$  ScieneeM.  1834. 

(2)  Moyen  d'apprendre  à  compter  tiïrement  et  avec  fanlUé.  Paris,  an  VII. 
Une  autre  édition  est  de  M.  Garoier.  Ce  petit  ouvrage  est  d'ane  clarté  exubérante  ; 
qualité  qui  manque  aux  écrits  niathématiqueft  de  l'illustre  géomètre;  il  a  cela 
de  commun  avec  d'Alembert. 
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syslèmc  quelconque.  Cette  propriété  est  le  fondement  de  la 
division  et  des  extractions  de  racines ,  et  se  retrouve  même 
dans  la  théorie  des  équations.  Ainsi ,  étant  donné  le  polynôme 

Ao:t*"-|-  A^jt"*"  + km,  An  étant  le  plus  grand  coefficient 

(  A«+l  )"*  est  plus  grand  que  la  somme  des  termes  qui  suivent 
le  premier,  parce  qu*alors  le  polynôme  devient  on  nombre , 

écrit  dans  le  système  dont  la  base  est  An+l* 

De  là  on  passe  au  calcul  des  nombres  entiers,  sans  pour- 
tant avoir  prévenu  qu*il  existe  des  nombres  fractionnaires 
{p.  8). 

Dans  Taddition ,  on  devrait  exercer  Télùve  h  reconnaître 
Tindépendance  de  Tordre  des  opérations;  une  addition  de 
deux  nombres  peut  s'obtenir  de  deux  manières;  avec  trois 
nombres,  de  neuf  manières  difTérentes,  etc.  Il  y  aurait  aussi 
({uclque  avantage  à  donner  des  applications  de  Taddition  et 
de  la  soustraction  combinées,  et  de  faire  voirTindépendance 
des  opérations.  C'est  une  utile  et  même  indispensable  prépa- 
ration au  calcul  des  formules  algébriques  ;  dans  la  môme  vue, 
on  devrait  ainsi  définir  la  soustraction  :  c'est  une  opération  où 
Ton  cherche  ce  qu'il  faut  ajouter  à  un  nombre  donné  pour 
trouver  un  autre  nombre  également  donné. 

«  La  multiplication  est  une  opération  qui  a  pour  but  de 
composer  un  nombre  nommé  produit,  avec  un  nombre  nommé 
multiplicande  y  comme  un  autre  nombre  nommé  multiplica- 
teur est  composé  avec  Tunité  (p.  11).  »  Cette  définition, 
introduite  par  M.  Lacroix,  dans  son  excellente  arithmétique, 
est  la  partie  hypothétique  de  la  proposition  15  du  T  livre 
d'Euclide ,  qui  s'en  sert  pour  démontrer  qu'un  produit 
de  deux  facteurs  ne  change  pas,  en  quelque  ordre  qu'on  les 
multiplie  :  c'est  la  proposition  16;  rarement  les  élèves  com- 
prennent cette  définition  sans  beaucoup  d  explications;  car, 
fllo  dit  en  d'autres  termes,  que  le  produit  est  le  quatrième 
terme  d'une  proportion ,  dont  l'unité  est  le  premier  antécédent 
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et  les  deux  fadeurs  les  moyens;  or,  les  élèves  ne  sont  pas 
censés  connaître  la  proportion  géoniétrique.  Composer  un 
nombre  est  une  expression  bien  vague.  On  n  a  d'ailleurs  admis 
cette  définition  que  pour  Tadapter  aux  nombres  fraction- 
naires ;  mais  sans  nécessité ,  ceux-ci  sont  identiques  aux  rapports 
géométriques,  et  c*est  par  habitude ,  par  abus  qu  on  les  distin- 
gue. En  réalité ,  on  ne  mullipliejamais  des  fractions ,  toujours 
des  nombres  entiers;  il  me  paratt  plus  convenable  de  revenir 
à  Tancienne  déflnition,  qui  considère  la  multiplication  comme 
une  addition  abrégée  ;  définition  que  rélève  comprend  de 
suite.* 

Après  avoir  donné  très-nettement  le  procédé  de  la  multi*- 
plication ,  Tauteur  établit  pariaitement  ces  deux  théorèmes  : 
!<"  le  produit  de  plusieurs  nombres  ne  change  pas,  dans 
quelque  ordre  qu*on  multiplie  les  facteurs  ;  2°  pour  multi- 
plier un  nombre  par  le  produit  de  plusieurs  facteurs  ;  il  suflit 
de  le  multiplier  successivement  par  chacun  des  facteurs  de  ce 
produit;  ces  deux  théorèmes  doivent  se  résumer  en  un  seul, 
De  combien  de  manières  peut-on  efllectuer  ce  produit?  La  belle 
solution  que  M.  Rodrigues  (Olinde)  a  donnée  de  ce  problème , 
est  assez  simple  pour  entrer  désormais  dans  les  éléments  (1) , 
nous  la  donnerons  prochainement  avec  le  complément  de 
M.  Catalan.  Nous  pensons  d'ailleurs  que  ces  théorèmes  doivent 
précéder  la  règle ,  où  Ton  ne  devrait  pas  omettre  Tobser- 
vation  essentielle ,  que  chaque  produit  partiel  surpasse  la 
somme  de  tous  les  produits  partiels  précédents. 

Les  quatre  règles  sont  suivies  do  25  applications,  dans  \o 
genre  de  celles  qu'on  trouve  dans  l'ouvrage  si  répandu .  d  une 
utilité  si  pratique,  de  M.  Saigey  (2). 

Dans  la  division  il  est  question  de  nombres  simples  ou  d'un 


Cl)  Journal  d§  JUalkématiquei. 

(3)  Problème$  d'arithmétique  e(  exercices  de  calcul,  3'  edil.,  1835,  in-ld  — 
SoluHoM  raifonnéet,  par  M.  Sonnet,  in-i8. 
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chifTre,  et  de  nombres  composéi  de  plusieurs  chiffres.  Ne 
serait-il  pas  plus  exact  de  dire  nombres  monâmes  et  nombres 
polynômes. 

La  divisibilité  des  nombres,  les  théorèmes  sur  les  nombres 
premiers,  la  recherche  des  diviseurs  communs,  précèdent  les 
fractions  (33  à  56). 

Cet  ordre  est-il  bien  adapté  à  Tétat  actuel  ée  la  science 
telle  que  nous  le  devons  aux  découvertes  dp  Gauss  ?  Il  serait 
plus  instructif  et  en  même  temps  plus  facile ,  de  débuter  par 
la  théorie  des  restes,  autrement  dit  des  congrnences.  En 
considérant  les  restes  qu^on  obtient  en  divisant  une  progres- 
sion géométrique ,  commençant  à  Funité ,  par  un  nombre  pre- 
mier avec  la  raison ,  on  démontre  facilement  le  théorème  de 
Fermât,  et  tout  ce  qui  est  relatif  à  la  divisibilité  des  noml>res, 
aux  fractions  périodiques  simples  et  mixtes;  théorèmes  st 
compliqués,  si  difficiles,  si  rétrécis  dans  nos  traités  élémen- 
taircs,  parce  que  le  point  de  départ  est  mal  choisi;  les  pe- 
tites théories  éparses  font  que  les  élèves  apprennent  et  retien- 
nent  difficilement,  savent  moins,  et  moins  bien. 

A  la  suite  des  fractions  ordinaires  et  décimales,  on  trouve 
36  applications,  empruntées  la  plupart  à  Tarithmétique 
commerciale  et  industrielle  (56  à  102).  L*exemple  XXXI 
explique  très-clairement  comment  les  banquiers  dressent  les 
comptes  courants. 

Les  systèmes  métriques  nouveau  et  ancien  devraient  naturel^ 
lement  suivre  la  théorie  des  fractions  décimales  et  ordinaires  ; 
toutefois,  on  ne  les  trouve  ici  qu*à  la  page  165  ;  Tauteur  a  cru 
plus  convenable  d'exposer  d'abord  la  théorie  des  racines  quar- 
rées  et  cubiques,  des  proportions ,  progressions  et  logarithmes 
(102  à  165.  )  Pourquoi  cette  interversion  ?  pourquoi  toij^ours 
donner  les  logarithmes  parla  méthode  euristique,  dinven- 
tion ,  par  celle  des  progressions  correspondantes ,  que  la 
foule  des  élèves  est  incapable  de  saisir  et  dont  les  professeurs 
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ne  se  servent  Jamais?  L*explication  exponentielle  d^Euler  (1) 
est  si  simple,  pourquoi  ne  pas  l*adopter?  Est-ce  pour  le 
plaisir  d'allonger  et  de  grossir  le  volume  ?  On  peut  y  sup- 
pléer. Désormais  les  éléments  du  calcul  Littéral,  cette 
arithmétique  universelle,  doit  faire  partie  de  Tarithmétique 
et  suivre  immédiatement  les  applications  des  fractions.  Alors 
les  questions  les  plus  ardues  sur  les  proportions,  progressions, 
logarithmes,  intérêts  composés,  etc. ,  se  réduisent  à  peu  de 
chose.  Quand  on  a  des  chemins  de  fer,  à  quoi  bon  prendre  de 
vieilles  voitures  qui  vous  cahotent  lourdement  sur  des 
chemins  raboteux  ?  Quelques  personnes  pensent  que  les  dé- 
monstrations dites  arithmétiques  sont  bonnes  pour  exercer 
Tesprit  des  élèves.  Certes ,  une  gymnastique  intellectuelle  est 
très-utile;  mais  il  faut  la  prendre  où  elle  est,  dans  la  théorie 
des  nombres,  dans  les  travaux  des  Bachet,  des  Fermât,  des 
Euler,  des  Lagrange,  des  Gauss,  desLegendre.  Par  exemple, 
les  élèves  ne  feraient-ils  pas  une  aussi  forte  dépense  d'esprit 
et  d'attention  en  cherchant  à  comprendre  le  théorème  que  la 
somme  de  deux  cubes  ne  peut  jamais  être  un  cube,  qu'à  se 
mettre 'dans  la  mémoire  des  explications  qui  n'y  restent  pas, 
comme  quoi  le  produit  des  extrêmes  est  égal  au  produit 
des  moyens  ;  ou  pour  passer  d'un  système  de  logarithmes  h  un 
autre  ;  passage  que  certains  omettent  et  que  d'autres  expli- 
quent si  obscurément ,  qu'on  vient  de  consacrer  à  cet  objet 
tout  un  volume.  H.  Cirodde,  modèle  de  concision ,  développe 
cette  théorie  en  dix-neuf  pages  (p.  1<^7-165). 

L'ouvrage  est  terminé  par  un  appendice  fort  instructif 
(  193-315  ) ,  il  contient  :  1*  les  différents  systèmes  de  numé- 
ration ;  S»  un  moyen  indiqué  par  M.  Cauchy,  d'écrire  tous  les 
nombres  du  système  décimal  au  moyen  des  5  premiers  chif- 


(0  ElémeKti  d'Algèbre,  par  Léonard  Euler,  traduite  de  l'allemand.  Ljon, 
an  m.  Le  second  volume,  en  entier, renferme  Tanalyse  indéterminée,  à  laquelle 
•09  élémente  vulgaires  ne  consacrent  que  «pielques  pages. 
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fres  et  du  zéro.  Les  autres  chilTres  sont  remplacés  par  leur 
complément  à  10,  et  distingués  par  un  traiquf  les  surmon  te. 
(Comptes  rendus  à  TÂcadémie  des  sciences,  2*  semest.  i8M, 
pag.  791.)  Cette  convention  ingénieuse  abrège  certaines 
opérations  arithmétiques ,  mais  ne  sera  jamais  adoptée  -, 
3o  évaluation  des  erreurs  qui  peuvent  affecter  les  produits, 
quotients  et  racines  [quarr^es)  des  nombres  qui  ne  sont 
qu'approchés.  C'est  M.  Vincent ,  professeur,  qui  le  premier, 
à  ce  que  je  crois ,  a  introduit  dans  les  éléments  cette  évaluation 
si  importante  pour  le  calcul  direct  et  par  logarithmes.  Nos 
tables  donnent  les  logarithmes  approchés  à  une  \  décimale 
près  de  Tordre  du  dernier  chiffre.  Elles  devraient  indiquer 
si  cette  approximation  est  en  dessus  ou  en  dessous  de  la  vraie 
valeur  ;  cette  indication  pourrait  s*obtenir  à  laide  d'un  point 
placé  sur  le  premier  chiflïre  à  droite  ;  W"  méthode  de  la  diyision 
ordonnée  ;  elle  est  donnée  par  Fourrier  dans  son  Analyse 
des  Équations  (  p.  188  ].  On  en  trouve  ici  la  première  men- 
tion et  la  démonstration.  L'esprit  de  la  méthode  consiste  à 
traiter  les  nombres  comme  des  polynômes  ordonnés  suivant 
les  puissances  de  10,  les  coefficients  devant  être  plus  petits 
que  10;  et  ainsi  que  dans  le  procédé  d'Oughtred,  on  ne  con- 
serve dans  les  produits  partiels  que  les  nombres  qui  peuvent 
influer  sur  le  résultat.  On  doit  faire  usage  de  cette  méthode 
toutes  les  fois  que  le  diviseur  contenant  un  grand  nombre  de 
chiffres,  il  s'agit  de  déterminer  quelques-uns  des  premiers 
chiffres  du  quotient;  S"*  simplification  du  calcul  de  la  racine 
quarrée;  6"^  démonstration  très-simple  que  les  puissances  po- 
sitives d'un  nombre  plus  grand  que  l'unité,  ont  pour  limite 
l'infini  ;  et  les  puissances  négatives,  ont  pour  limite,  zéro. 

Tm. 


Jt.  ■> 
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THÉORÈMES  A  DÉMONTRER.  —  PROBLÈMES. 


1  Démontrer  que  si  dans  un  triangle  rectiligne,  deux  bi- 
sectrices  angulaires  intérieures  sont  d^égale  longueur,  le 
triangle  est  isocèle. 

2  Soit  ABC  un  triangle  équilatéral  inscrit  dans  un  cercle 
dont  le  centre  est  D;  d'un  point  0  de  la  circonférence, -on 
abaisse  sur  les  côtés  AB,  AC ,  BC ,  des  perpendiculaires  OM , 
ON,  OP,  qui  rencontrent  ces  côtés  en  des  points  M,  N,  P  : 
démontrer  que  les  points  M ,  N ,  P,  sont  sur  une  droite  qui 
passe  par  le  milieu  du  rayon  OD,  et  que  ce  milieu  est  le  centre 
des  moyennes  distances  des  pieds  des  trois  perpendiculaires , 
M,  N,  P.  (Communiqué  par  M.  ^teiner.) 

3.  Si  d'un  point  A  d'une  ellipse,  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires AM,  AN,  sur  les  diamètres  conjugués  égaux,  la 
diagonale  AP  du  parallélogramme  construit  sur  AM  et  AN , 
comme  côtés,  est  normale  à rellipsc*en  A.  (Communiqué  par 
M.  Steuter.  ) 

k.  Soit  ABC  un  triangle  inscrit  dans  une  section  conique , 
d*un  point  0  de  cette  courbe,  on  mène  les  droites  OM, 
ON,  OP,  respectivement  conjuguées  aux  côtés  AB,  BC,  CA  (1), 
et  rencontrant  ces  côtés  aux  points  M ,  N ,  P  :  démontrer  que 
les  trois  points  M,  N,  P,  sont  sur  une  même  droite. 

5.  Etant  donnée  une  équation  algébrique ,  d  un  degré  quel- 
conque ,  à  coellicients  réels  ;  chaque  racine  peut  être  consi 


(i)  Dcui  droites  sont  dites  conjuguées  lorsqu'elles  sont  parallélts  à  deux 
diamètres  conjagués. 
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dérée  comme  la  tangente  d'un  arc  réel  ou  imaginaire ,  Tunité 
étant  prise  pour  rayon.  On  propose  :  l""  do  démontrer  que 
la  somme  de  ces  arcs  est  réelle  ;  2°  de  trouver  cette  somme  à 
Taide  des  tables. 

6.  Lorsque  le  coefficient  du  premier  terme  d'une  équation 
est  Tunité ,  et  le  coefficient  du  second  terme  un  nombre  négatif 
quelconque  »  on  sait  que  pour  obtenir  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  l'équation ,  il  suffit  d'ajouter  Tunité 
à  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  des  coefficients  négatib 
de  cette  équation  ;  c'est  la  règle,  indiquée  par  Mœlaurin. 
Mais  y  dans  un  grand  nombre  de  cas,  on  aura,  en  fonction 
des  coefficients,  Texpression  d'une  limite  supérieure  plus 
approchée ,  au  moyen  de  la  règle  suivante ,  énoncée  par 
Lagrange  : 

Soient — Aj:*^,  — Bj:*'^^,  — Cj:"*"*,  etc.,  les  termes  négatifs 
de  l'équation  proposée^  dpnt  le  degré  est  m .-  on  aura  une  li- 
mite supérieure  des  racines  positives  en  additionnant  les  deux 
plus  grandes  des  quantités 

l^À",  P'b",  IÎ^ÏÏ,  etc. 

C'est  ce  que  Ton  propose  de  démontrer. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'éqoation  proposée  soit 
x' — j:*+j: — 1000=0.  La  règle  de  Maclaurin  donne  pour 
limite  supérieure  1001;  et  celle  de  Lagrange  donne  11. 
Ce  dernier  nombre  est  la  plus  petite  limite  supérieure ,  en- 
tière. 

7.  On  donne  les  projections  d'une  droite  AB,  et  celles  de 
deux  points  C,  D,  non  situés  dans  un  ml^me  plan^  avec  la 
droite  :  construire  les  projections  d'un  point  situé  sur  la  droite 
AB,  et  tel  que  la  somme  de  ses  dislances  aux  deux  points 
donnés  C ,  D ,  soit  un  minimum. 
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8.  Exprimer  l*aire  d'un  triangle  rectiiigue ,  en  fonction  des 
trois  lignes  menées  des  sommets  aux  milieux  des  côtés  op- 
posés. 

9.  Inscrire  dans  une  ellipse  donnée  une  corde  telle  que 
la  somme  de  sa  longueur  et  de  la  distance  de  son  milieu 
au  centre  de  Fellipse,  soit  un  maximum.  Application  au 
cercle. 

10.  La  base  AB  d*un  triangle  rectiligne  ABC ,  est  donnée 
de  grandeur  et  de  position  ;  la  somme  des  deux  autres  cAt^s 
AC,  BC,  du  triangle  est  égale  à  une  droite  donnée;  on  sup- 
pose que  ce  triangle  tourne  autour  d'un  axe  rectiligne  tracé 
tOT  son  plan  ;  déterminer  le  sommet  C  an  triangle  de  manière 
que  la  somme  des  surfaces  décrites  par  les  deux  côtés  AC, 
BCy  adjacents  à  la  base,  soit  un  maximum^  ou  bien  un 
minimum»  ^ 

11.  Inscrire  dans  june  ellipse  un  triangle  semblable  à  un 
triangle  donné  ;  cas  particulier  où  lé  triangle  donné  est  équi- 
latéral. 

i%.  Déterminer  l'équation  d'une  b'gne  telle,  qu'en  lui  me- 
nant une  tangente  en  un  point  quelconque ,  la  partie  de  cette 
tangente  comprise  dans  l'intérieur  d'un  angle  donné,  soit 
constamment  égale  à  une  droite  donnée. 

Discuter  l'équation  de  cette  ligne  lorsque  l'angle  donné  est 
droit. 


—  GO  — 
ANNONCES   D'Ol  VRA(;ES. 


Elkmkntsdk  Géométrie,  par  Eugène  Lionnot,  agrégé  de 
l*Université ,  professeur  de  mathématiques  au  collège  royal 
Louis-Ie-Grand. 

Première  livraison.  Paris,  18il.  In-4*.  lithographie  de 
56  pages. 

Complément  de  Géométrie  analytique,  par  C.-E.  Page, 
professeur  à  l'École  royale  d'artillerie  de  La  Fère. 

Nous  rendrons  compte  de  ces  deux  ouvrages  dans  un  pro* 
Chain  Numéro. 

Traité  de  Géodésie,  par  L.  Puissant,  3*  édition ,  tome  1. 
Bachelier,  prix  :  20  fr. 

Atlas  des  Phénomènes  célestes,  donnant  le  tracé  des 
mouvements  apparents  des  planètes,  par  C.  H.  Dien, 
2'  année,  18i2.  Bachelier,  prix  :  5  fr. 

Caucuy.  Mémoire  sur  la  polarisation  rectiligne  et  la  double 
réfraction  (pas  en  vente). 

Passot  (F).  Démonstration  dun  nouveau  théorème  de  mé- 
canique céleste.  Br.  in-t^"  de  k  pages. 

L'auteur  nie  que  dans  l'analyse  des  trajectoires  décrites 
par  les  corps  célestes,  on  puisse  prendre  le  temps  pour  va- 
riable  indépendante.  C'est   dans  cette  négation  que  con- 

siste  ce  théorème  fondé  sur  l'erreur  que  —r-  et  d^  ne  sont 

do 

pas  des  quantités  comparables  ;  il  est  manifeste  que  ce  sont 
des  inflniments  petits  du  m(^me  ordre. 
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MÉMOIRE 


MI^R   LES 


COURBES  DU  SECOND  ORDRE  A  BRANCHES  INFINIES. 

VAa    O.    K.    VAOSv 

Professeur  à  l'École  royale  d'artillerie  de  La  F^re. 

SEœNDE  ET  DERNIÈRE  PARTIE  ('). 


i>B  l'hyperbole. 


16.  Dans  l'équation  A  (page  22),  posons  b"=^b  et  a!'=à; 
ce  qui  revient  à  supposer  que  les  deux  points  P  et  P' sont 
sar  une  mArnc  droite  parallèle  à  Taxe  des  x ,  et  les  deux 
points  P"  et  V  sur  une  même  droite  parallùlc  à  l*aie  des  y  ; 
cette  équation  se  réduit  à 

{ab'—a:b)xy+m'{b'-U)y-\'bl/{a!—a)xz=zO. 

C'est  l'équation  d'une  hyperbole  rapportée  à  deux  axes 
parallèles  à  ses  asymptotes.  On  en  conclut  ce  théorème  : 

SoU  un  triangle  varUMe  ABC  (fig  17]  dont  les  iroi» 
notés  sont  assujettis  à  Ummer  autour  de  trois  points  fixes 
V,V  etV  ;  si  le  somrnei  A  est  assujetti  â  glisser  sur  une  droite 
fixe  OX,  parallèle  â  la  droite  qui  joint  lepointV  au  poini  V, 
autour  duquel  tourne  le  côté  opposé  BC  ;  si  le  sommet  B  est 
assujetti  à  glisser  sur  une  droite  fixe  OY,  parallèle  à  la  droite 
qui  joint  le  point  V  au  point  V ,  autour  duquel  tourne  le 
eôté  opposé  CA  :  le  troisième  sommet  C  décrira  UfM  hyperbole 


(')  Pour  la  ir«  pariie  de  ce  Mémoire ,  voyei  la  page  3o. 

Axx.  ne  BliTUhM    1.  «> 


dont  les  asymptotes  seront  parallèles  aux  deux  droites  fixes 
OX  et  OY. 

17.  En  joignant  les  quatre  points 0,  P,  F,  C ,  on  forme 
un  quadrilatère  OPP'C  (fig.  18)  inscrit  à  la  courbe;  les 
deux  côtés  opposés  P'C  et  PO,  rencontrent  en  F,  eten£, 
les  droiU^  PK  et  PII,  menées  par  les  points  P  et  P', 
parallèlement  aux  asymptote^.  Et ,  à  cause  des  parallèles , 


on  a  : 

PF     QA 

PG~QO' 

QA      PP 

PP"     PE 
PK~PO' 

d'où, 

PF      PE 
PG""PO' 

Ce  qui  fait  voir  que  la  ligne  EF ,  qui  Joint  les  points  d*in- 
tersection  des  c6tés  PC  et  PO,  avec  les  parallèles  aux  asymp- 
totes menées  par  les  points  P  et  P'^  est  parallèle  aa  qua- 
trième cAté  OC  ;  on  conclut  de  là  ce  théorème  : 

Un  quadrilatère  étant  inscrit  à  une  hyperbole ,  si ,  par  deux 
sommets  adjacents  à  un  même  côté ,  on  mène  deux  droites  paral- 
lèles aux  asymptotes,  et  qu*on  les  prolonge  jusqu'à  la  ren- 
contre des  côtés  qui  passent  par  les  mêmes  sommets,  la  ligne 
qui  joindra  ces  points  d'intersection,  tera  parallêU  au  qua- 
trième côté. 

Ainsi ,  le  quadrilatère  OPP'C ,  ^fig.  19),  étant  inscrit  à  une 
hyperbole,  si,  par  les  deux  sommets  P  et  P',  on  mène, 
parallèlement  aux  asymptotes,  des  droites  qui  aillent  rencon- 
trer les  c6tés  PC  et  PO .  aux  points  F  et  E ,  la  ligne  EF  sera 
parallèle  au  quatrième  côté  CO. 

18.  Les  deux  sommets ,  C  et  0  ,  peuvent  se  réunir  en  un 
seul  C  {fig.  20) ,  dans  ce  cas  le  côté  CO  devient  une  tangente 
à  la  courbe  ;  on  a  donc  ce  théorème  : 

Un  iriangle  étant  inscrit  à  une  hyperbole ,  si  par  deux  som  - 
mets  on  mène  deux  droites  par  a  Nèles  aux  asymptotes  jusqu'à 
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la  rencontre  des  côté»  opposés  y  la  ligne  qui  joindra  cet  deux 
points  dHntersection ,  seraparaliéle  d  la  tangente  menée  par  k 
troisième  sommet. 

Ce  théorème  donne  un  moyen  Tacile  de  résoudre  le  pro- 
blème suivant  : 

Construire  la  tangente  en  un  point  d^une  hyperbole ,  qucmd 
on  connaît  deux  a^Ures  points  de  la  courhe ,  et  les  directions 
des  asgmptotes. 

19.  Lorsque  le  cAlé  AB  du  triangle  variable  ABC  (/i^.  17), 
vient  rencontrer  la  droite  fixe  OX ,  au  m6me  point  que  la  droite 
PP  prolongée  (  fig.  21  ) ,  le  point  C  se  confond  avec  le  point 
P,  et  par  conséquent,  la  droite  BP  se  confond  avec  la  tan- 
gente à  la  courbe  en  ce  point. 

Par  les  deux  points  P'  et  0 ,  menons  une  transversale  qui 

rencontre  la  ligne  PP"  au  point  D.  La  droite  XpA  Joindra  le 

point  B  au  point  D  sera  parallèle  à  la  droite  PP'.  En  effet ,  la 

droite  BD  prolongée  rencontre  PP"  en  F;  les  parallèles 

donnent  : 

FF      MO     y  A 

■ft"^mb~f'b' 

-donc  BF  est  parallèle  à  P'A. 

La  transversale  P'O  rencontre  la  tangente  BP  au  point  K  , 
et ,  à  cause  de  BD  parallèle  à  PP' ,  on  a  : 

KP'_KP 
KD^KB 

Par  le  point  P,  menons  parallèlement  à  Taxe  OY  une  droite 
qui  rencontre  la  transversale  FO  en  E ,  nous  aurons  : 

0=KÔ-    '*''"    KD^KÔ    *»"    KP.KO=KE.KD. 

Les  deux  points  F  et  0  sont  les  intersections  de  la  trans- 
versale avec  la  courbe ,  et  les  deux  points  E  et  D ,  sont  les 
intersections  de  cette  m^me  'transversale  avec  les  droites 
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menées  parallèlement  aux  asymptotes  par  le  point  de  cou- 
tact  P  ;  ou  a  donc  ce  théorème  : 

Si  j  par  le  point  de  contact  d'une  tangente  à  l'hyperbole,  on 
mènedeux  droites  parallèles  aux  asymptotes,  etque,  d'unpoini 
quelconque  pris  sur  cette  tangente ,  an  mène  une  transversale 
qui  coupe  la  courbe  en  deux  points ,  et  les  deux  parallèles  aux 
asymptotes  également  en  deux  points  :  le  produit  des  segmentg 
interceptés  sur  cette  transversale  entre  la  tangente  et  les  deux 
points  dUniersection  avec  la  courbe ,  sera  égal  au  produit  de$ 
segments  interceptés  sur  cette  fnéme  transversale ,  entre  la  tan- 
gente et  les  deux  points  ^intersection  avec  les  parallèles  atur 
asiymptotes. 

Ainsi ,  par  exem^ile  ,  si ,  par  le  point  de  contact  A  de  la 
tangente  CO  {fig.  22),  on  mène  deux  droites  parallèles  aux 
asymptotes,  et  que,  d*un  point  0  pris  sur  la  tangente ,  on 
mène  une  transversale  qui  rencontre  ces  deux  parallèles ,  en 
M  et  N ,  et  la  courbe  en  P  et  Q  ;  on  aura  : 

OM.ON=OP.OQ. 

20.  Par  les  deux  points  P  et  Q ,  menons  deux  drdtcs  respec- 
tivement parallèles  aux  deux  asymptotes,  et  qui  rencontrent 
la  tangente  en  B  et  C ,  on  aura  : 

OBOP  OÇ_OQ 

OA""OM  OA""ON' 

multipliant  membre  à  membre,  il  viendra  : 

OB.OC_OP.OQ  oA>-nRnr 

"ÔÂ^=0M:QN     ^^^    OA-OB.OC; 

d*où  Ton  conclut  ce  théorème  : 

Si  par  unpoint  pris  dans  le  plan  d'une  hyperbole ,  on  mène 
une  tangente,  et  une  transversale  <p»i  rencontre  la  cowbe  en 
deux  points ,  et  que  par  ces  deux  points  on  mène  deux  droites 
rêspeetif)ement  parallèles  aux  asymptotes^  le  segment  compris 
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efUre  le  pomi  downé  M  hpaini  de  contact^  $era  moyen pro- 
porHannel  mire  les  deux  tegments  compris  entre  k point  donné, 
et  les  deux  points  d'intersection  de  ta  tangente  mec  les  deuep 
parallêlei  aux  asymptotes. 

Il  est  facile  de  yoir  que  la  démonstration  resterait  la  môme 
en  mèDant  par  le  point  P  une  parallèle  à  AN ,  et  par  la  point 
Q ,  une  parallèle  à  ÂM. 
"Jt  31.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  variable  ABC  étant  assu  - 
jettis  à  tourner  autour  des  trois  points  fixes  P,  P,  P",  (fig.  17), 
^  et  les  deux  sommets  A  et  B  étant  assujettis  à  glisser  sur  lès 
deux  droites  fixes  OX  et  OY  respectivement  parallèles  aux 
droites  PF'  et  FF;  si  la  droite  moMte  AB  rencontre  Taxe  OX 
au  même  point  que  la  droite  fixe  PF,  la  droite  qui  Joint  le 
point  B  au  point  P  est  une  tangente  à  la  courbe  en  ce  point 
(n*  19);  j|e.  même,  si  la  droite  mobile  AB  dans  une  seconde- 
position  A'B'  (fig-^  ),  rencontre  Taxe  OT  au  mlnie  point  que 
la  droite  fixe  PF,  la  droite  menée  du  point  A'  au  point  F 
sera  tangente  à  la  courbe  au  point  F  ;  et  il  est  facile  de  voir 
qu'on  aura 

OA_ON  OAOA^ 

FF' ""FP'  FP~FF' 


et    T^=^^^;    d'où    OA''=ON.OA'. 


Ondémontreraitdela  même  manière  qu'on  a  OB''=:OM.OB; 
on  conclut  de  là  ce  théorème  : 

Étant  données  deux  tangentes  à  l'hyperbole  et  leur  corde  de 
contact  y  $i  par  un  point  quelconque  de  la  courbe ,  on  mène 
une  transversale  parallèle  à  Vune  des  asymptotes ,  le  segment 
compris  sur  cette  transversale ,  entre  la  courbe  et  la  corde  de 
contact  j  sera  moyen  proportionner  entre  les  deux  segments 
compris  sur  cette  même  transversale  entre  la  courbe  et  les  deux 
tangentes. 

SSL  II  peut  arriver  que  les  deux  points  P  et  F  {fig.  17), 
autour  desquels  tournent  les  cAtés  BC  et  AC  du  triangle  ABC, 
soient  situés  à  l'infini  ;  dans  ce  cas  les  deux  côtés  BC  et  AC 
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doivent  se  mouvoir  en  reataot  coosiamment  pinUèles  aux 
deux  droites  flxes  OX  el  OY  ;  on  a  donc  un  triangle  tariable 
ABC  (/î^.  9t  ) ,  dans  lequeldeui  sommets  A  et  B  gUssent  sur 
les  deux  droite  fixes  OX  et  OY  ;  le  côté  AB  tourne  autour  du 
point  flxe  F'  ;  enfin,  les  deux  côtés  BC  et  AC,  se  meuvent 
en  restant  parallèles  aux  deux  droites  flxes  OX  et  OY:  Il  est 
facdè  de  voir  que  la  courbe  engendrée  par  le  troisième  som- 
met C  est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  jusieinen^'  ^ 
les  deux  droite»  menées  par  le  point  P\  parallèlement  aux  "^  ' 
deux  droites  fixes  OXet  OY. 


En  effet ,  on  a 

CH      CE      BP"      DP' 


doù    CH.P"H=DPMX). 


DO'"OE~"F'A~P"H' 

On  a  encore  OE=AF'  et  AP  =CF,  donc  OE=CF  ; 

On  conclvt^de  là  ces  deux  théorèmes  :  ^^ 

Si  dans  le  plan  (Tune  hyperbole,  on  mène  une  transversale 
qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points,  et  les  asymptotes 
également  en  deux  points;  les  deux  segments  interceptés  sur 
cette  trantversale ,  entre  la  courbe  et  les  asymptotes  y  seront 
toujours  égaux. 

En  supposant  que  les  deux  points  d*intersection  ayec  la 
courbe  se  réunissent  en  un  seul ,  la  transversale  devient  une 
tangente  9  d'où  Ton  conclut  que  :  la  portion  d'une  tangente  d 
Vhyperbole  interceptée  entre  les  deux  asymptotes ,  est  toujours 
divisée  en  deux  parties  égales  au  point  de  contact, 

•23.  Considérons  l'hexagone  circonscrit  (fig.  2).  Si  les  deux 
points  P  et  P',  autour  desquels  tournent  les  droites  FA  et  PB, 
sont  situés  sur  les  axes  OX  et  OY,  la  droite  QQ',  sur  laquelle 
ces  droites  sont  assijjetties  à  se  couper,  devient  la  corde  de 
contact  des  deux  tangentes  OX  et  OY.  Si  Ton  suppose  que 
cette  corde  de  contact  passe  tout  entière  è  Tinfini ,  les  points 
de  contact  des  tangentes  OX  et  OY  s'éloignent  à  Tinfini  ;  par 
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coméqiMBt ,  ces  droites  sont  les  asymptotes  d'une  hyperbole  ù 
laquelle  la  droite  AB  doit  rester  constamment  tangente. 

Mais  quand  la  droite  sur  laquelle  les  deux  droites  mobiles 
sont  assujetties  à  se  couper»  passe  tout  entière  à  Tinfini,  ces 
deux  droites  doivent  rester  constamment  parallèles  entre  elles; 
onToit  donc  qœ  si  deux  droites  PB  et  P'A  (fig.  25) ,  tournant 
autour  de  deux  points  fixes  »  F  et  F,  respectivement  placés  sur 
Jip  axes  OX  et  OY,  sont  assujetties  à  rester  parallètes  entre 
'eHes  ;  la  droite  AB ,  qui  joîndca  les  points  d*intev9ection  de  ces 
droites^avec  les  axes,  restera  constamment  tangente  k  une 
liyperbole  dont  les  deux  droites  OX  et  OY  sont  les  d^ymp- 
tote^. 

Il  est  focile  de  voir  que  la  droite  mobile  BA  doit  venir  oc- 
cuper la  position  de  la  droite  PF  ;  par  conséquent,  cette  der- 
nière droite  est  une  des  tangentes  de  Thyperbole. 

Les  deux  points  £  et  F ,  milieux  de  PF  et  de  BA ,  sont  les 
pdnts  de  contact  de  ces  deux  tangeatea;  la  corde  de  contact 

■ 

SF  est  évidemment  parallèle  aux  droites  AV  et  BP,  et  vient 
rencontrer  les  asymptotes  aux  points  C  et  D,  milieux  des  seg- 
ments AP  etBP'.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Dans  V hyperbole,  la  corde  de  contact  de  deux  tangenteê  di- 
vise en  deux  pardea égalée  laporlion  d* asymptote  campriseentre 
cee  dsux  tangentes. 

SU^.  Par  un  point  quelconque ,  M ,  pris  sur  Tune  des  tan- 
gentes, menons  une  droite  parallèle  à  la  corde  de  contacti  qui 
rencontre  Tautre  tangente  en  N  ;  et  deux  droitesparallèles  aux 
asymptotes  qui  rencontrent  l'autre  tangente  en  G  et  H  ;  il  est 
focile  de  voir  qu'on  aura  : 

KG_KM_KN  KH_KM_WJ 

KA~KP~KB  KB^KP—RA' 

d'où  KG.KH:«:>KI<i'. 

Oo  en  conelut  ce  théorème  : 
ÉtmU  âaimi»  dmjt  ttmgetUes  à  Fla/perbolr ,  «  «fun  pnini 
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guekmiqm  pH$  wm  Tune  de  c«s  tangerUes,  on  mêm  4ma^ 
droites  parallèle$  aux  asf/fnptotes  et  une  droite  parallêU  à  la 
corde  de  contact  qui  (Ulleni  couper  la  seconde  tangenteen  froiê 
pointSj  le  segmenicompris  entre  le  point  d'intersection  des  dm^ 
tangentes  et  la  pareUlêle  à  la  corde  de  contact,  seia  moyen 
}froportionnel  entre  les  deux  segments  compris m^^  ^'^^b^ 
:  point  et  les  deux  parallèles  aux  asymptotes.        >^  -  •• 

35.  Soit  ex  ifig.^)  une  asymptote  de  l'hyperbole  ;  pw 
deox  points  fi^es ,  P  et  F ,  pris  war  la  courbe ,  menons  dfliix 
tangentes  qui  viennent  rencontrer  Fasymptote  en  deux  poialg 
fixes  B  et  A  ;  par  un  troisième  point  variable ,  Q,  pris  sittJâ 
courbe,  menons  une  tangente  qui  rencontre  TasymptoleUX 
en  un  point  variable  C  :  la  différence  des  distances  do  point 
variable  G  aux  deux  points  fixes  Â  et  B  sera  constante  et  égale 
àAB. 

Joignons  les  deux  Jijxints  fixes  P  et  P  avec  le  point  variable Q, 
les  deux  cordes  de.isigpi^ct  FQ  et  PQ  passeront  par  les  ^deUx 
points  E  et  F ,  mffieux  de  CA  et  de  CB  (n"»  23) ,  ^t  la  diffé- 
rence des  distances  du  point  C  aux  deux  points  È  et  F  sera 
égale  à  £F  moitié  de  AB  ;  on  tire  de  là  ce  théorème  : 

Si  par  deux  points  fixes  pris  sur  le  périmètre  d'une  hyper  ^ 
bote ,  on  fait  passer  deux  droites  mobiles  assujetties  d  se  couper 
constamment  sur  la  amiihe ,  la  portion  d'asymptote  comprise 
entre  ces  deux  droites  mobiles  sera  d'une  longueur  constante  ei 
égale  d  la  moitié  de  la  portion  d'asymptote  comprise  entre  les 
tangentes  menées  par  les  deux  points  fixes, 

PROBLÈMES    SUR  L*HYP£RBOLE. 

26.  l«r  Problèbie.  Construire  une  hyperbole  connaissant 
trois  points  de  la  courbe^  et  les  directions  des  asymptotes. 

Soient  0,  P,  F  (fig.  17)  les  trois  points  donnés;  par  Fun 
de  ces  points,  0,  par  exemple,  menons  deux  droites  OX 
et  OY  parallèles  aux  asymptotes  ;  par  le  point  P  menons  une 
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droite  parallèle  à  OX ,  et  par  le  point  F  une  droite  parallèle 
à  OY ,  ces  deux  droites  se  coupent  en  on  point  P". 

Supposons  qu'une  droite  tourne  autour  du  point  F' ,  Joi- 
gnons les  points  Â  et  B  »  où  cette  droite  rencontre  les  axes 
OX  et  OY ,  avec  les  points  F  et  P  ;  le  point  C ,  intersection 
des  deux  droites  mobiles  AF  et  BP,  décrira  la  courbe  (no  16  ) . 

On  peut  construire  immédiatement  le  centre  et ,  par  suite, 
tous  les  éléments  dfta  courbe.  Pour  cela ,  on  construira  la 
tangente  en  chacun  des  trois  points  donnés  (n^"  18)  ;  la  droite 
menée  par  le  point  d'intersection  de  deux  tangentes  et  le  mi- 
lieu de  la  corde  de  contact ,  sera  un  diamètre  ;  Tintersectionde 
deux  diamètres  déterminera  le  centre. 

9î,  2™®  Problèmb.  Construire  une  hyperbole  connaissant 
trois  tangentes  et  les  directions  des  asymptotes. 

Soient  AB  et  PP'  (fig.  25) ,  deux  des  trois  tangentes  don- 
nées !  par  un  point ,  H ,  pris  sur  la  tangente  PF,  menons  deux 
droites  parallèles  aux  asymptotes ,  qui  rencontrent  la  tan- 
grate  AB  aux  points  G  et  H  ;  à  partir  du  point  K ,  intersection 
des  deux  tangentes,  portons  sur  la  tangente  AB  une  lon- 
gueur KN,  moyenne  proportionnelle  entre  KG  et  KH  :  la 
ligne  oiènée  du  point  M  au  point  N  sera  parallèle  à  la  corde 
de  contact  (n®  24)  ;  par  conséquent,  la  ligne  menée  par  le 
point  K  et  par  le  milieu  de  MN  sera  un  des  diamètres  de  la 
courbe. 

En  faisant  la  même  construction ,  par  rapport  à  la  tan- 
gente PF  et  à  la  troisième  tangente  donnée ,  on  aura  un  se- 
cond diamètre  et,  par  conséquent ,  le  centre. 

La  longueur  KN  peut  être  portée  de  part  et  d'autre  du 
point  K  y  ce  qui  donne  deux  diamètres  diflérents  passant  par 
le  pdnt  K.  Par  la  même  raison,  on  aura  deux  diamètres  dif- 
férents passant  par  l'intersection  de  la  tangente  PP' ,  avec  la 
troisième  tangente  donnée;  il  s'en  suit  que  le  problème  a 
quatre  solutions. 
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28.  d'"«  PftOBLÉMB.  Ckmskvire  une  k^perboU  camncntBtmi 
deux  points,  une  tanfente ,  et  les  directions  des  asympéotes. 

Soient  P  et  Q  {/ig.  22),  le» deux  points  donnés;  GO»  la 
tangente  :  le  problèoie  serait  résolu  si  Ton  connaissait  le  point 
de  contact. 

Joignons  les  deux  points  P  et  Q,  et  prolongeons  la  droite  VQ 
jusqu'à  la  rencontre  delà  tangente  au  point  Q.  Ptsr  (e  point  P, 
menons  une  parallèle  à  Fune  des  asymplAes,  et  par  le  point  Q; 
une  parallèle  à  Tautre.  Ces  deux  droites  front  rencontrer' la 
tang(*ntc  en  deux  points  B  et  C.  A  partir  du  point  0,  prenons, 
sur  Ta  tangente,  une  longueur  OA  moyenne  proportionnelle 
entre  OB  et  OC  :  le  point  A  sera  le  point  de  contact  chercfté 
(n*»20). 

La  longueur  OA  pourant  être  portée  de  part  et  d'auDre  dft 
point  O ,  le  problème  a  deux  solutions. 

L*un  des  deux  points  donnés  pourrait  être  situé  sur  fa 
tangente. 

Soit  OC  1  a  tangente  ;  A ,  son  point  de  contact  ;  Q ,  le  second 
point  donné. 

Par  le  point  A ,  menons  deux  droites  parallèles  aux  asymp- 
totes; par  le  point  Q  menons  une  droite  quelconque  qui  ren- 
contre  la  tangente  au  point  0,  et  les  deux  parallèles  aux 
asymptotes  en  M  et  N.  Sur  cette  droite,  prenons  un  point 
P  tel  que  1  on  ait  0P.0Q=0M.0]H  ;  le  point  P  sera  situé 
sur  la  courbe  (n°  19). 

Le  problème  n'aqu*un6  seule  solution. 

29.  4*  Problèbie.  Construire  une  hyperhok  »  connaiesant 
deux  tangentes ,  un  point,  et  les  directions  des  cusymptoteê. 

Soient  AB  et  CD  {fig.  27)  tes  deux  tangentes,  et  G  te 
point  donné  :  te  problème  serait  résolu  si  Ton  eonnaissut  les 
points  de  contact  des  tangentes. 

Parle  point  G  «menons  paraltelement  à  Tune  des  aefvip- 
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totes,  une  droite  qui  rencontre  les  tangente»  en  M  ci  N  ;  pre- 
nons le  point  F  tel  que  Ton  ait  : 

gf'=gm.gn. 

La  corde  de  contact  deyra  passer  par  le  point  F  (  n"  21  ). 

Par  le  point  G,  menons  parallèlement  à  Eb  seconde 
asymptote  une  droite  qui  rencontre  les  tangentes  en  P  et  Q  ; 
prenons  un  point  E  tel  que  Ton  ait  : 

GE^  =  GP.GQ. 

La  corde  de  contact  devra  passer  par  ce  second  point;  les 
points  de  contact  seront  donc  donnés  par  les  intersections  de 
la  droite  F£,  avec  les  tangentes. 

Les  segments ,  GE  et  GF ,  pouvant  6tre  portés  de  part  et 
d'autre  du  point  G,  il  s'en  suit  que  le  problème  a  quatre 
solutions. 

Le  point  donné  pourrait  Être  situé  sur  i*une  des  deux  tan- 
gentes données. 

Soient  AB,  CD  (fig.  29)  les  deux  tangentes ,  et  P  le  point 
de  contact  de  la  tangente  AB.  Par  le  point  P,  menons  paral- 
lèlement aux  asymptotes ,  deux  droites  qui  rencontrent  la 
tangente  CD ,  aux  points  C  et  E.  A  partir  du  point  G ,  inter- 
sedion  des  tangentes ,  portons  un  segment  GQ,  moyen  pro- 
portionnel entre  GE  et  GC.  La  corde  de  contact  devra  passer 
par  le  point  Q;  on  aura  donc  cette  corde  de  contact,  en 
joignant  le  point  P  au  point  Q. 

Par  le  point  G  menons,  parallèlement  aux  asymptotes^ 
deux  droites  qui  rencontrent  la  corde  de  contact  aux  points 
M  et  M.  Les  points  E  et  F,  milieux  des  segments  GM ,  et 
GN^  appartiendront  à  la  courbe, 

Le  segment  GQ  pouvant  être  porté  de  part  et  d*aotre  du 
point  G  ,  le  problème  a  deux  solutions. 
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30.  5*  Problème.  Construire  une  hyperbole  connaiaant 
une  asymptote  et  trois  points. 

Soient  A,  B,  C{fig,31)  les  trois  points  donnés ;]0X 
Tasymptote.  Joignons  le  point  A  au  point  B,  et  prolongeons 
AB  Jusqu'à  la  rencontre  de  Tasymptote  en  Q.  A  partir  du 
point  A  y  portons  sur  AB  une  longueur  AP,  égale  à  BQ,  Le 
point  P  étant  pris  entre  A  et  B ,  ou  sur  le  prolongement ,  sui- 
yant  que  le  point  Q  est  lui-mémé^i5itué  entre  A  et  B  ou  sur  le 
prolongement ,  ce  point  P  appartient  à  la  seconde  asymptote. 
On  déterminera  de  la  même  manière  sur  AC  un  second  point 
de  la  seconde  asymptote. 

31.  6"  Problème.  Construire  une  hyperbole  connaissant 
trois  tangentes  et  une  asymptote. 

Soient  OX  Tasymptote  (^.  28);  AC,  BC  et  DE,  les  trois 
tangentes. 

Les  trois  tangentes  et  Tasymptote  forment  un  quadrilatère 
complet  circonscrit  à  la  courbe  ;  ce  quadrilatère  complet  se 
décompose  en  trois  quadrilatères  simples  ;  or ,  on  sait  que 
dans  tout  quadrilatère  simple  circonscrit  à  une  courbe  du 
second  ordre,  la  corde  de  contact  des  deux  côtés  opposés 
passe  par  le  point  de  croisement  des  deul  diagonales,  (Voyez 
Complément  de  géométrie  analytique,  p.  241);  le  point  de 
contact  de  l'asymptote  OX  est  situé  à  l'infini ,  par  conséquent , 
la  ligne  qui  joint  ce  point  de  contact ,  avec  le  point  de  contact 
de  Tune  des  trois  autres  tangentes,  doit  être  parallèle  à  cette 
asymptote. 

Par  le  point  G ,  où  se  croisent  les  deux  diagonales  CD  et  AF 
du  quadrilatère  simple  ADFC,  faisons  passer  une  droite 
parallèle  à  OX ,  cette  droite  ira  rencontrer  le  côté  opposé  CF, 
en  un  point  H  qui  sera  le  point  de  contact  de  ce  côté. 

En  considérant  successivement  les  deux  autres  quadrila- 
tères simples ,  on  déterminerait  de  la  même  manière  les  points^ 
de  contact  des  deux  autres  tangentes. 
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32.  7*  PaOBLÂMB.  Conttruire  une  hyperbole,  comutinant 
ileux  points ,  une  tangente  et  une  am/mptote. 

Soient  A  et  B  (fig.  30)  les  deux  points  ;  CD ,  la  tangente  ;  et 
OXrasymptote  :  menons  la  ligne  AB,  et  prolongeons  la  Jus- 
qu^àce  qu*elle  rencontre  la  tangente  en  N,  et  Tasymptote 
en  H.  Construisons  les  deux  points  doubles  QetQ  qui  appar- 
tiennent au  système  d*invo]ution  déterminé  par  les  quatre 
points  A ,  By  M,  N  (Voyez  Complément  de  géométrie  analy- 
tique ^  217).  La  corde  de  contact  de  la  tangente  CD  et  de 
Tasymptote  OX ,  devra  passer  par  Tun  de  ces  deux  points.  Or, 
cette  corde  de  contact  doit  être  parallèle  à  Tasymptote;  par 
conséquent,  en  menant  par  le  point  Q,  une  parallèle  àOX, 
cette  parallèle  rencontrera  la  tangente  CD  en  un  point  E,  qui 
sera  le  point  de  contact  de  cette  tangente. 

Comme  on  peut  mener  cette  parallèle  par  le  point  Q,  ou 
par  le  point  Q[ ,  le  problème  a  deux  solutions. 

Dans  le  cas  où  Tun  des  deux  points  donnés  est  situé  sur  la 
tangente ,  le  problème  n'a  qu'une  seule  solution. 

33.  %*  Problèmbi  Conetrmre  une  hyperbole ,  connaissant 
âmix  tangentes .  un  point  et  une  asymptote. 

Soient  AB,  CD  {fig.  3S)  les  deux  tangentes;  OX  l'asymp- 
tote ;  et  G ,  le  point  donné. 

Par  le  point  G  menons,  parallèlement  à  Tasymptote,  une 
droite  qui  rencontre  les  deux  tangentes  en  P  et  Q  ;  prenons 
les  points  K  et  K' ,  tels  que  Ton  ait  : 

GK'==GK'*=GP.GQ. 

La  corde  de  contact  devra  passer  par  Tun  de  ces  deux 
(feints  (  n*  21  ) .  Elle  doit  aussi  passer  par  le  point  E ,  milieu  de 
CA  (n'*23);  par  ccÀnéquent,  si  Ton  mène  la  ligne  KE,  les 
points  M  et  N ,  où  elle  rencontrera  les  deux  tangentes ,  seront 
les  points  de  contact  de  ces  tangentes. 
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Comnw  on  peutjoiDdre  le  point  E,  avec  i*iuiou  l'autre  des 
deux  points  K  ou  K',  le  proUème  a  deux  solutions. 

Le  point 'donné  peut  être  situé  sur  l'une  des  deux  tan- 
gentes. Soient  AB,  CD  (fig.  33)  les  deux  tangentes;  OX 
l'asymptote  ;  M ,  le  point  de  contact  de  la  tangente  Afi.  En 
joignant  le  point  M  avec  le  point  £ ,  milieu  du  segment  CA 
intercepté  sur  Tasymptote,  entre  les  deux  tangentes ,  on  aura 
la  corde  de  contact ,  et  par  suite  le  point  de  contact  de  la  tan- 
gente CD. 


NOTE 

Sur  Vinterprétation  des  valeurs  fractionnaires  obtenum  pour  le 
nombre  des  termes  d^une  progression^  dans  laquelte  on  donne 
le  premier  terme ,  la  raison ,  et  le  nombre  des  termes. 

WAn,   M.   CBOQVZT. 


1 .  Considérons  d'abord  une  progression  par  différence  dans 
laquelle  on  donne  le  premier  terme  a ,  la  raison  r,  la  somme 
des  termes  s.  Pour  obtenir  le  nombre  ndes  termes,  on  aura 
l'équation  de  second  degré 


5=: 


(1) 


Supposons  qu'une  des  racines  de  cette  équation  soit  une 
fraction  positive  ^ .  En  substituant  -  à  /i,  dans  l'équation  . 
elle  sera  satisfaite  ;  on  aura  donc  l'égalité  : 


s  = 


[-+(?-')']f 
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que  l'on  peut  iterire  ainsi  : 

fttUeB  encore: 
E9  fiomittrant  cette  dernière  égalité  à  U  formule 


s  = 


2 

OD  reconnaît  qae  la  somme  donnée ,  s ,  peut  ètA  obtenue  en 
i\ioiiUnt  p  termes  d'une  progression  par  diflérence ,  dont  le 
premier  terme  est  ^ 

z\ f-  :7    '  et  la  raison , —. 

Si  Ton  conçoit  que  cette  dernière  progression  soit  partagée 
en  groupes  de  q  termes  à  partir  du  premier,  la  valeur  du 
premier  tMtoie  du  (m-{-l  )*^"^  groupe,  sera 

^        {Ç — \)r      mr 

oir  le  tenue  dont  il  s'agit  occupe  le  rang  mq+i.  La  somme 
do^^if  J||nne9  de  ce  {m+iy^^  groupe,  sera  par  conséquent 

q  /  fUi      2mr\ 

OU  a-|-i7ir.  Ce  dernier  résultat  montre  que  les  sommes  des 
tefnies  des  différents  groupes  en  lesquels  on  a  partagé  la  se- 
conde progression ,  sont  précisément  égales  aux  termes  soc- 
eessifs  a,  a^r,  a-f-2r,  etc.,  de  la  progression  donnée. 

Cela  posé,  nommons  f/  la  partie  entière  du  nombre  ^ ,  et 

p'  le  numérateur  de  la  fraction  complémentaire  ;  de  sortie 
qu*on  ait  />=w/+/^''  ^  nombre  /?,  des  termes  qu'il  faudru 
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prendre  dans  la  seconde  progression  pour  avoir  la  somme  s, 
se  composera  de  p*  groupes  de  q  termes ,  et  des  j/'  premiers 
termes  du  {q+iY^^  groupe.  Par  conséquent,  on  obtiendra 
la  somme  donnée  s,  en  additionnant  les  p'  premiers  termes  de 
la  progression  proposée:  a,  o-f r,  ...a-fC/'' — IK  avec  les 
p"  premiers  termes  d*une  progression  par  différence  dont  la 

r 

raison  est  -;- ,  et  telle  que  si  cette  dernière  progression  était 

prolongée  de  manière  à  contenir  q  termes,  au  lieu  de  p'\ 
la  somme  de  ces  7  termes  serait  égale  au  terme  suivant  a-f-pr, 
de  la  progrefton  donnée. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  r=r25 ,  a=60,  et  5=333.  On 
trouvera  pour  n  les  deux  valeurs 

_     ou    3  +  -;    et    ~-,    ou    -(^+i) 

• 

La  première  valeur,  j ,  indique  qu'on  obtiendra  la  somme 
333,  en  additionnant  les  18  premiers  termes  d'unaprogres- 
sion  par  différence ,  dont  la  raison  est  1 ,  et  le  premier  terme 
10.  Ou  bien  encore ,  en  igoutant  à  la  somme  des  trois  pre- 
miers termes  de  la  progression  proposée ,  la  somme  des  trois 
premiers  termes  d*une  progression  dont  la  raison  est  1,  et  telle 
que  les  cinq  premiers  termes  auraient  pour  somme  le  quatrième 
terme  135  de  la  progression  proposée. 

A  regard  de  la  valeur  —  (  7+ -  ),  on  trouvera ,  à  Taide  de 
ce  qui  vient  d'être  dit ,  et  de  la  règle  ordinaire  pour  l'inter- 
préta tion  des  valeurs  négatives,  que  cette  valeur — 1 7-{-- Y 

indique  que  la  somme  donnée  333  peut  être  obtenue,  en 
ajoutant  les  sept  premiers  termes  d'une  progression ,  dont  le 
premier  terme  est  — 35  et  la  raison  25,  aux  deux  premiers 
termes  d'une  autre  progression  ayant  pour  raison  l'unité ,  et 
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dans  laquelle  la  somme  des  cinq  premiers  termes  serait  égale 
au  huitième  terme,  IM,  de  la  première  progression. 

2.  Considérons,  maintenant,  une  progression  par  quotient, 
dans  laquelle  on  donne  le  premier  terme  a ,  la  raison  /*,  et  la 
somme  des  termes  5  ;  et  supposons  que  Ton  trouve  pour  In 

nombre  des  termes,  une  valeur  Tractionnaire  - ,  au  movon  do 
la  formule 

.=  "-i!^ (.). 

r — l 

En  remplaçant  n  par  ^dans  Téquation  (1) ,  il  vient  : 

p  1  p 

fl(ri-i)      «(/*— 1)       (r«— i) 
r — 1  -  r — 1  l 

Done ,  on  posant 

r^^f^.    et    — -=a'. 

r — 1 

on  aura  : 

La  somme  s  pourra  donc  être  formée  en  additionnant  p 
termes d*une  progression  par  quotient,  dont  la  raison  est  /^, 
et  le  premier  termes'. 

Si  Ton  conçoit  cette  dernière  progression  partagée  en 
groupes  de  q  termes  à  partir  du  premier,  la  valeur  du  pre- 
mier terme  du  (m-|-l  )**■»•  groupe,  sera  rtV*',  et  la  somme 
des  q  termes  de  ce  (m+1  )**^  groupe,  sera 


aV'^^l^L-l'^r^flr^ 


On  voit,  par  ce  dernier  résultat,  que  les  sommes  des 
groupes  de  q  termes  en  lesquels  la  seconde  progression  est 
partagée,  sont  égales  aux  termes  successifs  <z,  ar,  .../zr"",  de 

AaR.  OB  llATHtH.  I.  ^ 
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la  première  progression.  De  sorte  que,  si  Ton  nomme  p  la 
PRflio  ontif^ro  du  nombre  fractionnaire  -  et  p\  le  numérateur 

q 

\K  \\\  Iri^clio:.  complémentaire,  ce  qui  donne />=/?'^+p^',  la 
sniiimo  -.les/i  'nues  de  la  seconde  progression  se  composera 
d(*>//  premiers  tannes  de  la  première,  et  des/;"  premiers  du 
{q  '^"<'  groupe  de  la  seconde.  Par  conséquent,  la  somme 
donnée  s  peut  encore  t>tre  formée  en  ajoutant  les/;'  premiers 
termes  de  la  progression  proposée  ^a^ar^  ar^,  ....ar*"""',  avec 
lesy  premiers  termesd'une  autre  progression  dont  la  raison  est 

r^,  et  telle  que  la  somme  des  q  premiers  termes  de  cette  nou- 
velle progression  soit  égale  au  terme  suivant  ar^'  de  la  pro- 
gression proposée. 

Si  Ton  suppose ,  par  exemple ,  ^ =7,  r=8,  5=2047,  on 
trouvera  yi=:3-|-7-  Cette  valeur  fractionnaire  indique  que  Ton 
peut  obtenir  la  somme  2047,  en  additionnant  les  11  premiers 
ter  es  d'une  progression  par  quotient ,  dont  le  premier  terme 
est  i,  et  la  raison  2.  Ou  bien  encore,  en  additionnant  les 
trois  premiers  termes  7,  56,  448,  de  la  progression  donnée , 
avec  les  deux  premiers  termes  512 ,  1024,  d*une  autre  pro- 
gression dont  la  raison  est  2 ,  et  telle  que  la  somme  de  ses 
trois  premiers  termes  donnerait  le  terme  suivant  3584,  de  la 
progression  proposée. 

En  appliquant  ces  dernières  observations  à  la  question  des 
annuité$y  on  verra  facilement  que  si  Ton  obtient  pour  le 
nombre  n  des  payements  h  efTectuer,  une  valeur  fractionnaire 

n'-f  ^,  a  étant  le  payement  annuel ,  on  éteindra  la  dette  au 

moyen  de/7'  payements  égaux  à  /z,  eiïcctués  d  année  en  année, 
suivis  de  p"  payements  elTectués  à  des  intervalles  égaux  à  la 

fraction  -  d*une  année ,  et  tels  que,  si  on  les  continuait  peu- 

dant  le  cours  d*une  année  entière,  ils  équivaudraient  à  la 
somme  a  payée  à  la  fin  de  cette  annéi*. 
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CONSIDÉRATIONS 


•Oft 


LE   TRIANGLE   RECTILIGNE, 

D'APRÈS   BULER. 


1.  Le  triangle  rectiligne  renrerme  cinq  points  remarqua- 
bles :  l*"  le  centre  du  cercle  circonscrit  ;  S*"  le  centre  du  cercle 
inscrit  ;  3*  le  centre  de  gravité  de  l'aire  ;  4°  le  point  de  ren- 
contre des  trois  hauteurs  ;  b^  le  centre  de  gravité  du  péri- 
mètre. 

On  sait  d'ailleurs  :  1"*  que  le  point  de  rencontre  des  trois 
hauteurs  n*est  autre  que  le  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  que  Ton  forme  en  menant  par  chaque  sommet  une 
parallèle  au  c6té  opposé  ;  2°  que  le  centre  de  gravité  du  pé- 
rimètre est  le  même  que  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle 
qui  a  pour  sommet  les  milieux  des  trois  cAtés. 

2.  Il  s'ensuit  que  les  S%  3*  et  5^  points  sont  toujours  sur 
une  même  droite;  car  le  centre  du  cercle  inscrit  et  le  centre 
de  gravité  du  périmètre  sont  des  points  homologues,  situés 
dans  des  triangles  semblables  et  semblablement  placés ,  mais 
dans  une  position  inverse ,  le  rapport  des  cAtés  étant  comme 
t  :  9  ;  il  s'ensuit  que  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  divise^ 
dans  le  même  rapport,  la  droite  qui  va  da  sommet  de  l'angle 
au  milieu  du  côté  opposé  ;  l'intersection  des  deux  droites  est 
donc  le  centre  de  gravité  de  l'aire. 

Le  même  genre  de  raisonnement  fait  voir  que  la  droite  qui 
joint  le  1*'  et  le  k"  passe  aussi  par  le  3®  point.  Cette  dernière 
propriété  est  due  à  Euler,  qui  l'a  déduite  de  considérations 
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analytiques  (*).  Nous  croyons  utile  de  les  reproduire  avec 
quelques  développements;  ce  sont  pour  1(»  élèves  d'excellents 
exercices  de  calcul  littéral  et  numérique. 

3.  Soit  ABC,  un  triangle  donné. 

a,  6,  c,  les  côtés  du  triangle  opposés  respectivement  aux 
sommets  A,  B,  C. 

E ,  point  d'intersection  des  trois  hauteurs. 

F,  centre  de  gravité  de  Taire  du  triangle,  ou  point  de 
moyenne  distance  des  trois  sommets. 

G,  centre  du  cercle  inscrit. 

H,  centre  du  cercle  circonscrit. 
Posons  : 

EG=e;  GH=/;  FH=^;  FG=A;  EE=k;  EF=/,  a+b+c=p', 

ab'{'ac-\-bc=q;    abc=ir, 

S=  aire  du  triangle;  R=  rayon  du  cercle  circonscrit; 
p=  rayon  du  cercle  inscrit;  A=  origine  des  coordonnées 
rectangulaires;  AB=  direction  de  Taxe  des  x  positirs. 

4.  Un  théorème  connu  donne  : 

Or  fl,  *,  c ,  sont  les  racines  de  Téquation  s'— ^z*-}-?^ — r=0, 
et  S' est  une  fonction  symétrique  de  ces  racines  ;  on  peut  donc 
en  trouver  la  valeur  en  fonction  des  coefficients  de  Téquation. 
Faisant  le  calcul,  on  trouve  : 

abc  r 

5.  R=       g      =  Y^  (Legbndrb ,  lîv.  III ,  prop.  32)  j 

_      2S  2S 

^"a+b+c'^  p  ' 

d'où      Ilp=--. 

2p 

C)  Uémoiretde  Pétertb.,  t.  XI,  1765. 
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6.  Les  coordonnées  des  points  £,  F,  G,  H ,  sont  indiquées 
dans  toos  les  traités  élémentaires;  nous  les  transcrivons  ici  : 


PoinU. 

Abieisiei. 

Ordonnées. 

E; 

2c         ' 

(c'+fr*. 

-a')  {a'+c'—b') 
8cS 

F; 

6c 

2S 
3c' 

'G; 

c-\-b — a 
2        ' 

2S 

a+b-\-c 

H; 

1 

ej. 

8S 

7.  Lorsque  b=a,  les  quatre  abscisses  se  réduisent  à  ^c; 
donc  lorsque  le  triangle  est  isocèle ,  les  quatre  points  sont  sur 
une  même  droite  'perpendiculaire  à  la  base;  ce  qui  est  d*ail- 
leurs  évident  par  intuition. 

■ 

8.  Les  quatre  points,  considérés  deux  à  deux ,  fournissent 
six  distances,  dont  les  carrés  sont  des  fonctions  symétriques 
des  côtés  a,  b,  c,  par  conséquent  exprimables  en  fonction 
des  coefficients /7,  q,  r  Eflèctuant  les  calculs,  il  vient  : 

•'    ~16S'     p' 
^  ~16S'"~9^  "^9*' 
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9.  De  là ,  on  déduit  : 

l=Qg,  ^  =  %;  donc  g  +  l=k. 
Ainsi  les  trois  points  E,  F,  H,  se  succèdent  dans  cet  ordre 
sur  une  même  droite. 

fO.  Au  moyen  des  coordonnées  dei  points  E  et  H,  od 
trouve  pour  équation  de  cette  droite  : 

4S(a»--6>ly=[2c*--{a*--6»)«— c»(a^4-6')]j:-f<6*--c»)(c>+**— a'), 

11.  Lorsqu'on  a  6s=c  ou  6*-f<*==a\  la  droite  passe  par 
rorigine.  Dans  ces  cas ,  le  triangle  est  isocèle  ou  rectangle  en 
A.  La  réciproque  est  évidente. 

Lorsque  a=b ,  la  droite  est  perpendiculaire  au  cAté  c. 

12.  Le  coefficient  de  x  peut  se  mettre  sous  cette  forme  : 

cos.Acos.B — 2â6c'co8.C=2a6c'(2cos.AGOS.B^cos.C].^ 

Pour  que  la  drcrite  devienne  parallèle  à  Taxe  des  jc  ,  il  font 
que  Ton  ait  : 

2oos.Aco8.B=cos.G=-HX)s.(A4-B);  d'où  tang.Atang.Bs=3. 

Quand  cette  relation  existe  ^  la  droite  est  parallèleau  cAté  AB. 

Il  y  a  une  exception  :  si  tang.  A=='l/3  ,  alors  A=B=60<^,  le 
triangle  est  équilatéral,  et  tous  les  termes  de  Téquation  de  la 
droite  s'anéantissent  ;  alors  les  quatre  points  se  réduisent  à  un 
seul. 

13.  Cherchons  dans  quel  cas  le  point  G  est  situé  sur  la 
droite  (10).  A  cet  effet,  substituons  dans  cette  équation  »  à  la 
place  de  j:  et  de^,  les  valeurs  des  coordonnées  du  point  G  ;  et, 
mettant  au  lieu  de  16S%  sa  valeur  développée,  et  passant  tout 
dans  le  premier  membre,  il  vient,  après  avoir  exécuté  les 
calculs  et  fait  les  réductions, 

!?c'(rt'— ^')(c'— «'— ^")+2a'i»'c(a  — 6)4-2c5(a— A)^2cî 
(a^^b^)+2abc[a'--b){a''\-ab-\-b')  =  0;  (1) 

divisant  par  2c{a — b),  on  a  successivement  les  équations 


•  î 


{a^+ab+b')=0;  (2) 

c*^c*{a'+ab+b*)=c'[c'-^a*—ab—b^]=c'{c'  —  a' 

^b')  —  abc*; 
c(fl+6)(c*--a'--6')+c'(c"— «•— 6')==c(c'--û'— ^')(a+6+c) 

donc  le  quotient  (2)  est  divisible  par  a-|-&-f^,  et  on  a  pour 
second  quotient 

divisant  par  b — c,  on  obtient  : 

fl6+a'— c(c+fc)=ô(a— c)+(ii--c)(a+c)=(a— c)  {a+b+c)  ; 

•  Ainsi  l'équation  (1)  prend  cette  forme  : 

2<î(a+ft  +  c)*(fl— i)(6— c)(d— c)  =  0. 

Elle  n'est  donc  possible  que  dans  trois  cas;  le  point  G,  ne 
peut  donc  se  trouver  sur  la  droite ,  que  lorsque  le  triangle 
est  isocèle. 

Ainsi ,  trois  des  quatre  points ,  parmi  lesquels  doit  se  trou- 
ver G  y  étant  donnés  de  position,  le  triangle  est  déterminé  ; 
on  peut  en  calculer  les  cAtés,  comme  on  va  voir. 

!&•.  Exprimons  les  distances  e,/,  g,  etc.,  en  fonction 
de  R,  p ,  /7au  moyen  dos  formules  qu'on  trouve  dans  les  pa- 
ragraphes (4)  et  (5). 

On  a 

^  V  V*R*  ^  "^  4  "^  ;; 

«î>=4R*+4Rp+3/»*— '4- 

4 
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A'=9R'+8Rp+2p*— ^ 

15.  Question.  Étant  donné/*,  g,  h,  trouver  les  côtés  a,b,cf 
Solution.  Les  équations  précédentes  donnent 

d'où 

d'où 

OR  _3R'(/'-g*-2A')_3/'(/'-g'-2/i') 

et 

Or  r=s9Rf)/i: 

Donc//  ,</,/*,  sont  connus;  et  a,  6,  e  sont  les  racines  de 
réquation  jt^— //x'+^a?— r=:0. 

16.  On  peut  remplacer  j"  et  A  par  leurs  valeurs  en  k  et  en  h; 
en  effet , 

e^  3e--2y+6/\ 

^  "~  9  ' 9 

et  Ton  obtient 


.j' 
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/'{k'—f—He') 

,      4e*  +/«  +  3** — 1 2ey  ' + 2/' A' — 8eV 
''  ~  26^+2/'—** 

Or  R',  Hp,  sont  essentiellement  positifs ,  donc 

A'<2c*+2/', 
A'>2e*+/'. 

Ainsi ,  dans  le  triangle  EGII ,  l'angle  en  G  est  essentielle- 
ment obtus 

17.  Exemple: 

e=f=\/2i  k=\/Ti    _ 

doù  />  =  5\/37  p=23;  r=iO\/3i 

x^—5x'  \/3+23i— 10V/3=0; 

x=-^;   v'— 15y'+69y— 90=0. 
V/3 

3\/3+\/7       ,      3V/3~V/7      ^      ../- 
a= ^ ;    b  = ;     c=r2K3. 

Z'  exemple:  <î'=3;  /*=2;  A''=9;  on  parvient  à  réquation 

faisons 

cos.a  =  V  ^=cos.ll<»32'13", 

75 

les  trois  racines  sont 
-V/TÎ+jl/scos/eo-lla^j    1V/7Î-?V/5C08.« 

18.  7»'  étant  essentiellement  poslUf  »  on  aura 
Késolvant  le  radical ,  on  en  tire 


On  a  aussi 
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iiT  >*•— 2e',  (16) 

6/'>3*'— 6e% 


et  à  fortiori 

6/'  >_ae'+/-2  V/e«+llcy*-8A 
(5/'+2eT>4(c«+lle'/*-8/'«). 

57/«>24e'/', 

19.  L*équation  f*=K — SRp,  montre  qu'on  a  toujours 
R>>2p;  et  lorsque  cette  équation  est  satisfaite,  tout  triangle 
circonscrit  au  cercle  de  rayon  p  est  inscrit  dans  le  cercle  de 
rayon  R  ;  c*cst  un  cas  particulier  du  beau  théorème  de  M.  Pon- 
celet  :  un  polygone  étant  inscrit  à  une  conique  et  circonscrit 
à  une  autre  y  il  existe  une  infinité  de  polygones  qui  satisfont 
à  cette  condition  relativement  à  ces  deux  coniques  ;  et  réci- 
proquement, s'il  arrive  qu'on  ne  puisse  satisraire  à  cette  con- 
dition pour  un  seul  polygone ,  on  ne  pourra  y  satisfaire  pour 
aucun  autre  polygone  homonyme.  Consultez  le  chapitre  III 
de  la  section  IV  des  Propriétés  projectives  des  figures,  trésor 
précieux  de  propriétés  de  l'espace  que  l'analyse  n'a  pas  en- 
core explorées. 

20.  Soit  d  la  longueur  de  la  bissectrice  angulaire  intérieure» 
allant  de  l'angle  C  au  cAtc  c  ;  on  trouve  facilement 

2abcos.-C 

d= ?- 

d*{a-\-b)'=ia'b'coa.'lc 
W6»— (/*(«+&)•= 4a'i'sin.'^C 


—  87  — 

On  obtient  deux  équations  semblables  pour  les  deux  autres 
bissectrices  intérieures  :  ainsi,  connaissant  les  trois  bissectrices 
intérieures,  il  y  a  une  possibilité  analytique  de  déterminer  les 
trois  côtés  ;  mais  l'élimination  mène  à  une  équation  très-éle- 
vée,  parce  qu'elle  renferme  probablement  aussi  les  solutions 
pour  les  bissectrices  extérieures. 

Lorsque  deux  bissectrices  sont  égales,  les  équations  peuvent 
être  mises  sous  une  forme  où  l'on  voit  que  deux  côtés  doivent 
être  égaux ,  à  quoi  Ton  parvient  également  par  des  considé- 
rations géométriques. 

31.  Désignant  par  S  la  bissectrice  médiane  qui  va  de  C 
au  milieu  du  cAté  opposé  et  par  ^  et  o"  les  deux  autres 
médianes,  il  vient 

d'où  3(a'+^"+c'')=4(ô"+a''+0. 

Tm. 


DÉTERMINATION 

ne 

NOMBRE  DES  COMBINAISONS  COMPLÈTES. 


Capitaine  d'État*  major. 


1.  On  entend  par  combinaisons  complètes  de  m  lettres 
prises  nk  n  ,  les  groupes  que  Ton  peut  former  avec  n  de  ces 
lettres  et  diiïérant  entre  eux  au  moins  par  une  lettre.  Ce  qui 
distingue  les  combinaisons  simples  des  combinaisons  com- 
plètes, c'est  que  dans  ces  dernières  la  mémo  lettre  peut  ^tre 
répétée  plusieurs  fois. 
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Ainsi ,  toutes  ies  combinaisons  complètes  des  quatre  lettres 
a,  b,  c,  d,  prises  3  à  3y  sont  : 


abc 

abd 

acd 

bcd. 

a'b 

b'a 

c'a 

d'à. 

a'c 

b'c 

c'b 

d^b. 

a?d 

b'd 

c'd 

<fc, 

a» 

ft' 

c' 

d>. 

Cherchons  Texpression  générale  du  nombre  des  combinai- 
sons complètes  de  m  lettres  prises  n  à  n.  Je  représenterai  ce 
nombre  par  C.,>.  D'après  cette  notation ,  Gm-M',  n^^,  sera  le 
nombre  de  combinaisons  complètes  de  m — m!  lettres  en  pre- 
nant dans  chacune  n — n'  de  ces  lettres. 

Enfermant  G»,»  groupes  de  n  lettres,  on  écrit ,  en  tout 

nCm,n  lettres ,  et  chacune  d'elles  est  répétée  —  C«,«  fois.  Chcr- 

chons  uneautre  expression  de  ce  nombre  :  pour  cela  réunissons, 
parmi  ces  combinaisons,  celles  qui  renferment  une  même 
lettre ,  a  par  exemple,  et  retranchons  a  une  fois  de  chacun 
de  ces  groupes ,  il  restera  alors  les  combinaisons  complètes 
des  m  lettres  prises  n — 1  à  n — 1 ,  et  d'après  ce  que  Ton  vient 
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de  dire  a  s'y  trouve  déjà  répété C«,,»^,  fois;  de  plus, 

fil 

comme  on  a  retranché  a  une  fois  de  C^-i  groupes,  l'ex- 
pression cherchée  est  : 


t-<«i,«— I   "T"  •^— ~—  Vm  «^1. 

m 


On  aura  donc 


m      '  *        *      in 

faisant  disparaître  le  dénominateur  et  effectuant  les  réduc- 
tions, il  vient 

/lCm,n   =  (W+/l l)Cw,n-.  , 

remplaçant  successivement  n  par/t— l,n — 2...  3,2,  on  obtient 
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(n— l)C«,«-i  =  (in+n— 2)  C«,« -2 , 


3C«,8  =  (w+2)C«,a, 

mais,  d'après  la  notation ,  on^  évidemment 

C«,i  =  iWj 
multipliant  toutes  ces  égalités  entre  elles  et  supprimant  les 
facteurs  communs  aux  deux  membres  de  l'équation  résul- 
tante, on  aura: 

ii(/i— i)(n— 2)....3.2.1G,,,  =  .7î(m+l)(/ii+2)...(/fi+ii— 1) , 

d'où 

^      _  m[m+\){m-\'2) ...  (m-f  n^l) 

Expression  entière,  on  le  démontre  en  algèbre  ;  de  plus,  elle 
est  égale  au  nombre  des  combinaisons  simples  de  m-\-n — 1 
lettres  prises  nkn. 

2.  On  peut,  au  moyen  de  cette  formule,  trouver  le 
nombre  des  termes  du  développement  d*un  polynôme 
(fl+H"^ +^  élevé  à  la  puissance  n. 

En  elTet,  le  terme  général  de  ce  développement  est 

C  étant  son  coefiicient.  Il  y  aura  autant  do  termes  que 
l'on  pourra  donner  de  valeurs  diflerentes  aux  exposants 

i7i,m',in"y (« — m — m — m" ),  dont  la  somme  est   n. 

Chaque  terme  peut  ^tre  considéré  comme  renfermant  le 
produit  de  n  facteurs  pris  parmi  les  lettres  du  polyndme 
proposé.  Autant  on  pourra  former  de  produits  difTérents  en 
prenant  n  de  ces  lettres,  mais  en  supposant  que  chacune  peut 
être  répétée  plusieurs  fois ,  autant  le  développement  aura  de 
termes ,  c'est-à-dire  que  l'expression  cherchée  est  égale  au 
nombre  des  combinaisons  complètes  de  m  lettres  prises 
nkn;   ainsi ,  le  nombre  d(^  termes  du  développement 
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m(m-|-l)  (/w-f.2)....  (iw+n— 1) 

Pour  appliquer  cette  formule  au  cas  du  binôme  (^+6)**,  il 
faut  faire  m=2,  ce  qui  donne 

2.3 iw(m4.1) 

— ; —      ^   '  =  ni+i. 

1.2 //i  ' 


g.'    .  ■  1, 


NOTE 


Sur  les  différentes  manières  d'exprimer  qu^une  équation  admet 
un  nombre  donné  de  racines  égales  entre  elles. 


Il  existe,  comme  on  sait,  plusieurs  méthodes  pour  trouver 
les  conditions  auxquelles  les  coefficients  d*une  équation  , 
f{x)=0,  doivent  satisfaire  pour  que  Téquation  ait  un  cer- 
tain nombre,  n ,  do  racines  égales  entre  elles.  La  première , 
celle  qu*on  applique  le  plus  ordinairement,  consiste  à  expri- 
mer que  le  premier  membreyfa?) ,  de  Téquation  proposée  , 
admet  un  diviseur  de  la  forme  (x^a)"  ;  a  représentant  la 
valeurindétermince  des  n  racines  égales.  A  ceteiïet,  on  divise 
f{T) ,  par  (.r— ^z)";  le  reste  de  la  division  est  un  polynôme , 
Aj:""*+B-^"  '+--+^»  ^^  degré  (/i—1)  par  rapport  à  jc,  et 
dont  les  coefficients  A ,  B,...R,  sont  des  fonctions  deTlncon- 
uuea^  et  des  coefficients  de  Téquation  proposée  ,y(x)=0.  Ce 
polynôme  devant  être  nul ,  indépendamment  de  toute  valeur 
attribuée  à  x,  la  valeur  de  a  doit  annuler  à  la  fois  les  coeffi- 
cients A,  B,...R;  il  faut  donc  exprimer  que  les  n  équations 
A=0,  B=0,...R=0.  ont  une  racine  commune  :  ce  qui  con- 
duit à  (n — 1)  équations  de  conditions  entre  les  coefficients  du 
premier  membre,  f(x) ,  de  Téquation  proposée. 

Un  second  moyen  d'obtenir  les  conditions  demandées,  est 
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pris  dans  la  théorie  même  des  racines  égales.  Pour  que  Te- 
quation/(j:)r=0,  ait  n  racines  égales  entre  elles ,  il  Taut  et  il 
suffit  que  cette  équation ,  et  ses  (n— 1)  dérivées  successives 

y'(a:)=0,y"(j:)=0 ,/«-i  (j:)=0,  admettent  une  racine 

commune.  En  exprimant  que  les  n  équations/(x)=0,/'(a:) 
==0,.../*»— i(x)=0,  ont  une  racine  commune,  on  trouvera 
(n — 1}  conditions  entre  les  coefficients  de/{x). 

Les  conditions  obtenues  de  cette  manière  sont  précisément 
celles  que  donnent  les  équations  A=0 ,  B=:0,...R==0.  Car 
le  système  des  équations  A^O,  B=0  v-R=0,  se  ramène  au 
système  des  équations/(a)=0 ,  /'  (a)=0,.../,-,(a)=0. 

En  elTet ,  on  a  : 

/(a:)=/[a+(x-a)]=/(a)  +/'  {aUx-a)  ^-C^^h^Z^ 

^   "^      1.2.3...  (/i-l)    ^      1.2.3..,«       ^^^• 

Par  conséquent^  le  reste  obtenu  en  divisant  yt-^)  par 
{x—a)\  est 


v\y-n/v^v         Ji  j2  1.2.3...  (/i—i) 

Ce  dernier  polynôme ,  ordonné  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  X,  devient  : 

■^-'  ^'^^       .  :r-+ t^b(±=ff^^=l(fy  .^.-.+  etc. 


1.2.3...(/t— 1)  '        1.2.3.../i— 2 

On  a  donc  : 

1.2.3...  n—r  1.2.3...  (/i— 2)      ' 

De  sorte  que   les  équations  A^O,    B=0,...    revien- 
nent à 

/,-.  («)  =  0 ,   /»_2  {a)  —  a/,-.,  (a)  =  0, . . . 
Et,  ce  dernier  système  se  réduit  à  : 

/,-.(a)=0  ,/,-i(a)=0 /.(a)=0,y];a)=0. 

On  obtient  donc  simplement  par  les  dérivations  suc^ssivcs 
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les  équations  auxquelles  conduit  la  division  ûejlx)  par  {x — a)"; 
'  et ,  c*est  pourquoi  le  second  moyen  d'obtenir  les  conditions 
demandées ,  nous  parait  préférable  au  premier. 

On  trouve  encore,  dans  la  théorie  des  racines  égales,  Tindi- 
cation  d'une  autre  méthode  pour  parvenir  aux  conditions 
cherchées.  Il  résulte,  en  effet,  du  principe  fondamental  de 
cette  théorie  que,  si  réquationyTx)=0,  a  n  racines  égales 
entre  elles ,  le  premier  membre  flx) ,  de  Téquation ,  et  sa  dé- 
rivée f[x) ,  doivent  avoir  un  commun  diviseur  du  degré 
(ra — 1)  en  j:,  et  qui  soit  une  puissance  exacte  de  ce  degré. 
Et  la  réciproque  est  vraie.  On  parviendra  donc  aux  conditions 
cherchées,  en  exprimant,  d'abord,  que  les  polynômesyi.r)  , 
f{x),  ont  un  commun  diviseur  du  degré  (/z— 1),  et,  en 
second  lieu,  que  ce  commun  diviseur  est  une  puissance  exacte 
du  (n — Ij"""  degré.  L'application  de  cette  régie  conduit  à 
une  espèce  de  paradoxe  qu'il  s'agit  d  examiner. 

Afin  d'exprimer  que  les  polynômes /(x),/'(j:),  ont  un 
commun  diviseur  du  degré  (n—l),  on  divise /"(a-)  par/'(.r); 
f\ûs/*(x)  par  le  reste  de  la  première  division,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que,  dans  ces  divisions  successives,  on  soit  par- 
venu à  un  diviseur  d,  du  degré  (/z — 1).  Le  reste,  r,  de  cette 
dernière  division  est  du  degré  [n — ^2); il  doit  être  nul,  quelle 
que  soit  la  valeur  attribuée  à  x.  On  trouvera  donc  (/i — 1) 
équations  de  conditions,  pour  établir  que /(a:)  ctf  (.r),  ont 
un  commun  diviseur  du  degré  (/i—l). 

Il  faut,  de  plus,  que  ce  commun  diviseur  soit  une  puis- 
sance exacte.  Par  conséquent,  le  polynôme  <f  doit  être  divi- 
sible par  sa  dérivée  d!\ce  qui  donne  encore  lieu  à  [n — 2) 
équations  de  conditions,  entre  les  coefficients  de/(a:).  En  les 
ajoutant  aux  (/z— 1)  premières ,  on  a  (2/z— 3)  conditions.  Si 
toutes  ces  conditions  sont  distinctes  les  unes  des  autres,  on 
en  trouve  par  cette  dernière  méthode  (/i — 2)  de  plus  que  par 
les  précédentes.  C'est  ce  qu'il  faut  examiner. 
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Noos  ifions  d'abord  démontrer  que  ces  (3/i— 3)  coSaitioos 
obtenues  ne  sont  pas  toujours  diflérentes.  Car,  en  vertu  des 
(n — 1)  équations  de  conditions  qui  annulent  le  reste  r,  le  poly- 
n6ak  ^^devienJt  diviseur  exact de/(j:]  et/' (j^).  De  sorte  qu*en 
désignant  par  qeip  les  quotients  des  divisions  de/{x) ,  f(x), 
fBvd,  on  a  les  égalités  : 

(1)     yT^)=^.        (2)     f{x)=dp. 

Sîpient  q'  la  dérivée  de  ^  et  d  celle  de  d,  Tégalité  (1)  donnera  : 
f\x)z=idtj[  Jrqd \  et,  en  remplaçant  f  {x)  par  sa  valeur  dp^ 
OQ  aura  :  dpz=zdq'-\-qd!; 

d'où  Ton  tire  d^p—q')  =  dq.  (3) 

\  '  On  voit,  par  cette  dernière  égalité,  que  d  est  divisible  par 
<f ,  lorsque  le  polynôme  q  est  divisible  par  p—q-  D'où  il  suit 
que  </sera  une  puissance  exacte  du  degré  {n — 1),  lorsque  le 

q 

quotient  — ^^ — •  sera  une  fonction  entière 

Cela  posé,  nommons  m  le  degré  de  Téquation  proposée 
y"(jî)r=0.  Le  degré  du  polynôme  ^seni  C^*» — '*+^)  ;  celui  de 
\  XP""^  sera  (m—n).  Supposons'(2^M^^(/7ï--1)  ;  on  aura 
{M^ty^irn — n-\-i),  le  degré  de  dséth  plus  grand  que  celui 
de  9.  Alors,  d  ne  peut  être  premier  avec  d  ;  car  Tégalité  (3) 
montre  que  d  atvise  le  produit  qd,  et  si  d  était  premier 
avec  dy'il  faudrait  que  d  fût  divisel)ir  du  polynôme  q,  cequi 
est  impo^ible,  puisque  le  degré  de  d  est  supérieur  à  celui 
de 9.  II. en  résulte  que  le  nombre  des  conditions  de  la  divi- 
sibilité de  3  par  £f,  se  réduit  en  devenant  égal  au  nombre 
'^  des  conditions  de  la  divisibilité  de  q  p^rp—q^  qui  est  au  plus 
égal  à  (m'-^n),  Eb  ajoutant  à  (m-^/i) ,  le  nombre  (/i— 1)  des 
casditi0li» nécessaires  pour  que  d  soit  diviseur  des  polynômes 
y(x) , '/^  (x) ,  on  aura,  au  plus,   {m — 1)  conditions.  Par 
QOniéquent ,  si  Ton  suppose  {2n —  3)  Xm  —  1) ,  les  (2«  —  3) 


fr' 


^ 
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égaiitéloe  condition!  obtenues,  ne  seront  pas  toutes  4iiUBct6s 
les  unes  des  autres. 

D'ailleurs,  on  n'obtient  {m  —  n)  conditions  pour  la  divisi- 
bilité de  q  par  p—q'j  que  si  q  eip — q'  sont  premiers  entre 
eux.  £t,  dans  ce  cas,  il  est  facile  d'expliquer  pourquoi  le 
nombre  total  des  conditions  est  (m — 1]. 

En  effet,  l'égalité  d{p—q')  =  d'q^  mise  sous  la  forme 

— ^ — ^  =^,  montre  que  le  polynôme  q,  divise  le  pro- 

ûmi  d{p — ^').Et,  puisqu'il  est  premier  avec/?— ^',  II  doit 
diviser  ^.  Or,  lorsqu'au  moyen  des  (7/1-/1)  nouvelles  con- 
ditions, on  aura  exprimé  que  d  devient  une  puissance  exacte 
{x —  a)*-',  le  polynôme  q  diviseur  de  d  prendra  la  forme 
{x  —  a)"*^"^.  En  reportant  ces  valeurs  de  dai  de  q^  dans 
l'égalité  /(x)  =:dq,  il  en  résultera  /(jr)=(j:-.a)"*. 

Ainsi,  on  aura  exprimé  que  toutes  les  racines  de  la  pro- 
posée sont  égales  entre  elles ,  et  c'est  ce  qui  explique  pour-- 
quoi  l'on  trouve  (m — 1)  équations  de  conditions. 

Lorsque  (2/i— 3)  est  moindre  que  (m — 1),  le  degré  de  i/est 
moindre  que  celui' 'iliJ^;polynôme  q.  Dans  ce  cas,  si  d  eid 
sont  premiers  entre  eùi,  on  aura  n- 2  conditions  pour  ex- 
primer que  d  est  une  puissance  exacte.  Et  par  suite,  le 
nombre  total  des  conditions  peut  être  (2a — 3).  Mais  Té- 
galité  d  [p — q')z=zdq^  fait  voir  que  d  est  diviseur  de  dq\ei^ 
puisque  d  est  premier  avec  ^f ,  il  faut  que  d  divise^  exacte- 
ment le  polynôme  q.  On  aura  donc,  q=^dh,  le  quotient  h 
étant  un  polynôme  entier  du  degré  (m — 2n-{-2).  Substituant 
à  9  le  produit  dh,  dans  régalité/(j:)=^,  il  en  résultera^ 
/{x)=d'h.  Les  (/i— 2)  conditions   qui  rendent-^  égal  à 
une  puissance   {x  —  a)""'   du   degré   («  —  1),    donnant 
/(j:)=(x — 3t)"*"'A;  d'où  il  suit  que  si  l'on  trouve  (2/i— 3)  con- 
ditions, c'est  parce  qu'on  a  exprimé  que  réquationy(a:}=0, 
a  2/1 — ^2  racines  égales. 
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Ed  termiiiant  cette  discussion ,  Je  ferai  observer  que  les 
{h — 1)  équations  de  conditions  nécessaires  pour  qu*ii  existe  un 
commun  diviseur  du  degré  {n — 1),  entre /(j:)  etjf*(j:),  peu- 
tent  être  satisfaites  de  plusieurs  manières  différentes.  Parmi 
l^rs  solutions,  on  trouve  celles  du  système  obtenu,  en 
éliminant  x  entre  les  n  équations /(j:)=0,  f{x)=0,... 
/m^  (x)  =  0.  En  choisissant  ces  dernières  solutions  pour 
les  {n — 1  )  premières  équations  dont  il  s'agit,  lapolynôme  d 
deviapdra  divisible  par  sa  dérivée  d,  sans  aucune  condition 
nouvelle,' et  par  conséquent ,  on  aura  seulement  (n—i)  rela- 
tions entre  les  coefficients  de  réquatiQn/(j:)^0 ,  pour  expri- 
que  cette  équation  a  n  racines  égales  entre  elles. 

G. 


EXTRAIT  D'UNE   LETTRE 

DB 


f 

ProfcsMur  suppléant  à  la  faculté  dei  leiencef  da  Dijon. 


■  daiii*l*équation  de  Tellipse  rapportée  à  son  sommet  de 
gauche, 


oqpoia: 

».  'i 


>• 


^_v/^?i^=^, 


b'=ap-Pj, 


on  trouve,  comme  on  le  sait  : 
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Si  Ton  regarde  p  comme  constant  et  qu*on  fasse  croître  a 

de  plus  en  plus,  on  aura  une  série  d*e]lipses  de  plus  en  plus 

allongées,  jnais  qui  auront  un  sommet  et  un  foyer  communs. 
£nfin^  pour  û=oo  .  on  trouve  ^^=2/?j:;  d'où  Ton  conclut 

que  la  parabole  est  une  ellipse  infiniment  allongée. 

Mais,  au  lieu  de* faire  croître  a^  faisons  le  décroître,  et 

pour  faciliter  la  discussion,  posons  2ar=c    L*équation  (1) 

devient  :     ^ 

(2)  ^'=/i(2— A:)x-fA:(*— 2)a:\  /' 

Maintenant,  faisons  varier  A:  de  0  à  -f-^  )  et  de  — oo  à  0. 
Nous  aurons  ainsi ,  pour 
A: = 0 ,  la  parabole  limite  ; 

A->>0,  et  <C  1 9  des  ellipses  de  moins  en  moins  allgagfes; 

p 
/z  ayant  une  valeur  finie  plus  grande  que  ^,  et  6<a. 

P  •  :■"'■" 

)5:=  1 ,  un  cercle  ;  a  =^ ,  et  ^  =•  £z. 

A:>1  et  <2;  nouvelles  ellipses  ;  c'est  supposer  a  <^, 

^^  >7  j  et  toujours  ^</2. 
4 

A;=2,  une  droite  limitée,  Tcllipse  se  réduit  à  son  gnnd 

axe.  On  a  alors,  a  =\,  et  ^  =  0  ;  les  foyers  sont  aux  som- 
mets.  •     .  .■'''■' 

■  ■  • 

j 

A'  >  2 ,  hyperboles  dont  le  sommet  de  gauche  est  à  tprlglne  ;  T 

on  a  a  <  I ,  et  ^  est  imigliiaire.  k  augmentant,  a  diminua 

de^  plus  en  plus;  Tangle  des  asymptotes  avec  Taxe  des  jc" 
augmente ,  et  pour 

A:=-|-oo  ,  cet  angle  est  droit;  Thyperbole  se  réduit  à  ses 
asymptotes  qui  se  confondent  avec  la  tangente  au  sommet. 

A-=— 00  ,  même  valeur. 
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^'<0,  mais  floi  :  nouvelles  hyperboles  dont  le  sommet  est 
à-rorigine.  A  mesure  que  k  diminue  en  valeur  absolue,  a 
augmente  en  restant  négatir,  b  est  toujours  imaginaire,  et 
l'angle  des  asymptotes  avec  Taxe  des  x  diminue,  de  manière 
que  pour 

Jr^O,  on  a  de  nouveau  la  parabole  limite.  La  parabole  peut 
donc  être  considérée  aussi  comme  la  limite  des  hyperboles 
dont  Taxe  transverse  augmente  indéûniment,  ou  dont  la 
branche  de  gauche  est  à  rinûni. 

U  n*est  donc  pas  exact  de  dire,  d'une  manière  absolue,  que 
la  parabole  a  un  centre,  et  qu*il  est  situé  à  Tinfini.  La  parabole 
a  deux  centres  situés  à  Tinfini,  Tun  du  côté  des  x  positifs, 
l'autre  du  côté  des  x  négatifs.  Mais,  il  est  plus  simple  de  dire 
que  la  parabole  est  la  limite  des  ellipses  dont  le  grand  axe 
tend  vers  -}-  «  t  et  des  hyperboles  dont  le  premier  axe  tend 
vers  rinfini  négatif. 


PROBLÈMES  PROPOSÉS  AUX  EXAMENS. 


1.  Diierminer  les  dimensions  d'un  segment  sphérique  dont 
le  volume  et  Vaire  soient  respectivement  égaux  à  ceux  d'une 
sphère  et  d'un  cercle  donnés. 

Soient  a  et  &  les  rayons  de  la  sphère  et  du  cercle  donnés  ; 
r  et  A  le  rayon  de  la  base  et  la  hauteur  du  segment  demandé  ; 
ou  trouvera  facilement  que  les  équations  du  problème  sont  : 

r'+/i'  =  ^'  (1) 

A(/i''  +  3r')=8a'  (2) 

Éliminant  r^  edtre  ces  deux  équations ,  il  viendra  : 

2/*'— 3^Vi-f8rtî  =  0  (3) 
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équation  qui  fera  connaître  h,  La  hauteur  du  segment  étant 
ainsi  déterminée,  on  en  déduira  la  valeur  du  rayon  de  M 
base  au  moyen  de  Téquation  (1) ,  et  le  problème  sera  résolu.. 
Discutez  réqtuition(d). — Cette  équation  a  une  racine  réelle 
négative,  puisqu'elle  est  de  degré  impair  et  que  son  dernier 
terme  est  positif;  mais  cette  racine  est  étrangère  à  la  ques- 
tion ,  car  la  hauteur  du  segment  ne  peut  être  une  quantité 
négative.  Quant  aux  deux  autres  racines,  elles  peuvent  être 
imaginaires  :  on  sent,  en  eflet,  que  le  volume  donné  peut 
être  trop  grand  pour  pouvoir  être  contenu  dans  la  surface  itb*. 
Si  ces  deux  autres  racines  sont  réelles,  elles  seront  positives  « 
conformément  à  la  règle  des  signes  dé  Descartes.  Pourriez'^ 
v(ms  le  reconnaître  d'après  la  loi  de  composition  des  coeflicienis? 

—  Oui,  car  le  produit  des  trois  racines  de  Téquation  (3)  est 
négatif,  et  comme  Tunë  d*elles  est  négative,  il  faut  que  le 
produit  des  deux  autres  soit  positif,  et  que  par  conséquent 
elles  soient  de  même  signe  ;  mais  elles  ne  peuMtt  être  nè^ 
gatives,  car  la  somme  des  trois  racines  est  nuUm^aonc,  elles 
sont  positives. 

Quelle  est  donc  la  relation  qui  doit  exister  entre  a  et  h  pour 
que  le  problème  soit  possible?  —  La  condition  de  réalité  des 
racines  de  réquation  (3)  est,  d*après  la  règle  connue, 

^>«J^'32.  (4) 

qui  est  aussi  la  condition  nécessaire  pour  que  le  problème  soit 
possible. 
Si  la  condition  4)  est  remplie,  y  aura-t4l  deux  soluUans? 

—  Il  faut  encore,  pour  cela^  que  les  valeurs  positives  de  h 
soient  moindres  que  b,  en  vertu  de  Téquation  (1) ,  et  que  par 
conséquent  ù  soit  une  limite,  supérieure  des  racines  positives 
de  réquation  (3).  Substituons  donc /^  à /t  dans  le  premier  membre 
de  cette  équation  et  dans  ses  dérivées,  et  nous  trouverons  pour 
résultats  : 
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Donc ,  b  sera  une  limite  si  l*on  a  : 

— 6^+8a^>0      ou  bien      6<2a. 

On  voit  ainsi  que  si  b  est  compris  entre  a  |/^  et  2a ,  le 
problème  admettra  it^x  solutions,  qui  se  réduiront  à  une 
seule,  si  bzszav^^  car  c*est  là  la  condition  d^égalité  de  deux 
racines  de  réquation  (3). 

Si  i=2a^  on  trouve  A=2a  et  r=rO,  de  sorte  qu*aulieu 
d*nn  segment  sphérique,  on  a  une  sphère  dont  le  diamètre 
est  Sa.  L'autre  valeur  positive  de  A  est  a  (V^8  -l)  :  elle  est 
.  moindre  que  2^=6,  et  fournit  par  conséquent  une  2*  solu- 
tion delà  question. 

Si  6>>2a.  la  condition  (&•)  étant  nécessairement  remplie, 
les  trois  racines  de  l'équation  (3)  sont  encore  réelles,  mais 
il  n'y  a  cependant  qu'une  seule  solution,  parce  qu'alors 
— 6^+S^'  <^»  et  qu'ainsi  l'une  des  racines  positives  de  cette 
équation  est  moindre  que  &,  et  l'autre  est  plus  grande  que  b. 

Dans  quel  cas  le  volume  du  segment  sphérique  serchi-il  le 
plus  grwd  possible  ? —  La  condition  (4)  revient  i 

b 

de  sorte  que  le  segment  sera  maximum  quand  on  aura 

b 


a  = 


\/32 


PauvéZ'Vous  construire  ce  segment  maximum?  —  Oui,  car 
Inéquation  (3)  ayant  alors  deux  racines  égales,  l'une  d'elles 
doit  satisfaire  à  sa  dérivée 

b 
et  comme  celte  équation  n'a  qu'une  racine  positive*— 7^.1  <^'wîf 
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celle-ci  qui  entre  deux  fois  dans  la  proposée.  La^dpÉttr  corres- 

b 
pondante derestaussi  —— ,  de  sorte  que  le  segment  maximum 

est  un  hémisphère  dont  le  rayon  est  la  moitié  du  côté  du 
carré  inscrit  dans  le  cercle  donné. 

Aurait-cm  pu  prévoir  ^  d'après  U'ilÊiitre  géométrique  de  la 
q%te8tion,  que  le  problème  n'admettrait  deux  solutions  que  dans 
certains  cas,  et  distinguer  ces  cas?  —  Supposons  que  l*on  ait 
construit  un  segment  dont  Taire  soit  égale  à  celle  du  cercle 
donné,  et  opposons-lui  par  sa  base  un  segment  égal ,  on  for- 
mera ainsi  un  corps  dont  le  volume  sera  maximum  quand 
chaque  segment  sera  un  hémisphère,  puisque  parmi  tous  les hr 
corps  qui  ont  la  même  aire ,  la  sphère  est  celui  qui  a  le  plus 
grand  volume.  Le  segment  dont  Faire  est  ixb^  sera  donc  le 
plus  grand  possible  quand  il  sera  un  hémisphère  ;  donc ,'  le 

^/î^'        b 
rayon  sera  y  —  =  — — . ,  comme  nous  Tavons  trouvé  plus 

b^ 
haut.  Son  volume  sera  par  conséquent  jtt  -— .  ;  de  sorte  qu'on 

aura  alors  b^r=:ka^\/^,  ou  é=aK32,  ce  qui  s'accorde  en- 
core  avec  ce  qui  précède. 

Supposons  maintenant  que  Ton  ait  construit  ce  segment 
maximum  et  que  Ton  fasse  diminuer  le  rayon  de  sa  base 
dune  manière  continue,  son  aire  restant  constamment  égale  à 
Tib"  :  sa  hauteur  devra  augmenter,  mais  seulement  jusqu'à  ce 
que  le  rayon  de  la  base  étant  réduit  à  zéro,  le  segment  soit 
devenu  une  sphère  ayant  b  pour  diamètre  et  par  conséquent 
^T.b^  pour  volume.  Donc,  si  ï'tû3>^7i^,  d'où  6<2a,  il  y 
aura  eu  un  instant  où  le  volume  du  segment  aura  été  égal  à 
celui  de  la  sphère  donnée ,  puisqu'il  a  varié  d*une  manière 
continue  à  partir  de  sa  plus  grande  valeur. 

Si  Ton  suppose,  au  contraire,  que  le  rayon  de  la  base  du 


1. 


b 
segment  croisse  d'une  manière  conttnue  depuis — = ,  l'aire  de 

ce  segment  restant  toujours  égale  à  «&*»  sa  hauteur  h  ira  en 
diminuant;  mais  comme  alors  r  reste  eonstammoit  moindre 
que  h ,  le  produit  r^h ,  et  par  conséquent  le  volume  du  seg- 
ment, décroîtra  indéflniment  avec  h,  de  sorte  qu'il  y  aura 
un  instant  où  ce  volume  sera  égal  à  ^na^. 

Concluons,  donc  que  lorsque  le  problème  sera  possible ,  il 
aura  deux  sohitions,  si  fr<C2a,  ou  =2a  :  l'un  de  ces  seg- 
ments sera  alors  plus  petit  qu'un  hémisphère,  et  l'autre  sera 
plus  grand  ;  mais  si  6>>2â  >  il  A*y  aura  qu'une  seule  sdution , 
et  le  segment  sera  moindre  qu'un  hémisphère. 

2.  Étant  donnée  une  équation  o(:r)=0  du  degré  m  â  coeffi- 
cients indéterminés ,  trouver  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  ces  coefficients ,  pour  que  deux  racines  de  la  proposée  satis- 
fassent à  l'équation  à  deux  inconnues  py4-<I2=r  ;  et  déterminer 
ces  racines,  lorsque  les  conditions  dont  il  s'agit  seront  rem- 
plies. 

Soient  a  et  ^,  deux  racines  de  l'équation  (?(jt)=0,  qui  véri- 
fient l'équation  pjr'\-qz=r.  On  aura  donc  : 

,p(a)=rO,       (p(^)=0,       pa-^-qb^r. 
On  tire  de  cette  dernière 


z,=:=^ 


et  par  conséquent    a  [b)=(f(  — —  )  : 


1 
d'où  Ton  voit  que  les  deux  équations 


y  (  j:)  =:  0      et      y 


C^)=«, 


ont  la  racine  commune  a;  par  conséquent ,  leurs  premiers 
membres  ont  un  commun  diviseur.  Ainsi ,  pour  résoudre  le 
problème ,  on  cherchera  le  P.  (i .  ('.  diviseur  des  polynAnies 
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ti^}  et  f  l — ^  j  f  On  poiiwera  l'opération  Jusqu'à  ce  qu'on 

soit  arrivé  à  un  réito.fikdépendant  de  j:,  et,  en  égalant  ce 
reste  à  zéro  «  on  aura  la  rdatiou  demandée 

Si  la  proposée  doit  avoir  n  couples  de  racines  qui  véri- 
fient l'équation  py'\-qz=ir,  le  P.  G.  C.  diviseur  dont  il  s'agit 
devra  être  du  n^^^^  degré,  de  sorte  qu'on  arrêtera  le  calcul^ 
^nécessaire  pour  le  déterminer,  au  reste  du  (?i— Iji^me  degré, 
lequel  sera  de  la  forme 

Ce  reste  devant  être  nul  quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  il  fau- 
dra que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  cette  quan- 
tité soient  nuls,  ce  qui  donnera  les  n  équations  de  condition 

A,  =0,      A,  =  0,...      A„  =  0. 

La  proposée  devra  donc  avoir  au  moins  n  coefficients  indé- 
terminés. 

Si  Ton  suppose  ces  conditions  satisfaites,  on  trouvera  néces- 
sairement un  P.  G.  C.  diviseur  D  entre  les  polynômes  7  (x)  et 

f  ( — ^  j ,  et, en  l'égalante  zéro,  on  formera  une  équation  dont 

la  résolution  fera  connaître  les  racines  de  <p(j:)=0,  qui  doivent 
être  mises  à  la  place  ûey  dans  l'équation  /îr+<7z=r,'  de  sorte 
que,  pour  avoir  leurs  conjuguées,  il  n'y  aura  qu'à  rempla- 


cer^  par  les  valeurs  trouvées  de:r,dans]a  formule  z=  — ^-- . 

On  voit  donc  que  si  le  P.  G.  C.  diviseur  D  est  d'un  degré 
supérieur  au  1*' ,  il  y  aura  en  général  autant  de  couples  de 
racines  de  Téquation  7  (x)=:0 ,  qui  satisferont  à  l'équation 
/i>'-f^z=r,  qu'il  est  marqué  par  le  degré  de  ce  P.  G.  C.  di- 
viseur.  Toutefois,  cette  conséquence  serait  inexacte  si  la 

r — pc 

proposée  avait  une  racine  c  telle  que  — ^  fût  égale  à  c. 

r 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  si  elle  avait  une  racine  c= 


P+9 
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Bt)  effets  cette  racine  vérifie féquation.ff^^^^^  Wo ,  puto- 

qoe  9  a*ajpirè8  notreikypottièse ,  faire  xs^c  dans  cette  équa- 
tion ,  c*^t  faire  j:=c  dans  la  proposée.  Donc  c  est  racine 
de  0=0  y  de  sorte  qoe  cette  équation  détermine  non-seule- 
ment les  racines  de  f  (^J^O^qàl;  conjointement  avec  une 
autre  racine  de  cette  ^èimHMf éqitBtion ,  vérifient/'^-|-9z=r, 

mais  encore  celle  jdes  radiie)l4e9(x)=0  qui  est  égale  à  — ; — , 

si  réqnatiOD  en  a  une  pareille ,  et  elle  la  donne  autant  de  fois 

que  cette  racine  entre  dans  la  proposée. 

Ainsi ,  avant  de  s'occuper  de  la  recherche  des  racines 

de  ç(x)=0  qui  satisfont  à  py'\'qz=r,  on  commencera  par 

r 
eiaminer  si  — r—  est  racine  de  cette  équation ,  et  on  devra  la 

r 

débarrasser  de  toutes  les  racines  égales  à  — -, —  qu'elle  pourra 

P+^ 

contenir,  ce  qui  ne  saurait  présenter  de  difficulté. 

3.  Si/?=j ,  les  deux  équations  (p(j:)=0  et  «p  I — ^J  =0 

seront  également  vérifiées  par  jr=a  et  par  j:=6,  de  sorie  que 
ces  quantités  seront  racines  de  1)=0  :  et  en  effet  les  trois 
équations 

9(a)=  0,       ^(b)  =  0  ,      pin+b)  =  r, 

étant  symétriques  par  rapport  kaeih  b,\e  calcul  qui  déter- 
minera Tune  de  ces  quantités  devra  aussi  déterminer  l'autre. 
Donc,  Véquation  D=0  nous  donnera  totis  les  couples  de  racines 

de  f{x)=0  y  dont  la  somme  est  -  ;  mais  elle  devra  donner, 

en  outre ,  toutes  les  racines  de  la  proposée  qui  sont  égales 

,    r 
«  7r- 

Si  aucune  des  racines  de  la  proposée  n'est  égale  à  ~- ,  et 
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que  chacune  s^outée  avec  urté  autre  forme  une  somme  égale 

r 

à  -,  on  voit  que  Téquation  D=0  aura  M  mêmes  radnes  que 

la  proposée ,  de  sorte  que  notre  méthode  deviendra  illusoire. 
Mais  alors  on  observera  que  si  l*on  choisit  une  inconnue  auxi- 
liaire /  qui  soit  une  fonction  symétriqae  quelconque  des  deux 
racines  conjuguées  aetb,  cooune  tssabp  ou  t^a^-^-b^ ,  etc., 

• 

cette  inconnue  aura  autant  de  valeurs  qu*il  y  a  de  racines 

dans  la  proposée  ;  mais  comme  ces  racines  sont  égales  2  à  2 , 

réquation  en  t  s*abaissera  à  une  équation  de  degré  sous- 

(fouble ,  en  extrayant  la  racine  carrée  de  ses  deux  membres. 

Il  en  sera  encore  de  même  si  les  valeurs  de  t  $ont  égales  et 

de  signes  contraires ,  ce  qui  arrivera  si  Ton  pose  t=ui — b. 

Mais,  dans  le  cas  actuel,  on  n'aura  qu*à  faire  évanouir  le  second 

terme  pour  ramener  Téquation  proposée  à  une  autre  de  degré 

sous-double  ;  car,  en  désignant  par  2/i  le  nombre  de  ses  ra- 

fir        r 
cines,  on  diminuera  chacune  d'elles  de  - —  =  ^r"»  ^®  sorte 

2/1/7       ^p 

r 
que  les  deux  racines  conjuguées  a  et  ^  deviendront  a  —  — 

r  r  r 

et a — —-= — a-f-r-  ;  ainsi  l'équation  transformée  aura 

p  2p  *  2p 

ses  racines  égales  2  à  2  et  de  signes  contraires,  donc  elle  sera 

réductible  à  une  équation  de  degré  sous-double.  ji^^i 

4.  Examinons  actuellement  quelques  cas  particuliers  du 
problème  que  nous  venons  de  développer ,  et  spécialement 
ceux  que  Ton  considère  le  plus  souvent  dans  les  examens. 

L'équation  cj>(jc)=o  a  d^ux  racines  égales  et  de  signes  con- 
traires :  trouver  ces  racines. 

Ici  r=0  et  q=-{-p^  de  sorte  que  l'on  résoudra  le  problème 
en  cherchant  leP  G.  C.  diviseur  entre  les  premiers  membres 
des  équations 
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-^(:r)  =  0  et  y(-j:)  =  On. 
Mais  j'observe  qu*au  système  de  ces  deux  équations  on  peut 
substituer  le  système  formé  de  leur  somme  et  de  leur  diiïë- 
rence  :  or,  si  la  proposée  est  de  degré  pair,  la  somme  ne 
renfermera  que  des  termes  de  degré  pair ,  et  la  difTérence 
ne  renfermant,  au  contrairo,  que  des  termes  de  degré  impair, 
on  pourra  la  diviser  par  jt*,  ce  qui  ramènera  à  une  équation 
.dont  tous  les  termes  auront  des  exposants  pairs.  Tl  en  serait 
de  même  si  la  proposée  était  de  degré  impair  ;  donc,  on  pourra 
substituer  ainsi  au  système  deséquai ions  f(j:)=0  et  v( — Jr)=r0, 
le  système  de  deux  autres  équations  dont  tous  les  ternies 
seront  de  dogr^air ,  de  sorte  que  les  restes  que  Ton  obtien- 
dra en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  leurs 
premiers  membres  seront  aussi  de  cette  même  forme.  Le 
nombre  des  solutions  de  la  question  sera  ainsi  Marqué  par 
la  moitié  du  degré  du  plus  grand  commun  diviseur  trouvé. 

5.  TYouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  les  coefji- 
dents  indéterminés  d'une  équation  ^  (:r)  =  0  pour  que  deux  de 
ses  racines  soient  dans  le  rapport  deiaq. 

Il  suffira  de  supposer  r  =  Oei  p  = —  1  dans  la  question  du 
n'^S,  ce  qui  conduira  à  chercher  le  P.  G.  C.  diviseur  des  deux 

polynômes  ^{x)  cifl—j,  et  à  égaler  à  zéro  le  reste  indé- 
pendant de  X  (*•). 


(  ')  Poar  (railer  la  question  direclement ,  ei  c'est  ce  qu'il  faut  toujoun  r<iirc 
dans  on  examen,  on  dira  .*  Si  je  transforme  la  proposée  en  une  autre  dont  les 
raeines  soient  égales  et  de  signes  contraires  aux  siennes,  j'obtiendrai  une 
cqiMtioii  ?(— x}— 0  qui  aura  deux  racines  communes  avec  la  proposée  ^'^or)— o, 
de  sorte  que  leurs  premiers  membres  auront  un  commun  diviseur  du  2*  degré, 
qaf,egaléà  zéro,  fournira  ane  équation  dont  les  racines  résoudront  le  problème. 

{**)  Pour  traiter  cette  question  à  priori,  nous  dirons.-  SI  nous  transformons  la 
proposée  en  une  autre  dont  les  racines  soient  9  fois  plus  grandes,  nous  obtien- 
drons une  équation  ^l  --  j-«oqui  aura  une  racine  commune  avec  la  proposée 

9(x)«>o,  de  sorte  que  leurs  premiers  membres  auront  an  commun  diviseur  du 
I"  degré,  ele. 
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6.  Si  l'on  roulait  quil  y  eAtn  couple»  de  racines,  dont  le 
rapport  fût  q,  on  observerait  que  le  P.  G.  C.  diviseur  des 

polynômes  <f  {x)  cl  ^  (  -  j  devrait  être  alors  du  /i«^"^  degré, 

de  sorte  qu*il  faudrait  égaler  à  zéro  les  coeflicients  des  di- 
verses puissances  de  x  dans  le  reste  correspondant , 

ce  qui  donnerait  les  n  équations  de  condition , 

A,  =0,  A,=  0,...       A„  =  0. 

Mais  si  le  rapport  g  n'est  pas  donné ,  ce  qui  arrivera  si  ton 
demande  seulement  que  â  n  racines  de  ?  (j:)  ^  0  forment  une 
suite  de  rapports  égaux ,  on  observera  que  les  n  équations 
précédentes  devront  être  vériQées  par  une  môme  valeur  ûeq, 
de  sorte  quêteurs  premiers  mcmbresdoivcnt  avoir  un  commun 
diviseur  ;  on  cherchera  donc  le  P.  6.  G .  diviseur  entre  deux  de  ces 
premiers  membres,  et  on  poussera  l'opération  Jusqu'à  uq  reste 
indépendant  de  g ,  que  l'on  égalera  à  zéro  ;  puis  on  exprimera 
que  le  reste  du  1^^^  degré,  que  l'on  aura  ainsi  trouvé,  divise  les 
premiers  membres  de  toutes  les  autres  équations,  et  Tod  ob- 
tiendra ainsi  (n  —1)  équations  de  condition  qui  répondront  à 
la  question.  Elles  résultent  comme  on  voit  de  Télimination  de 
q  entre  les  n  équations  A,=0,  A,=0,....  A«=K). 


7,  Feut-on  que  toutes  les  racines  de  l'équation  ^{t)=0  far- 
metit  une  progression  par  quotient?  on  observera  qu'en  sup- 
posant cette  équation  du  degré  m ,  si  Ton  groupe  chaque 
terme  de  la  progression  avec  le  suivant,  on  formera  (m — 1) 
couples  de  racines  dont  le  rapport  est  une  certaine  quantité  g , 

de  sorte  que  le  P.  G.  C.  diviseur  entre  y  [x)  et  »  f  —\  sera  du 

degré  {m^i)  :  on  égalera  donc  à  zéro  les  coeiRcients  des  di- 
verses puissances  de  x  dans  le  reste  du  degré  (m — ^2),  et  si  7 
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est  connu,  on  aura  ainsi  (m — 1}  équations  de  condition.  Mais 
si  la  raison  n'est  pas  donnée,  il  faudra ,  comme  on  Ta  vu  tout 
à  l'heure,  éliminer  q  entre  ces  {m — 1)  équations,  ce  qui  ré- 
duira à  (/n~2)  le  nombre  des  équations  de  condition. 

8.  La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  a  toute  la  gé- 
néralité possible ,  mais  elle  a  Tinconvénient ,  qui ,  d'ailleurs, 
est  inhérent  à  la  nature  de  la  question,  d  exister  des  calculs 
très-laborieux.  Cependant  on  propose  quelquefois  dans  les 
examens  de  déterminer  la  valeur  qu'il  faut  donner  à  un 
coeflîcient  indéterminé  pour  que  1  e(iuation  résultante  ait  ses 
racines  en  progression  jçéoniétrique ,  et ,  dans  ce  cas ,  on  peut 
obtenir  cette  valeur  assez  vite  de  la  manière  suivante  :  soit^ 
par  exemple ,  l'équation 

qui  doit  avoir  ses  racines  en  progression  par  quotient  au  moyen 
d'une  détermination  convenable  de  C.  Soit  q  la  raison ,  les 
quatre  racines  seront  de  la  forme 

r/,       aq,       aq*^       aq^\ 

et  on  aura  ainsi 

a^q*^  =  ^  =  4  ,        d'où       aq  '  =  \/2  ; 

donc ,  en  transformant  la  proposée  en  une  autre  dont  les 

racinessoient  égales  aux  siennes  divisées  par  1^2,  les  racines 
de  cette  nouvelle  équation 

seront 

c'est-à-dire  réciproques  et  en  progression  par  quotient.  Si 
donc  le  coeflîcient  indéterminé  ne  portait  pas  sur  le  terme 
du  milieu,  il  serait  immédiatement  déterminé,  en  écrivant 
que  cette  équation  est  réciproque.  Comment  donc  faire  dans  le 
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cas  actuel  i  Posons  ^4"  ^  =  ^  ♦  et  l'équation  résultante 

4s'  — 15V/^3+C— 8=  0, 
aura  pour  racines 

-        1  '1 

q  q 

Mais  si  Ton  représente  7'+  —  par  7,  on  trouve  facilement 

(lue  r/'H r  ='/— 3'/,  de  sorte  que 

,      „     ,  XhV'l 

Donc  les  équations 

4z'— i5\/2.=+C— 8  =  0, 

-    ^" — r^  — "» 

ont  la  racine  commune  7  ;  donc ,  leurs  premiers  membres 
doivent  avoir  un  Tacteur  commun,  ce  qui  déterminera  C.  Si 
Ton  cherche  ce  facteur  commun  on  trouvera  facilement  que 
le  reste  indépendant  de  z  donne  : 

C^  — 8C'  +  450C  — 2:>5.-217  =0, 

équation  qui  a  35  pour  seule  racine  réelle.  Yeut-on  mainte- 
nant résoudre  réquation 

2j:*— 15jr5+35x'  — 30:c+8=  0. 
On  résoudra  Téquation  4s'— 15|/2.a-f-35 — 8=0,  ce  qui 

donnera  z=  — ^r  et  ;:=  — _  ;  puis  on  substituera  succès- 
2  V/2  V'I 

sivement  ces  valeurs  dans  Téquation  yA —  =2,  et  on  trou- 

'     y 

vera  ainsi 

2I/2  V/2 
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et  enfin ,  en  multipliant  ces  quatre  valeurs  par  l/^ ,  on  ob- 
tiendra les  racines  de  la  proposée  7,1,2,4. 

9.  On  sait  qu'une  équation  du  degré  m  a  ses  racines  en  prth 
gressionpar^qiMtient:  on  propose  de  déterminer  ces  racines. 

Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  la  raison  sera  ou 
ne  sera  pas  donnée. 

l«r  cas.  Soit  q  la  raison ,  les  m  racines  de  la  proposée  pour- 
ront être  représentées  par 

Cela  posé,  si  Ton  en  fait  le  produit,  on  trouvera  qu*il  est 

égal  à  a'^q  3  ;  mais  ce  produit  est  égal  au  dernier  terme 
de  réquation  proposée ,  pris  avec  son  signe ,  ou  avec  un  signe 
contraire,  suivant  qu'elle  est  de  degré  pair,  ou  impair  ;  donc,  en 
appelant  U  ce  produit  qui  nous  est  connu ,  nous  aurons  : 

a'^q    1     =U,  d'où  aq  i  =kU,  et  partant  a=   ^       ; 

ce  qui  fera  connaître  une  des  racines  extrêmes,  et  par  suite 
toutes  les  autres.  On  trouvera  m  valeurs  pour  a ,  mais  il  sera 
(iicile  de  distinguer  parmi  ces  m  valeurs  celle  qui  vérifie  la 
proposée. 

Remarquons  que  si  m  est  impair  et  égal  à  â/i-fl ,  la  quan- 
tité aq  3  devient  aq""  ;  donc,  on  obtiendra  la  racine  moyenne^ 
en  extrayant  la  racine  m^^^  du  dernier  terme  de  réquation,  pris 
en  iigne  contraire. 

Cette  remarque  fournit  le  moyen  le  plus  simple  d'exprimer 
que  les  trois  racines  de  V équation 

sont  en  progression  par  quotient.  En  effet ,  la  racine  moyenne 

AXfl.  DE  MaTHIM.  I.  8 
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devant  être  égale  k  la  racine  cubique  du  produit  det  trob  ra- 
cines, il  foudre  que  P^  yérifie  cette  équation  :  ainsi ,  on 
de?ra  avoir 

C— AV^ê+Bp^-C=0. 

ou  ce  qui  revient  au  même  : 

P'cIb— aP^)  =  0. 

Or  C  n*est  pas  nul,  sans  quoi  la  racine  moyenne  étant  léro , 
les  deux  autres  seraient  aussi  égales  à  zéro  ;  donc ,  il  fout  que 

B  — A^^=0,      ou  bien  que      B'— AH:  =  0. 

Cette  condition  est  suffisante ,  cat-  si  Ton  désigne  les  racines 
de  la  proposée  par  a ,  A ,  c,  elle  exprime  que  l/abc  est  une 
de  ces  racines ,  et  est  par  conséquent  égale  à  A  »  par  exemple  ; 

donc  ^abcrs:bi  d*où  b^ssac,  et  par  suite  H  al  bl  c. 

Si  Ac=0,  la  condition  B^— A^C^^iO  se  réduit  à  B=«,  de 
sorte  que  Téquation  proposée  est  alors 

et  en  eiïet,  en  appelant  «  une  des  racines  cubiques  imagi- 
néires  dé  Tunité,  les  racines  de^cette  équation  sont  : 

2*  Cas.  Appelons  q  la  raison  inconnue  de  la  progression,  nous 
an)ns  vu ,  (7),  que  les  deux  équations 


y(x)  =  0,      ff 


(!)=«• 


devaient  avoir  les  (m— 1)  racines  communes  aq^  aq* aq^^\ 

qui  sont  celles  de  Téquation  formée  en  égalant  leur  P.  G.  G. 
diviseur  à  zéro;  on  chercbera  doùè  ce  P.  G.  C.  diviseur ,  et 
on  écrira  que  le  reste  du  (m — 2)i^^  degré, 


A,x*^+'^**~^+"-  +  A*-»  7 
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tii  identktuemeiit  Ni,  «e  qui  dohtiera  les  (m— 1)  équations 
de  condition  >^ 

A,£=0,      A,5=sO,...    A«-,  î=0, 

qui  de? ront  afoir  pour  racine  commune  la  raison  q  de  la 
progression.  Mais  comme  il  n'y  a  pas  de  motif  pour  regarder 
cette  progression  comme  étant  croissante  plutAt  que  décrois- 
sante, eDes  auront  aussi  la  racine  commune  -  ;  de  sorte  que 

leurs  premiers  membres  auront  un  commun  diviseur  du 
deuxième  degré ,  lequel  sera  le  coefficient  A,  de  x  dans  le 

preniier  tehne  du  reste  A,*^+A,x*"'-f-—-f'^^«»  ^^  ^ 
coefficient  est  du  deuxième  degré  par  rapport  kg  :  on  réga- 
lera donc  à  zéro»  ce  qui  fournira  une  équation  d*où  Ton 
tirera  la  valeur  de  7,  et  on  rentrera  ainsi  dans  le  premier 
cas;  mais  il  sera  plus  simple  de  remplacer  q  par  sa  valeur , 
dans  réquation  formée ,  en  égalant  à  zéro  le  quotient  de  la 
division  de  <p(j:)  par  le  reste  du  (/»— 1)^*™*  degré»  car  on 
aiiira  ainsi  très-simplement  une  des  radnes  extrêmes. 
J*ai  dit  qu»  A, ,  est  du  second  degré  par  rapport  à  9  .*  en 

effiBt ,  réquation  (p(x)=:0,  étant 

• 

x'^4-Aa:*^-fBx"^*-f-CLr"-ï-f-..--f-U=0, 

on  aura 

donc 

Ce  polynAme  doit  donc  diviser  f  (x) ,  ou ,  pour  éviter  les  quo- 
tients fractionnaires,  k*.f(x).  Le  premier  terme  du  quotient 
Ae  leur  division  sera  Ax,  et  le  reste  correspondant 

A[A'— B(y.|-l)]x*^*4-A[AB-.%*-hî+l)}x*-'+ 
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Le  second  ternie  de  cequotient  sera  A' — B{q-^i),  de  sorte  que 
le  coeflQcient  de  jcTT*  dans  le  reste  sera 


A.  =  A[AB-C(^'+ç+1)]-B(çr  +  |)[A'-.B(y+1)], 

c*est-è*-dire  du  second  degré  par  rapport  à  7. 
Exemple.  Résoudre  Féquation 

dont  les  racines  sont  en  progression  par  quotient. 
On  aura 

Le  quotient  de  la  division  de  ff{x)  par  ce  polynAme  est 
x-^-iikq — 31),etle reste  a  pourcoefldcientdesonpremiertenne 
310(2^'— &?+^).  Égalant  ce  reste  à  zéro,  on  en  tire  ^=2 
et  q=  \  ;  remarquons  que  comme  on  a  multiplié  le  second 

14^—31 
dividende  partiel  par  3,  Téquation  ^4-  — i- —  =0,  donnera 

ô 


la  première  racine.  En  faisant  ^=2,  on  trouve  x=i ,  et  ainsi* 
les  quatre  racines  sont  1 ,  2,  4^»  8. 

Cette  méthode  est  générale,  et  n'exige  pas  la  résolution  d'une 
équation  de  degré  supérieur  au  second. 

10.  Trouver  les  relaiUms  qui  doivent  exister  entre  les  coeffi- 
cients indéterminés  de  l'équation  ^{x)=zO ,  pour  qu'elle  ait  n  m- 
cines  en  progression  par  quotient. 

La  méthode  du  n*  7  ne  pourrait  pas  conduire  à  la  solution 
de  ce  problème ,  de  m(!mc  que  le  principe  fondamental  de  la 
théorie  des  racines  égales  ne  peut  pas  servir  à  exprimer  qu'une 
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équation  à  coeiliclents  indéterminés  a  uno  racine  de  1  ordre  n  \ 
nous  dirons  donc  :  soient  a^aq,  aq^.,.  cuf"'  les  n  racines 
qui  doivent  être  en  progression  par  quotient,  si  l*on  trans- 
rorme  successivement  Téquation  proposée  7(x)=0 ,  en  {n — 1) 
autres  équations  dont  les  racines  soient  respectivement  égales 
à  celles  de  la  proposée  multipliées  par  q ,  7*,  q^y.-.q'^i  U  est 
clair  que  les  n  équations 


auront  la  racine  commune  09  ;  donc,  leurs  premiers  mem- 
bres doivent  avoir  un  commun  diviseur.  En  conséquence,  on 

cherchera  le  P.  G.  C.  diviscurentre  y(j:}ct  n  —  },on  poussera 

Topération  Jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé  &  un  reste  R ,  indépen- 
dant de  x,  et  on  l'égalera  à  zéro;  puis  on  exprimera  que  le 
reste  précédent  divise  tous  les  autres  polynômes,  et  on 
obtiendra  aimlles  (n — ^1)  équations  de  conditions  : 


R,  =  0,      R.  =  0,      R,«.,  =0, 

qui  résoudront  le  problème ,  si  la  raison  q  est  donnée  ;  sinon , 
on  éliminera  cette  inconnue  entre  elles ,  et  on  trouvera  ainsi 
(n—  2  )  équations  de  conditions. 

il.  Si  ^équation,  f[x)=Q,  a  n  racines  en  progresrion  par 
quoiient  et  que  Van  veuilk  déterminer  ces  racines ,  on  cher- 
chera le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynAmes 

y  f  1^)  et  f  f  -T^  j  ;  on  en  trouvera  un  du  premier  degré, 

dia  proposée  n'a  pas  plusieurs  systèmes  de  n  racines  en  pro- 
gression géométrique,  et,  en  l'égalant  à  zéro,  on  formera  uno 
équation  qui  fera  connaître  Tune  des  racines  extrêmes ,  et  ii 
sera  facile  d'en  déduire  les  autres,  puisque  nous  supposons 
que  la  raison  est  connue. 
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Mais  si  la  raison  n*est  pas  donnée,  on  0evra  chercher  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  n  poljfnAmes 

et  on  arrirera  ainsi  à  {n —  1)  restes 

lesquels  devront  être  anéantis  par  la  valeur  inconnue  de  g  el 

de  -  .  En  conséquence,  on  cherchera  le  plus  grand  commun  di- 

Tiseur  de  ces  restes,  et  on  en  trouvera  un  du  deuxième  degré. 
On  régalera  à  zéro  et  on  en  tirera  la  valeur  de  la  raison.  Sub- 
stituant cette  valeur  dans  Téquation  formée  en  égalant  à  làwo 
le  plus  grand  commun  diriseur  de  nos  n  polynômes 

»W'  '(?)'  '(?) '(^) 

on  en  déduira  la  valeur  de  la  plus  grande  et  de  Ja  plus  petite 
des  racines  chélrchées. 

12.  Il  est  évident  que  tout  ce  que  nous  avons  dit,  aux  nu~ 
méros  5,  6,  7, 8, 9, 10  et  11  s'appliquera  très-bien  aux  équa- 
tions'dont  les  racine»  seraient  en  tout  ou  en  partie  en  propor- 
tion ou  en  progression  par  différence  ;  nous  nous  f)|q>enseroiis 
donc  de  parler  de  ces  équations.  Toutefois,  nous  indiquerons 
la  méthode  suivante  pour  résoudre  une  équation  algébrique 
dont  les  racines  seraient  en  progression  par  diBifirence,  parce 
qu*elle  offrira  une  application  intéressante  de  la  mitkoiB  ie» 
eoefficients  indétermmiê.  Soient 

réquatioo  proposée,  a  la  première  de  ses  racines  et  r  la  raison  : 
on  sait  d*abord  que 
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D*UD  autre  côté ,  il  est  éyident  que  si  du  carré  du  eoefloient 
du  deuxième  ten^e  ou  retranche  le  dçuble  d^  celui  du  troi- 
sième, le  reste  P,*— 2P.  sera  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
racines.  Cherchons  donc  comment  cette  somme  est  composée 
en  a  e(  en  r,  car  nous  obtiendrons  de  cette  manière  une  se- 
conde équation  entre  ces  deux  inconnues.  J*obser?e  d*abord 
que  la  formule  (1)  nous  montre  que  la  somme  des  premières 
piriimnces  des  racines  de  ia  proposée  est  une  fonction  de  m  de 
la  forme 

iiest  ddhc  nature!  de  penser  que  la  somme  S.  de  leurs  se- 

eomles  puissances  est  de  la  forme  km^'\''Rm*-\-Cm,  de  ^^e 

que 

S.  =?  Am)-|-Bi»*-f  Cm, 

A,  B,  C,  étant  des  coefficients  indéterminé  dont  il  s*agit  de 
trouYer  les  valeurs.  Or,  si  l'on  scoute  un  t^fi^e  de  plus  a-\-mr 
à  la  progression,  il  fiiudra  que  la  somme  des  carrés  des  termes 
de  la  nouvelle  progression  se  déduise  de  la  formule  précédente 
^pn  y  changeant  m  en  {jrn-^-i);  donc  09  aura 

S,-S^(d+mr)*=A(m+l)î+B{i?i+l)'+C(«i+l). 

•  ^j£     .  ■*' 
RetraÉRbant  de  cette  équation  la  précédente»  il  viendra, 

toutes  réductions  Dutes> 

a'+ilanii+r'»'=A(Si»*+|m-f  l)+B(2m-fl)+C, 

équation  qui  doit  être  vraie  ^  J|BÉo  que  soit  la  valeur  que 
Ton  assigne  à  m  ;  donc ,  les  coeflMB|(||^  OK^nies  puissances 
de  m  dans  les  d^ux  membres  doiveiii  ètré^^fjfM  ;  doih<ft 

Zk  =  f^,      3A+2B=2flr,    "A+B+G=û% 
d'où 

^^^'       *=— 2"'       ^  = 6 ' 
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et  par  conséquent 

d«= ^  V  ;  f«  •  •  •      W 

ainsi ,  la  seconda  équation  du  problème  sera  i: 

(2m5  —  3m*  -f  m)  r»  -[-»  {6am*—6am)  r  +  6^'^ 
P.'— 2P.= g  , 

OU  bien  •  '  ^ 

ii*+(m— 1)tfrH '—r^= -*-. 

Retranchons  de  cette  équation  Te  carré  de  (1)  mise  sous  la 

forme  !%• 

m-l  P.  ^ 

2  m 


il  viendra 


m'^^i  P;(in— 1)— 2P^ 

2».3  m*  ' 


\-  « 


d'où 


m  m*—\  v% 

et  par  conséquent  -  ^ 

13.  Im  méthode  des  eœffMeKfiiê  indéterminéÊ^  que  p<m9  avons 
suivie  pour  arrirer  à  la  foi)|niJe  (2),  esttfiie  des  pldf  lêcondes 

(*)  Sltunt  oeCléf^Aaale  on  aupsose  fl»»3,  elle  donne 

Sa— ri +8«r  +  ÎW«— oJ  +  (o+r)«  ; 

done  elle  est  vraie  poar  m— 9;  mais  il  réaulte  de  la  méthode  même  qui  noua  y 
a  coudait  que  si  elle  est  vraie  pour  une  certaine  valeur  de  m^  elle  Test  pour  la 
valeur  suivante  de  cette  quantité  ;  donc  elle  est  générale. 
Si  on  suppose  a  Hf  égaux  à  Tunité ,  on  trouvera  pour  eipression  de  la  somme 

.     1»(lll+l)(2«l+l) 

des  carrés  des  m  premiers  nombres  entiers  la  formule  — ■ 


J 


:V' 
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de  Talgèbre ,  et  nous  allons  remployer  encore  pour  résoudre 
la  question  suivante,  que  nous  avons  vu  faire  dans  les  examens  : 
On  sait  que  k  volume  (Tun  segment  sphérique  est  une  fonetUm 
du  troisième  degré  de  sa  hauteur ,  déterminer  cette  fonction. 
Soit  h  la  hauteur  du  segment;  puisqu'il  doit  (tre  nul  pour 
h=0,]8i fonction  demandée  est  nécessairement  de  la  forme 

A,  By  G,  étant  trois  coefficients  indéterminés  dont  il  s*agit  de 
trouver  les  valeurs.  11  faut  donc  nous  procurer  trois  équations 
entre  ces  trois  inconnues.  Mais  j*observe  que  suivant  que  l'on 
supposera  h  égal  au  rayon  r,  ou  au  diamètre  Sr  de  la  sphère  à 
laquelle  appartient  le  segment ,  la  fonction  précédente  devra 

se  réduire  h  -wr*  ou  à  -^nr^  ;  donc 

Arî-f  Bf^+  Cr=|7rr3,     ou       Ar*+  Br+C=i»rr^, 
8Ar3+4Br*+20==Affr3,     ou    4Ar'+2Br+C=i7rf^. 

Enfln^  le  volume  dn  segment  doit  être  maximum  pour  A=2r, 

ainri  eetto  valeur  de  ^dgit  anéantir  la  dérivée  de  la  fonction 

demandée  ;  donc  »  * 

12Ar'+4Br+C=0. 

On  tirera  facilement  de  ces  trois  équations  : 

C  =  0,       A=— i»r,      B  =  ïrr, 

de  sorte  que  la  fonction  demandée  est 

AA3+BA'+(»  =  J7rA'(3r  -  h), 
et  c'est  effectivement  là  rexpression  du  volume  du  segment 
sphérique, 

P.  L.  CiKODDE. 
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BINOME  DB  NEWTON. 

Dans  la  démonstration  de  la  formule  du  Bin6me  (  page  ik3), 
on  a  implicitement  supposé  que  les  coefficients  a,  fr,  c,  etc.. 
sont  indépendants  de  m,  c'est-à-dire  que  les  valeurs  numé- 
riques de  ces  coefficients  restent  constantes,  quelle  que  soit  la 
?aleur  entière  attribuée  à  m,  et  dépendent  uniquement  des 
rangs  occupés  par  les  termes  que  Ton  considère  dans  le  déve- 
loppement ordonné»  Ainsi ,  par  exemple,  ayant  reconnu  que 
a:=i,  lorsque  i7t=l ,  on  a  admis  que  a  reste  égal  à  1 ,  lorsque 
m  devient  successivement  2.3,  etc.  C'est  ce  qu*il  faut  encore 
démontrer. 

En  considérant  les  coefficients  a,  6,  c,etc.,  comme  des  fonc- 
tions de  //»,  que  nous  représentons  pary][/7t),  ^(m),  etc.,  Tégalité 

(a:-)-a)*=j:*+/na.a:r*^-]-wi(/» — l)é.«*j:*'"'+  etc., 

obtenue  (page  hS)  peut  s*écrir»yi&  la  forme  : 

(x+«r==x"+m/^(m).aj:'*~*+OT(m— l)(p(/?i)  .a*  j:"^*+  etc. 

Remplaçons,  dans  cette  dernière  égalité,  m  par  m-l-l, 
nous  aurons  : 

D'ailleurs,  en  multipliant  par  (x-f-a)  les  deux  membres  de 
l'égalité ,  (ar+a)"'=  j:*+  etc. ,  on  trouve  : 

(x-fa)"+*=:r*^+iii/(/»)  1   ox"+i».(«— 1  ){(wO   1  a'x"^'+ctc. 


Les  coefficients  des  mômes  puissances  de  x  dans  les  déve- 
loppements de  (j:-{-a)'"'^\  doivent  être  égaux  entre  eux,  on  a 
donc  : 

(m+l)ç(/n+l)  =  (m-l)y(m)+/(//i), 
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L'égalité   {w+J)/I/îi+l)=m/(m)+l ,    montre  que   si 

/(w)=i,  on  a  de  mêmey  (/ii+l)=l.  Or,/(//i)=l,  lorsque 

m=i  (page  43);  donc/(2)=l,/(3)=l,  etc.,  c'est-à-dire 

que  le  coefficient  a  reste  constamment  égal  à  1 ,  quelle  que 

Mdt  la  valeur  entière  positive  attribuée  à  m. 

Puisqu'on  a  généralement  /(  m)^i  •  Tégalité  (  m+i  ) 
y(/ii+l)=(i»i-.l)ç(w)4-/(i»i)  se  réduit  à  (m+i)y(/»+l)= 
(91 — 1;|  f(;i})-f-l.  Et  9  sous  cette  forme  9  elle  montre  que  si 
f(jR}=s^,  oaa  de  même  f(/7i-{-l]=T-  Or,  f(m)s=^,  lorsque 
m=a  (page 43);  donc,  f(3)s=i,  ^(4),=^,  etc.  Ainsi,  la  va- 
leur de  fr  est  indépendante  de  la  valeur  entière  attribuée 
km. 

On  démontre  do  môme  que  les  coefficients  c,  </,  etc.,  ont 
des  valeurs  indépendantes  du  degré  m  do  la  puissance  du 
Hnâme. 

Rectification. 

Page  66.  C'est  M.  le  professeur  Finck  qui,  le  premier,  a  in  - 
troduit  dans  les  éléments  la  division  ordonnée  de  Fourrier, 
(Voirie  Traité  élémentaire  d'arithmétique,  page  88,  Stras- 
bourg, 1841.) 


ANALYSE  D'OUVRAGES. 


SOLUTION  OF    TUE   QUADRATURE  OF  THE   GIRGLE ,    1841 

(mars).  — Solution  de  la  quadrature  du  cercle.  Edimbourg, 
în-8odellp.L*autcurdccctopu8culeanonymecstM.Maccook, 
d'Edimbourg.  (  Compte  rendu  de  l'Académie  des  sciences , 
10janvierl841,p.  75.) 

Nous  ne  nous  occuperons  de  cette  solution  que  pour  bien 
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établir  l*état  de  la  question  sur  laquelle  il  règne  des  idées  qui 
ont  besoin  de  quelques  éclaircissements.  Distinguons  d^abord 
ce  qui  est  parfaitement  démontré  et  définitivement  acquis  à 
la  science. 

1"  La  longueur  d'une  circonférence  quelconque  divisée  par 
son  diamètre  donne  toujours  le  mémo  quotient. 

2^  La  surface  d*un  cercle  quelconque ,  divisée  par  le  carré 
du  rayon ,  donne  encore  un  quotient  constant,  égal  au  pr6* 
cèdent.  La  première  proposition  est  due  à  Archimède,  e|la 
seconde  est  énoncée  dansEuclide  (lir.  XU,  prop.  2);  mais 
ridentité  des  deux  quotients  n*a  été  établie  que  par.  le 
géomètre  de  Syracuse,  qui  a  découvert,  encore  le  premier,  que 
ce  quotient  est  compris  entre  3^^  et  37-,.  (  Archimède,  Mesure 
de  la  circonférence  et  du  cercle ,  prop.  2.  )  Les  modernes  dési- 
gnent c«  quotient  par  la  lettre  grecque  ic;  on  sait  que  Vc^,  -, 
géomètre  autrichien ,  a  calculé  la  valeur  de tt  avec  lU)  flguvei:..- 
décimales,  dont  126  sont  garanties  (*),  ce  sont  celles  de  Lagnig-. 

3?  Lambert  a  démontré,  dans  le  dernier  siècle,  que  dans 
aucun  système  de  numération ,  il  n'est  possible  d'écrire  k  avec 
un  nombre  fini  de  chifTIres;  en  d'autres  termes,  que  ir  est  un 
nombre  irrationnel.  (Voir  Legendre,  GéaméÊrie ,  uoie  IV.) 

^°  Le  même  analyste  a  démontré  qu'en  élevant  tt  au  carré,, 
on  forme  encore  un  nombre  irrationnd. 

Ainsi ,  tous  ceux  qui  cherchent  à  exprimer  n  ou  ir*  par  un 
nombre  fini  de  chiiTres ,  montrent  qu'ils  ne  sont  pas  au  oou- 
rant  des  connaissances  acquises. 

Il  n'est  pas  démontré  que  ir,  élevé  à  une  puissance  supé- 
rieure à  la  seconde,  ne  puisse  être  un  nombre  rationnel.  En 
général^  on  n'a  aucune  preuve  que  it  ne  puisse  étro  la  racine 
d'une  équation  algébrique ,  IÛt«llc  même  du  second  degré , 


(*)  Vega  (Georgii).   Tabulw  hgarUhmico'trigonomeIrieœ.  Lipsir,  1791. 
Tome  I,  appendix ,  p.  408. 
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mais  à  trois  termes.  De  sorte  qu'il  n'est  pas  démontré  qu'on 
ne  puisK  trouif  er,  par  la  règle  et  le  compas ,  une  droite  ayant 
même  longueur  que  la  circonférence,  ou  un  carré  ayant 
même  aire  que  le  cercle.  On  sait  seulement  que  cette  droite, 
si  die  existe,  est  incommensurable,  à  regard  du  rayon;  il  en 
est  de  même  du  c6té  du  carré  ;  toutefois ,  il  est  de  toute  certi- 
tude qu'une  droite ,  croissant  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini ,  il  y 
a  un  instant  où  elle  parvient  à  une  longueur  égale  à  une  cir- 
conférence donnée  ;  mais  cette  longueur  est-elle  racine  d'une 
équation  algébrique  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 
algébriques  du  rayon  ?  Ce  n'est  pas  probable.  Voici  quelques 
conjectures  à  ce  sujet.  Il  est  démontré ,  le  rayon  étant  pris 
pour  unité,  que  lorsque  un  arc  divisé  par  la  circonférence 
donne  un  quotient  rationnel  qui  n'est  ni  ^ ,  ni  ^ ,  la  corde  de 
cet  arc  est  incommensurable  (*);  autrement,  les  périmètres 
de  tous  les  polygones  réguliers  inscrits ,  l'hexagone  excepté , 
sont  incommensurables  et  sont  racines  d'une  équation  d'un 
d^;ré  d'autant  plus  élevé  que  le  polygone  a  plus  de  côtés  ;  de 
sorte  qu'à  la  limite ,  pour  la  circonférence ,  il  paraîtrait  que  ce 
degré  devrait  être  infini,  ce  qui  est  précisément  le  caractère 
de»  équations  transcendantes. 

Les  personnes  qui  sont  à  la  poursuite  d'équations  algébri- 
ques »  sans  précisément  se  livrer  à  des  opérations  absurdes, 
risquent  de  perdre  leur  temps,  qu'elles  emploieraient  mieux  en 
cherchant  à  démontrer  rigoureusement  l'impossibilité  de  ces 
sortes  d'équations  ;  ce  qui  est  encore  un  desideratum. 

H-  Maccook  appartient  à  cette  seconde  classe  éecadrateurs, 
et  procède  ainsi  :  il  inscrit  un  carré  dans  une  circonférence , 
mène  les  deux  diagonales  et  les  deux  diamètres  perpendicu- 
laires aux  cAtés  ;  il  fait  tourner  autour  de  chaque  c6té  du  carré, 
l'arc  de 90^ qu'il  sou»-tend  ;  le  cercle  se  trouve  ainsi  partagé  en 

(  *  )  Journal  de  Liouvillc. 
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seiie  demi  segmeots  égaut  et  en  huit  triAngl<)s  miiitiiigDes 
égaux  ;  et  ehaque  cadran  reuterine  qtatrë  deini'^egtbeats  et 
deux  secteurs]  combinant  ensemble  ces  demi-«egments  etces 
triangles,  en  les  Juxtaposant,  en  les  superposant ,  retran- 
chant^ ^Joutant,  il  croit  être  parvenu  à  un  trapèze  équiva- 
lent à  la  huitième  partie  du  cercle.  Adoptant  son  résultat,  on 

trouve  qu'on  devrait  avoir  ir=s2(l4-y  8^^ — fi);  faisant 

le  calcul»  la  valeur  de  n  est  fausse  dès  la  seconde  décimale. 

On  est  dispensé  de  discuter  la  validité  des  raisonnements  de 

Fauteur. 

Th. 


THÉORÈMES  À  DÉMONTRER.  —  PROBLÈMES. 


1.  Si  les  distances  des  trois  sommets  d*un  triangle ,  ABC, 
au  centre  du  cercle  inscrit ,  sont  proportionnelles  aux  dis- 
tances des  trois  sommets  d*un  autre  triangle ,  abc^  au  centre 
du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle;  les  deux  triangles  ABC, 
abc,  seront  semblables. 

2.  Quel  est  le  nUnimum  du  rapport  du  rayon  de  la  q>hèt« 
circonscrite  a  un  tétraèdre,  au  rayon  de  la  sphère  inscrite? 

3.  On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  0  dahs  rintéricur  de 
ce  triangle.  Le  point  0  étant  considéré  comme  une  bille  infi- 
niment petite ,  et  le  périmètre  du  triangle ,  comme  une  ligne 
matérielle  parfaitement  élastique  ;  on  propose  de  déterminer 
sur  le  c6té  AC  du  triangle ,  un  point  F  tel  que  la  tbille  dirigée 
de  0  vers  F,  revienne  à  ce  même  point  F,  après  s*6tre  réfléchie 
successivement  sur  les  deux  autres  cAtés  AB,  BC,  du  triangle. 
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4.  QIM  Ml  te  plus  grand  angle  que  Ton  putese  inscrire  dans 
ail  aegitent  donné  d'une  oourbe  du  second  degré? 

I«  Oftd  M  le  plus  court  chemin  d*un  point  à  un  autre , 
en  passant  par  deui  droites  situées  dans  l'espace  ? 

6.  On  donne  dnq  points  d'Une  oourbe  du  second  degré,  et 
une  droite  située  sur  le  plan  des  cinq  points  donnés  :  déter- 
miner les  points  de  renconti^e  de  la  courbe  et  de  la  droite. 

7.  Construire  les  aies  d'une  hyperbole  équilatère  dMt  on 
donne  quatre  points. 

6.  Décrire  une  hyperbole  équilatère  tangente  à  quatre 
droilee  données. 


ANNONCES. 


Passot  (F.).  A  M.  U  président  de  V Académie  royale  des 
teientei.  In-4*  de  8  pages. 

Danscette  lettre.consacrééàune  polémiqueavecM.Combes, 
an  tqiet  d'expériences  d'hydraulique ,  l'auteur  argue  de  faux 
Texpresnon  ordinairement  employée  pour  mesurer  la  force 
oentriftige  dans  le  cercle.  U  nie  que  dans  le  mouvement  cur- 
Tiligfle«  on  puisse  «  pour  mesurer  la  force  accélératrice,  la  re- 
garder comme  constante  pendant  deux  instants  consécutifs 
égaux.  Les  raisonnements  de  l'auteur  tendent ,  au  contraire , 
à  Justifier  cette  hypothj^  et  cette  expression. 

Passot  (F.)  Répmse  à  une  ohjecHon  sur  l'exaetUude  de  la 
dimansiraÉion  de  ce  théorème  :  Dans  l'analyse  des  trajectoires 
célestes,  le  temps  ne  peut  être  pris  pour  la  variable  indépen- 
dante. 1  page  in-4*. 

L'auteur  nie  encore  qu'on  puisse  comparer   — -  kd9  : 
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non  pas ,  de  ce  qu'ils  seraient  d'an  ordre  infinitésimal  diffé- 
rent, mais  parce  que  l*un  représente  un  nombre  entier  H 
Tautre  une  fraction.  Cette  réponse  n'exige  pas  de  réplique. 
(  ^oix  iV*  I ,  Annales  f  p,  60. 

Bresson  (C.)-  Traité  élémentaire  de  mécanique  appliquée 
aux  sciences  physiqties  et  aux  arts.  — Mécani^pie  des.  solides, 
lù-k^  avec  un  atlas  de  18  pK  Bachelier.  Prix  :  25  fr. 

Gauchy  (A.)-  Exercices  d'analyse  et  de  physique  matkéma^ 
tique.  Tome  deuxième ,  18&-1. 

IT  livraison  (p.  1%^  à  176).  Contient  :  1«  Note  sur  les  di- 

• 

verses  suites  que  l'on  peut  former  avec  des  termes  donnés 
[ik5  à  150  )  ;  2°  Mémoire  sur  les  fonctions  alternées  et  sur  les 
sommes  alternées  (151  à  159);  3"  Mémoire  sur  les  sommes 
alternées  connues  sous  le  nom  de  résultantes  (160  à  176}.  On 
rendra  compte  de  cette  livraison  en  même  temps  que  d'un 
mémoire  de  M.  Jacobi  sur  le  même  sujet. 

Laué  (Fleury)  La  Géométrie  enseignée  aux  Enfants. 
3'  édit.,  in-18  de  3  feuilles  et  demie.  1842. 

Lerot  (C.-F.-A).  Traité  de  la  Géométrie  descriptive, 
suivi  de  la  méthode  des  plans  cotés  et  de  la  théorie  des  engre- 
nages cylindriques  et  coniques ,  avec  une  collection  d'^mres» 
composée  de  69  pi.  in-&-\  Prix  :  20  fr.  Bachelier  et  Carilian- 
GoBury. 

Eléments  de  Géométrie ,  par  Eugène  Lionnet^  agrégé  de 
l'Université ,  professeur  de  mathématiques  au  collège  royal 
de  Louis-le-Grand. 

Les  trois  premières  livraisons ,  comprenant  la  géométrie 
plane,  sont  en  vente  chez  Dezobry,  libraire,  rue  des  Maçons- 
Sorbonne,  n*»  1,  Paris. 
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NOTICE  SUR  L'ÉLIMINATION; 

Formules  de  CRAMER. 


1.  L*année  170i  est  remarquable  par  la  mort  du  géomètre 
hollandais  Huides  »  auteur  du  théorème  sur  la  dérivée ,  dont 
on  se  sert  encore  aujourd'hui  pour  découTrir  les  racines 
égales  9  et  par  la  naissance  de  Cramer  {CkAriel)^  GenoTOis, 
qui  a  publié,  en  1750,  deux  ans  avant  sa  mort,  l'ouvrage  le 
phis  complet  que  nous  possédions  sur  l'analyse  des  lignes 
courbes  algébriques ,  et  d'où  sonttirés  tous  les  exemples  qu'on 
trouve  dans  les  ouvrages  élémentaires  (*).  L'ouvrage  est  ter- 
miné par  trois  appendices  :  le  premier  seul  doit  nous  occuper 
ici  ;  car  il  est  le  point  de  départ  de  tout  ce  qu'on  a  fait  sur 
rélimination.  Cramer  est  le  premier  qui  ait  indiqué  les 
moyens  de  résoudre  généralement  un  système  d'équations  du 
premier  degrés  à  l'aide  de  formules  qui  portent  le  nom  de 
rtnventeur.  n  est  parvenu  à  cette  importante  découverte, 
uniquement  au  moyen  d'une  notation  fort  ingénieuse,  et  la 
première  de  ce  genre.  Les  inconnues  sont  représentées  par  des 

lettres  italiques ,  et  leurs  coefficients  par  les  mêmes  lettres 

1 
capitales.  L'inconnue  x  par  exemple ,  a  X  pour  coefficient 

2 

dans  la  première  équation  ;  X  dans  la  seconde  équation,  etc., 
et  ainsides  autres  inconnues.  Ainsi,  la  lettre  indique  l'inconnue 


(*) La  même  tiiiiéa  1704,  on  pablia  rOptiqae  de  Newton,  saiTie  du  premier 
Essai  sur  la  elassiflcation  des  courbes ,  sons  le  titre  de  :  Enumeratio  linearum 
têrêHordiMê;  ee  ebef-d'OBOTre  est  commenté  et  amplifié  dans  le  tome  II  de  . 
inêroàueUo  i»  muUyHn  infiniiorwm,  ni»  ;  ces  deux  ouvrages  et  celui  de  Cra- 
mer  ont  fondé  la  géométrie  de  Descartes. 

Aaif.  nt  AIatr<m.  I.  9 
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à  laquelleelle  appartient,  et  le  chiiïre  qui  la  surmonte  Ibit  con- 
nattre  le  quantième  de  l'équation.  Cramer  donne  à  ce  chiffre, 
qui  n*est  qu'un  indice ,  le*  nom  impropre  à'eocpotmU.  Il  re 

1        2       t 

présente  les  quantités  toutes  connues  par  À,  À,  A,  etc. 

â.  Prenons  trois  équations  à  trois  inconnues ,  nous  n*aurons 
que  les  sept  lettres  x.y^z^  X,Y,  Z ,  A ,  surmontées  des  in- 
dioes  1,  2,  3.  Résolvant  ces  équations,  Tintuition  suflBitpour 
décounir  :  1*  que  les  inconnues  ont  chacune  le  même  dénomi* 
nateur  ;  2"  que  ce  dénominateur  ne  contient  pas  la  lettre  A  ; 
3"  que  chaque  terme  de  ce  dénominateur,  abstraction  faite  du 
signe,  est  le  produit  XYZ ,  les  facteurs  étant  surmontés  d'in- 
dices qu*on  obtient  en  faisant  tous  les  arrangements  possiUes 
entre  les  nombres  1,2,3;  qu*il  y  a  par  conséquent  autant  de 
termes  que  de  ces  arrangements;  V^mq  les  numérateurs  se  dé- 
duisent du  dénominateur,  en  changeantsuccessiTementlesX, 
Y,  Zy  en  A,pour  les  valeuradex,  jr^  z.La  seule  difficulté  est  de 
déterminer  les  signes  des  termes.  C*est  là  le  point  capital  delà 
question.  Voici  la  règle  qu*on  doit  à  Cramer.  Lorsque  dans 
un  arrangement,  allant  de  gauche  à  droite,  un  exposant  est 
suivi  médiatement  ou  immédiatement  d'un  exposant  plus  pe- 
tit que  lui  y  cette  succession  constitue  un  dérangement.  Si  le 
nombre  des  dérangements  est  pair,  le  terme  aura  le  signe  -f-. 
et  s'il  est  impair,  le  signe — .  Exemple:  l'arrangement  128  n'a 

1   3  3 

aucun  dérangement;  ainsi,  XYZ  a  le  signe  plus;  car  léro 
est  un  nombre  pair;  321  a  trois  dérangements;  savoir  :  deux 
pour  le  nombre  3  et  un  pour  le  nombre  2,  ainsi  le  terme 

3  3  I 

XYZ  a  le  signe  moins  ;  231  n'a  qu'un  dérangement  ;  ainsi 

2  3  1 

XYZ  a  le  signe  moins. 

3.  Cramer  ne  prend  des  exemples  que  pour  deux  et  trois 
inconnues,  et  pas  au  delà  ;  mais  il  affirme,  sans  aucune  dé- 
monstration ,  que  sa  règle  est  générale,  et  s'étend  à  un  nom- 
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bre  quelconque  dHoconnaes.  Ainsi,  son  assertion,  quoique 
vraie,  n*est  fondée  que  sur  une  simple  induction.  Il  nindique 
pas  mfime  de  procédé  pour  former  les  arrangements,  de  telle 
sorte  qu*on  soit  bien  sûr  de  ne  pas  répéter  le  même  arrange- 
ment plusieurs  fois  ;  ce  qui  peut  arriver  quand  le  nombre  des 
arrangements  estconsidérable.  Gomme  ce  procédé  ne  se  trouve 
décrit ,  que  Je  sache ,  que  dans  un  seul  ouvrage  élémen- 
taire français  peu  répandu ,  il  ne  me  paraît  pas  inutile  d*en 
dire  ici  qudquea  motaO- 

l.  Pour  flxer  ks  idées ,  supposons  qu*on  veuille  faire  tous 
les  arrangements  possibles  avec  les  cinq  nombres  1,  S,  3,  <h,  5; 
ayant  un  terme,  on  veut  savoir  quel  est  le  terme  suivant. 
Qa*on  ait,  par  exemple,  le  terme  51<h23 ,  à  commencer  par  le 
premier  chifllre  à  droite ,  on  se  dirige  de  droite  à  gauche  jus- 
qu'à ce  qu*on  rencontre  un  dérangement  ;  cela  a  lieu  au  nom- 
bre 2;  on  laisse  les  chiifres  à  gauche  de  2,  sans  rien  y  changer; 
on  remplace  2  par  le  nombre  immédiatement  plus  élevé  dis- 
ponible ,  et  on  écrit  à  droite  les  chiffres  restants  dans  l'ordre 
ascendant.  Ainsi,  le  terme  suivant  est  51^32.  Opérant  de  même 
sur  ce  terme,  il  faut  aller  jusqu'à  1  pour  rencontrer  un 
dérangement.  On  ne  touche  pas  au  5;  on  remplace  1  par  le 
chiffre  immédiatement  plus  élevé  disponible  ou  par  2,  et 
on  écrit  en  ordre  les  trois  chiffres  restants;  on  obtient  ainsi 
52134^.  On  trouve  de  même  pour  le  terme  qui  suit  celui-ci , 
52ib3;  ensuite  52314,  52341,  etc.,  et  on  parvient  finalement 
à  54321 ,  qui  ne  présente  aucun  dérangement  de  droite  à 
gauche  et  c'est  le  dernier  terme,  comme  12345  est  le  premier. 

5.  Bezout  {Etienne)  (**),  examinateur  pour  l'artillerie  et 
la  marine ,  auteur  de  deux  cours  où  brillent  une  logique 
opportune  et  des  qualités  de  style  qui  n'ont  jamais  été  éga- 
lées ,  Bezout  a  consacré  toute  sa  vie  à  la  théorie  des  équa- 


n  Manuel  d'algèbre,  p.  8o,  2«  édilioD,  I836. 

(")  Né  à  Nemoara  le  Si  mars  ITSO;  mort  le  37  septembre  1783. 
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lions,  et  prioGipaleinent  à  rÉUmination  dont  il  doit  être  re- 
gardé comme  le  principal  promoteur. 

Le  mémoire  par  lequel  il  a  débuté  est  de  176b  (*)-  Làt  il 
donne  aux  équations  de  Cramer  une  forme  qu*elles  ont  con- 
servée depuis  dans  tous  les  traités  clémentaircs.  Les  lettres 
successivesde  l'alphabet,  a^ b,  c,  etc. ,  diversement  accentuées, 
représentent  les  coeflicients  des  inconnues;  elles  n*ont  point 
d'accent  dans  la  première  équation  ;  on  seul ,  dans  la  se- 
conde ;  deux  dans  la  troisième ,  et  ainsi  de  suite.  Ce  change- 
ment de  notation  n*est  pas  heureux  ;  mais  à  la  formation  im- 
médiate du  dénominateur  général ,  il  substitue  la  méthode 
récurrente.  Il  part  du  dénominateur  relatif  à  une  inconnue 
pour  former  celui  qui  appartient  à  deux;  de  celui-ci,  il  dé- 
duit celui  k  trois,  et  ainsi  de  suite.  Cette  loi  de  formation  a 
permis,  comme  nous  verrons,  de  démontrer  la  règle  des  si- 
gnes que  Cramer  avait  donnée  par  induction.  Comme  ce  pro- 
cédé est  décrit  dans  tous  les  ouvrages  à  Tusage  des  classes, 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas;  mais  nous  croyons  très-utile 
d'indiquer  un  autre  procédé  que  Bezout  indique  dans  sa 
théorie  générale  des  Equations  algébriques,  ouvrage  impor- 
tant peu  consulté,  et  qui  renferme  beaucoup  de  théorèmes 
qu'on  donne  souvent  comme  nouveaux ,  quoiqu'ils  datent  de 
1779.  Nous  rapportonsics  propres  parolcsde  Fauteur  (p.  172). 

6.  «  Règle  générale  pour  calculer,  toutes  à  la  fois  ou  séparé- 
ment, les  valeurs  des  inconnues  dans  les  équations  du  pre- 
mier degré  soit  littérales,  soit  numériques  — .  Soient  n ,  x, 
y^  z,  etc.,  des  inconnues,  dont  le  nombre  soit  n,  ainsi  que 
celui  des  équations. 

»  Supposez  tacitement  que  le  terme  tout  connu  de  chaque 
équation  soit  afTecté  aussi  d'une  inconnue  que  Je  repré- 
sente par  /. 


C)  Méni.  de  l'Acad.  ijpf  Sciences .  i76i ,  2«  parlie ,  p.  aeî. 


M  Formez  le  produit  uxyzi  de  toutes  ces  inconnues  écrites 
dans  tel  ordre  que  vous  voudrez  d'abord;  mais  cet  ordre  une 
fois  admis,  conservez-le  Jusqu  a  la  fmde  Topération. 

»  Échangez  successivement  chaque  inconnue  contre  son 
coefficient  dans  la  première  équation ,  en  observant  de  changer 
le  signe  à  chaque  échange  pair  (ici  pour  j",  s,  etc.).  Ce  ré- 
sultat sera,  ce  que  j'appelle,  une  première  ligne.  Échange/, 
dans  cette  première  ligne,  chaque  inconnue  contre  son  coefli- 
cient  dans  laseconde  équation ,  en  observant  comme  ci-devant, 
de  changer  le  signe  à  chaque  échange  pair,  et  vous  aurez  une 
seconde  ligne,  Échansrez^dans  cette  seconde  ligne,  chaque  in- 
connue contre  son  coefficient  dans  In  troisième  équation ,  en 
observant  de  changer  le  signe  à  chaque  échange  pair,  et  vous 
aurez  une  troisième  ligne, 

»  Continuez  de  la  même  manière  jusqu'à  In  dernière  équa- 
tion inclusivement ,  et  la  dernière  ligne  que  vous  obtiendrez 
vous  donnera  les  valeurs  inconnues  de  la  manière  suivante  : 

»  Chaque  inconnue  aura  pour  valeur  une  fraction  dont  le 
numérateur  sera  le  coefficient  de  cette  même  inconnue  dans 
la  dernière  ou  n"^*"®  ligne,  et  qui  aura  constamment  pour 
dénominateur  le  coefficient  que  Tinconnue  introduite  t  se 
trouvera  avoir  dans  cette  mt>me  w'*""'^  ligne. 

»  Exemples  :  soient  les  trois  é({ualions  : 

\=zaX'\-by+cz-\-d=0,     A'=0,     A''  =  0; 
dans  A'  les  coefficients  ont  un  accent,  et  dans  A",  deux 
accents. 

»  Je  remplace  rf,  d!,d!'  par  ///,  €^1,  d"ty  et  je  forme  le  pro- 
duit jcyzty  et  les  lettres  j:,  y\  s,  /,  devront  toujours  se  suc- 
céder dans  cet  ordre.  Je  change  successivement  a*  en  a,  .>*  en 
— ^,  s  en  c  et  /  en  — r/,  j'ai  pour  première  hgne  : 

ayzt  —  bxzt  -f-  cxyt —  dxyz , 

rlaiis       nyzl  ^    je  change  j' en  6',  s  en — c\  t  eu  d\ 
cJans  — bxzt^    je  change  or  en  #z',  3  en — c,  Ivnd,  cir. 
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j*obticns  2*"  ligne 

zt  [ab'—a'b)—yt{ac'^a!c)  +yz  {ad'^a'd)+xt{bd—  b'c) 

—xz{bd''^b'd)'\-xx{cd''^c'd) , 
.!•  ligne      [{a'b'-a'b)&'—[a(/—a'c)b"+{bcf'^b'c)a"-]t 

—  [  {aU—a'b)  a'—iad^a'd)  b"+{bd-^b'd)  a"]  z 
+  [(flc'— a'c)  d"—[aa—a'd)</'+{cd^cd)  a"]y 

—  [{bc'— b'c)  d!'--{ba—  b'd)  </'+(crf— c'i/)  ft"l  X. 

ou 

Tr+Zz+Yr+X:r, 

d*oii  Ton  tire 

7.  On  a  trouvé  les  trois  inconnues  à  la  fois.  Si  on  ne  veut 
qu*une  seule  des  inconnues,  x  par  exemple ,  on  omet  dans  le 
calcul  des  lignes  les  termes  dans  lesquels  on  voit  que  ni  x^ 
ni  t  ne  doivent  se  trouver. 

Ce  procédé  est  surtout  utile  et  abrège  le  calcul ,  lorsqu'on 

rapplique  aux  équations  où  toutes  les  inconnues  n'entrent 

point  y  ou  bien  aux  équations  numériques. 

Exemple  : 

2ii+3x—  8  =  0 

3i«  +  îi{r—  9  =  0    ,    ,  ^  . 

-      ,   ^        ^^      ^    4     a  *  inconnues , 

4a:4- 35—20  =  0   * 

2y+   s— 10  =  0 
produit  uxyzt , 

1  '*'  iigne  'Ixyzt  —  Zityzt  —  ^uxyz  ^ 

2*"  ligne 

— 4xzr+  i%xyz^%yzt-[-  6iiz<—  21uyz--^%xyz  —  16uj:z, 

ou,  2''  ligne  réduite 

—  ^xzt — i^xyz — 2yzt  -}-  6ttzf — ^luyz — 1 6iia:s  , 
3''  ligne  réduite 

—  16sr+  12^:^+80x2+  ISqrs—lS^rr+STj'^—lSttr—Setts 

— %\uy — h%ux, 

r  ligne  38^+i522+ii4j.+76x+38i«, 

d'où 

76       ^  lli  152       ,  38      , 
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8.  Lorsqu'une  des  lignes  devient  nulle ,  c*est  une  preuve 
que  réqnatton  que  Ton  emploie  actuellement  est  comprise 
dans  quelques-unes  d^à  employées ,  et  lé  nombre  réel  des 
équations  est  moindre  que  celui  des  inconnues.  Si  Tinconnue 
introduite  disparaît  dans  une  des  lignes^  c*est  un  indice  que 
réquation  actuellement  employée  est  incompatible  avec  les 
précédentes;  autrement  qu'une  ou  plusieurs  valeurs  des  in- 
connues sont  infinies.         (  La  9uiU  au  prochain  Numéro.  ) 


THÉORIE  DES  FOYERS, 

VAA  M.  AOOUST, 

Profeiseur    de    matliéiDatiquet. 


Nous  croyons  utile  de  donner  quelques  détails  sur  la  théorie 
déjà  connue  des  foyers. 

On  nomme  foyer  (*)  d'une  courbe  un  point  pris  sur  le  plan 
de  cette  courbe,  et  tel  que  sa  distance  à  un  point  qudconque 
de  la  courbe  est  une  fonction  rationnelle,  mjr'\-nx'\-pj  du 
premier  degré  des  coordonnées  a-,  ^  de  ce  point  de  la  courbe. 

Si  Ton  désigne  par  a  et  |3  les  coordonnées  du  foyer,  l'ex- 
pression do  la  distance ,  cf ,  de  ce  point  à  un  point  quelconque 
de  la  courbe ,  dont  les  coordonnées  sont  j:  ,  y ,  sera  (  en  suppo- 
sant les  axes  rectangulaires)  : 


d  =  V/ tr— p)'-f  (a:— «)•  =  n^+nx+p, 
d'où 

{r—?)'  +  {x—oiY  —  {niy+nx+py=0.  (a) 

Quelles  que  soient  les  valeurs  déterminées  pour  a ,  6,  m , 


(*)  Cette  eiacta  définition  est  due  à  M.  Bret,  profeMenr  à  la  faeultc  de  Gre- 
noble (roy.  Annales  de  Gergonnc ,  tome  B,  p.  3i7.  Année  i8i7— 18\     Tm. 


n  y  p,  cette  dernière  relation  a  lieu  entre  xeij^  pour  un  point 
quelconque  de  la  courbe ,  lorsqu*on  remplace  les  inconnues 
a ,  p,  m  y  n  y  /i ,  par  les  valeurs  numériques  déterminées  ;  par 
conséquent ,  le  premier  membre  de  Téquation  (a)  est  égal  au 
premier  membre  de  Téquation 

Ay  +  Rrr+Cx'+I]!K+Ex+F=0.      (6) 
de  la  courbe,  multiplié  par  un  facteur  numérique.  Désignant 
par  >  ce  Tacteur  numérique ,  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  (a)  et  le  produit  XAr'+  >Bx^+  >Cx'+ )Dj^+  MEx + >F. 
doivent  être  identiques;  on  aura  donc  les  équations  : 

XA=1  — m'  (I) 

àC  =  1  —  n*  (2) 

XB  =    —  2mn  (3) 

>D=    — 2(p+w;?)  (4)    ^  ^^) 

XE=    — 2(a  +  /ip)  (5) 

XF  =  »•  +  (5*  — /;'.  (6) 

En  attribuant  à  chacune  des  quantités  m^n^p,  une  valeur 
déterminée,  Téquation  my+/i  j:+/?=0  représente  une  droite. 
La  distance ,  9^  d*un  point  de  la  courbe  à  cette  droite,  et  la 
distance ,  d,  du  même  point  de  la  courbe  au  foyer,  sont  dans 
un  rapport  constant.  En  effet,  la  distance  ^  d'un  point  x'^  y, 

de  la  courbe  à  cette  droite ,  est  exprimée  par  ^-J"  -, 

la  distance  d  du  même  point  de  la  courbe  au  foyer,  est 

d  y     

/iiy+nj/+/i.  On  a  donc  -  =s  l/m'+w*.  On  donne  à  la 

droite  /?ix-f"'*^H-/^=0  te  nom  de  directrice. 

Si  Ton  élève  au  carré  les  deux  membres  de  (3) ,  et  qu'on 
en  retranche  le  quadruple  du  produit  des  deux  membres  de  (1) 
et  (2) ,  on  aura  : 

V  (B'  — 4AC)  =  4(/n'+  n'  —  1).; 

ainsi,  suivant  que  B'— 4ACsera  >0,  <0,  =0;  w'-f/t'  sera 
>1,<1,  =1. 
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Pour  déterminer  les  quantités  a,p,  m,  n,  p,  Féquation 
{b)  étant  donnée ,  on  distinguera  le  cas  où  cette  équation  re- 
présente une  ellipse  ou  une  hyperbole,  de  celui  où  elle  repré- 
sente une  parabole. 

Si  réquation  (b)  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole , 
on  pourra  supposer  la  courbe  rapportée  à  son  centre  ;  car, 
ayant  déterminé ,  dans  cette  dernière  hypothèse ,  les  yaleurs 
de  a  et  de  ^ ,  il  suffira  d'augmenter  on  de  diminuer  reqiecti- 
vement  ces  valeurs  des  coordonnées  du  centre ,  pour  obtenir 
ces  mêmes  yaleurs  dans  la  première  hypothèse. 

Les  équations  (c)  deviennent ,  en  supposant  l'origine  placée 
au  centre  de  la  courbe  : 

XA  =1— m' 
IC  =1— «• 

XB=    —2m/» 
0=  P+mp 


{d) 


Les  équations  (&)  et  (5)  donnent  la  relation 

Substituant  pour  a'-|-3*  cette  valeur  dans  (6) ,  U  vient  : 
XF  =(!»•+»• -1);,^    d'où    ^(B-^AC);.^^ 

p'^  est  essentiellement  positif;  le  signe  de  X  sera  donc  dé- 
terminé par  le  signe  de  F  ;  et  le  signe  de  X  étant  ainsi  déter- 
miné, réquation  (3)  fera  savoir  si  m  et  n  doivent  être  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires.  Les  équations  (<h)  et  (5) 
étant  mises  sous  la  forme  ^—mp,  as-n/y,  on  en  déduit 

-  =  — .  D  autre  part ,  si  l'on  retranche  (1)  de  (2) ,  ce  qui 

donne 

X(C— A)  =  m*— «', 
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et  qu'on  divise  membre  à  membre  cette  dernière  équation  par 
(3)  9  on  aura 

n       m  B 

Désignant  -  par  i^,  cette  équation  prend  la  forme 

,       2(A— C)         ^       ^ 
^ —^ '^"—^  =0,  (e) 

dont  ta  racines  sont  de  signes  contraires.  Or,  le  signe  de  — 

fi 

est  déterminé  par  la  relation  (3)  ;  par  conséquent  -  ou  t'  n*a 

qu'une  seule  valeur,  ce  qui  prouve  que  les  directrices  sont  pa- 
rallèles. 

'k  ne  peut  avoir  non  plus  qu'une  seule  valeur  ;  en  oiïet ,  de 
àC=1 — n%  on  déduit  /i'=l— >C  ;  divisant  membre  à  membre 
réquation  (3)  par  cette  dernière  relation ,  on  obtient 

>fi  2ni  ..  ^  2v 

=  —  =  2i/      d'où      >  = 


kC— 1        n  2Gp— B 

Connaissant  la  valeur  de  >  ;  on  obtiendra  la  valeur  de/y*  par 

réquation  -^ j — —  =  F.  On  déterminera  aussi  m' et  n* 

4 

B      m 
par  ta  équations  (1)  et  (2)  ;  et  enfln  les  équations  ^  =  ~  et 

ce       n 

Uf '=2*4-^'— /i*  serviront  à  trouver  ta  valeurs  de  a  et  |3.  Or, 
la  première  de  ces  équations  est  celle  d'une  droite,  passant  par 
le  centre  et  perpendiculaire  aui  directrices  ;  la  seconde  est 
celle  d*un  cercle,  concentrique  à  la  courbe.  On  yoit  donc  qu'il 
y  a ,  dans  l'ellipse  et  Thyperbole ,  deux  foyers  qui  se  trouvent 
à  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  corde.  L'équation  des  di- 

rectrices  /iir+»J>l-/>=Oou>'= a:—-  montre  qail 

'        "^  mm 

y  a  deux  directrices,  parallèles  et  également  éloignées  du 
centre;  car  -  et  par  suite n'a  qu'une  seule  valeur;  et/ 

n  ni 

a  deux  valeurs  égataetde  signes  contraires. 
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Remarque.  On  peut  déterminer  le  système  d'axes  auquel  la 
courbe  doit  être  rapportée  pour  que  la  distance  d*un  point  de 
la  courbe  au  foyer  soit  une  fonction  rationnelle  de  Tabscisse 
seulement  on  de  Tordonnée  seulement.  En  effet ,  il  faudra 
que  l'expression  de  cette  distance  se  réduise  :  soit  à  nx-^p, 
soit  à  mjr'\'p^  c'est-à-dire  que  monn  soit  nulle  ;  ce  qui  mon- 
tre qu'il  lliudra,dansle  premier  cas,  changer  le  système  d*axes 
en  un  autre,  dont  l*axc  des  abscisses  soit  perpendiculaire  aux 
directrices;  et  dans  le  second ,  changer  le  système  d'axes  en 
un  autre  dont  l'axe  des  ordonnées  soit  perpendiculaire  aux 
directrices.  Ainsi ,  pour  làire  disparaître  une  variable  de  l'ex- 
pression nyr-j-nx'^'p,  il  faut  supposer  Taxe  correspondant 
perpendiculaire  aux  directrices. 

Parabole.  Reprenons  le  système  (c)  (page  132).  On  commen- 
cera par  déterminer  >,  en  s^Joutant  les  équations  (1)  et  (S)  ;  ce 

qui  donne  >  =  7-37;  Connaissant  "k ,  on  déterminera  le  signe 

de  mn  et  ce  produit  lui-même,  par  l'équation  (3).  Le  signe 

de  —  sera  le  même  que  celui  de  mn ,  et  par  suite  ^'équation 

(e)  donnera  la  valeur  unique  de  — . 

n 

Pour  déterminer  a  et  p,  on  observera  que  les  équations  (k) 
et  (5)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  •  . 

«p==  — a— — .  (g) 

Divisant  membre  à  membre ,  on  a  : 


dou    p  +  _  =  -.(^«+_|     (.^ 
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Élevant  au  carré  les  deux  membres  des  équattoDs  (/*)  et  {g)^ 
et  ajoutant,  il  vient  : 

et  substituant  dans  (6),  on  obtient  : 


ou  enfln 


l)?+Ea+^J5!±^)  +  F=0;  (A) 


Les  équations  (1)  et  (2)  sont  celles  de  deux  droites;  ce  qui 
montreque  dans  la  parabole,  iln'existequ'un  seul  foyer,  placé 
à  l'intersection  des  droites  (t)  et  (A-) ,  dont  Tune  (/)  est  per- 
pendiculaire à  la  directrice. 

On  déterminera  m' et  /2'par  les  relations (1)  et  (2),  et  p*  par 
réquation  (6),  après  avoir  déterminé  «  ct^.  L*équation  (/) 
montre  que  pm  n*a  qu'une  seule  valeur  ;  or,  m*  n'a  pareille- 

mentqu'une seule  valeur;  par  conséquent    -  n'aqu'une seule 

n 
valeur.  On  en  conclut,  puisque  —  n*a  aussi  qu'une  seule  va- 

m 

leur,  que  la  parabole  n'a  qu'une  seule  directrice. 

Remarques.  Pour  exprimer  que  deux  courbes  du  second 
degré  sont  égales,  il  suffira,  en  prenant  les  équations  de 
ces  courbes  exprimées  en  fonction  des  coordonnées  du 
foyer, 

ly—p)"+(^—o.y-{nijr  +  nx+pr  =  0. 

Cr-.pr+(j:-«')"-  {niy+n'x+py  =  0, 
de  supposer 

11  résulte,  en  effet,  de  ces  deux  hypothèses  que, dans  chacune 
do  ces  courbes,  les  rapports  des  distances  au  foyer  et  à 
la  directrice  sont  égaux,  et  de  plus,  dans  les  deux  courbes, 
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^  la  dbtaDce  duioiniiiet  h  ladlrectriee  correspondante  sera  la 
mAme;  par  suite,  les  deux  courbes  pourront  être  appliquées 
l'une  sur  l*autre  et  coïncider. 

On  voit  du  reste ,  pour  I*eIIipse  ou  l*hyperboIe,  qu'en  nom- 
mant 2a,  2b,  les  axes  de  l*une  des  courbes  ;  2a! ^  2^,  les  axes 
de  Fautre;  2c  Texcentricité  de  la  première,  et  Se'  Texcentricité 
de  la  seconde,  on  a ,  alors  : 


et  par  suite 

-^.==^.dou-^  =— —    ou     -=-; 
b*       y  b^        b'* 

enfin  t  divisant  ~  =  -7  membre  à  membre  par  -;  =  tTi*  on 

ce  ce 

en  déduit  c  =  c';  et  ensuite  a  =  a'. 

Pour  la  parabole^  on  voit  immédiatement  que  les  deux 
courbes  ont  mémo  paramètre. 

La  distance  des  deux  directrices ,  dans  Tellipse  et  Thyper- 

bote,  est  —   ^        ;  de  sorte  qu'en  nommant  a  le  demi-axe 

focal ,  et  cla  demi-excentricité ,  on  a  : 

gg!=        ^P       ,      or      \/;;iM^=i: 
c         {/m*+n^  a 

par  conséquent,  p=a.  Ainsi,  p  repré^nte  la  longueur  du 

demi-axe  sur  lequel  se  trouvent  les  foyers. 

On  démontrera  facilement  les  propriétés  des  rayons  vecteurs 

dans  chacune  des  trois  courbes  ;  ceUes  de  la  tangente ,  ainsi 

que  la  construction  pour  mener  une  tangente  à  ces  courbes 

par  un  point  donné. 
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DÉMONSTRATION  DU  THÉOBÈME  1  (page  57). 

FA&   K.   &OVOBTIV« 
ÈXèwû  dt  la  daise  de  MalliémaUqaei  élémenlairei  do  collège  Looit-le-Grand. 

(InsUtaUim  Loriol). 


Soient  AD,  BE ,  GF  (  fig.  3h) ,  les  bissectrices  des  angles  da 
triangle  ABC:  si  AD=GF,  on  aura  BC=BA. 

Les  deux  triangles  FBC,  ABD,  ont  des  bases  FG,  AD, 
égales  entre  elles,  par  hypothèse;  Tangle  FBC  opposé  à  la 
base  FC,  dans  le  premier  triangle,  est  le  même  que  ran§le 
ABD  opposé  à  la  base  AD  du  second  triangle  ;  la  bissectrice 
BO  de  l'angle  FBG,  est  aussi  la  bissectrice  de  l'angle  ABD. 
On  en  peut  conclure  que  les  triangles  FBC,  ABD ,  sont  égaux 
«ntre  eux. 

En  efdct,  supposons  qu'on  ait  placé  la  base  GF,  sur  DA,  de 
manière  que  le  point  C  coïncide  avec  D,  et  le  point  F  avec  A  ; 
puis,  décrivons  sur  la  base  commune  DA ,  un  segment  AHD 
{fig.  35)  capable  de  Tangle  ABD  Ifig,  3&),  lesdeux  triangles  ABD, 
FBC,  {fig.  34k),  seront  inscrits  dans  le  segment  AHD.  Le  sommet 
B ,  du  premier,  tombera  en  un  point  B'  de  Tare  AHD,  et  le 
sommet  B  du  triangle  FBC  tombera  en  un  autre  point  V  de 
l'arc  AHD  ;  car  la  corde  AB"  est  moindre  que  AB',  puisqu'on  a 
BF<BA.  Les  bissectrices  B'O',  V'O",  des  angles  B',  Bipasse- 
ront par  le  milieu  M  de  Tare  AMD,  et  de  plus  elles  couperont 
la  droite  AD  en  des  points  0',  0",  tels  qu'on  aura  B'0'=B"0'', 
puisque  chacune  des  droites  B'^yB^'C,  estégaleàBO  (fig.  3i). 
Il  est  maintenant  facile  de  reconnaître  que  les  deux  droites 
MB\  MB",  doivent  faire  des  angles  égaux  avec  le  diamètre 
MIU ,  perpendiculaire  sur  le  milieu  I  de  la  corde  AD.  Car  si 
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l'angle y^  était,  par  exemple,  plus  grand  que  VMH,  les 
deux  trlangleB  B^MH,  WH,  ayant  l'hypoténuse  HH  com- 
mue, 0  faudrait  qu'on  eût  MB'<MB^;  d'ailleurs,  les  deux 
triangles  rectangles  HIO",  HI(y ,  donneraient  MO'>M(y'  ;  et 
de  ces  deux  inégalités,  on  conclurait  B'(y<V'(y,  oe  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse.  L'égalité  des  angles  BliH,  B"MH, 
montre  que  les  arcs  HB',  HB'',  sont  égaux  entre  eux;  on  en 
conclut  l'égalité  des  arcs  B'D ,  VA ,  et  celle  des  arcs  B"D,  VA  ; 
il  en  résulte  que  les  cordes  VD ,  B"A ,  sont  égales  entre  elles, 
et  il  en  est  de  même  des  cordes  VD,  B'A.  Donc,  les  deux 
triangle^  ABD,  AB"D,  ont  leurs  trois  c6tés  égaux  chacun  à 
chacun.  *  • 

Puisque  les  cordes  B'A,  VD,  sont  égales,  le  c6té  AB,  du 
triangle  ABD  (fig.  34) ,  est  égal  au  c6té  CB  du  triangle  CBF. 
C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


SOLUTION  DU  PHOBLÈlfE  8  (page  59). 

BXPBUIKB  L'AIRE  D'UN  TRIAMGLB  EN  PONCTION  DES  MÉDIANES. 


ÉlAre  da  eollége  LouiA-le-Grand  (IniUlotion  Ifayer). 


1.  Désignons  par  a,  6,  7,  les  longueurs  des  droites  AD, 
HE,  CF(fig.  36),  menées  des  sommets  du  triangle  ABC, aux 
milieux  des  côtés  opposés.  On  sait  que  ces  trois  droite?  se 
coupent  en  un  point  0 ,  tel  que 

0D  =  ^,     0E=|.    0F  =  I. 

3  3  3  "^ 

Et  de  phis,  chacun  des  trois  triangles  BOC ,  AOG ,  AOB,  est 
équiyalent  au  tiers  du  triangle  ABC. 


Cela  posé»  proloDgeons  la  droite  OD,  d'une  longueur  DO 
égale  à  OD,  et  menons  les  droites  GG,  GB:  le  quadrilatère 
BOGG  sera  un  parallélogramme,  puisque  les  diagonalea 
OG,  BG,  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales ;. 
les  triangles  GOC,  BOC,  seront équi?alents entre  eux,  car 
chacun  de  ces  triangles  est  la  moitié  du  paralltiogranuDé 
BOGG.  Par  conséquent,  on  aura  BAG=3.G0G.  D'ailleurs, 

GGrrBO  =|b£ 

Si ,  maintenant,  on  désigne  par  2f  la  somme  a  +^+7»  ^^ 

demi-périmètre  du  triangle  OGG,  aura  pour  valeur  —;  et» 

ti 

d'après  la  formule  qui  donne  l'aire  d'un  triangle  en  fonctioD 
des  trois  c6tés,  on  aura  : 

GOC=\/|  ,  .|(,-«).  |(,-(î).  ^(5-7) 

Substituant  dans  l'égalité  BAG=3.G0G,  on  a,  en  nom- 
mant i  la  surface  BAC  : 


^  =  3  l^*(»— «)(*—€). (*— 7), 


OU  bien  : 


^■"3^  16 


3 
Ce  qu'il  fiedlait  trouver. 


=  r  \/2x*«>+aaV+2€'7«— a*— e*— 7<. 


2.  On  parvient  au  même  résultat  par  le  calcul  suivant  : 
Soient  a,  fc,  c,  les  valeurs  des  cAtés  BC,  AG,  AB ,  du  triangle 
ABC.  On  a,  d'après  une  proposition  connue  : 


'(2)  a'  +  c*-^=2€*, 

(3)  ^3_f.^._|'  ^2a\ 

Et ,  en  désignant  par  p  le  demi-périmètre  du  triangle  ABC , 
et  par  /  la  surface  du  triangle, 

t"  =  P(P—^)  (p—^)ip—c), 
ou  bien 

Pour  obtenir  t  en  fonction  de  a,  6,  7,  il  suffit  d*éiiminer 
a.b^c^  entre  les  équations  (1),  (2),  (3)  »  (f^). 

En  additionnant  les  équations  (1) ,  (2) ,  (3) ,  on  obtient  im- 
médiatement : 

(5)  !(a«  +  i-+0  =  2(««+6'  +  7'). 

En  multipliant  deux  à  deux  les  équations  (1) ,  (2) ,  (3) , 
additionnant  les  équations  résultantes ,  on  troure ,  toutes  ré- 
ductions faites, 

(6)      \  (a'V  4.  a^c'  4.  Ve)  =  4  (a'6*+  aV  +  6  Y). 
4 

Multipliez  par  k  les  deux  membres  de  Téquation  (6) ,  éle?ez 
au  carré  les  deux  membres  de  Téquation  (5),  puis  retranl! 
chez  Tune  de  Tautre  les  deux  équations  ainsi  obtenues,  il 
viendra  : 

I  [2a'6»+  2aV'  4. 26V' — a*—  6*— c*] 

=  4  [2a6*  4-  2ay  +  2e*7*—  a*—  6*  —7*]. 

Cette  dernière  équation  donne  la  valeur  de 

•  2a'6'  4. 2aV  +  26V—  a4— ô*—  c*, 

Ami.  DK  Mathém.  I.  10 


J 
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en  fonction   de  a,  6,  7;  substituant  dans  Inéquation  [k) , 
on  a  : 

t'  =  J  [2a'6*+2aV4.  2€V  —  a*—  6*—  7*]  » 

et ,  par  suite  : 


DÉMONSTRATION  DU  THËORËMB  3  (page  57). 

Cl  Si  d'un  point  A  d'une  ellipse,  on  abaisse  des  perpendiculaires  AU,  AN  « 
»  sur  les  diamètres  conjugués  égaux,  1^  diagonale  du  parallélogramme 
>•  coMU'ult  sur  AH,  AN ,  est  normale  à  l'eDipse  au  point  A.  » 

9AWL  K.   BUBT, 

Bléte  du  eollége  Louis-le-Graad  (  Inslltalioa  Miyer). 


Soient  Jc',y,  les  coordonnées  AG,  AH,  {fig.  37),  d*un  point 
quelconque  A ,  pris  sur  le  pton  *  d'une  ellipse  j<*-f~^=^% 
rapportée  à  ses  diamètres  conjugués  égaux  dont  l'angle  YOX 
est  G  ;  et  AM ,  AN ,  les  perpendiculaires  abaissées  du  poml  A , 
sur  les  axes  OX,  OY,  on  aura  : 

OM=:OH-MH=:r<+ycosG,  ON=OG— NG=y+x'cosG. 

Les  coordonnées  du  point  P,   milieu  de  MN,  seront 

a/A-y cos^    y+«^cosô    ,  ..    ..,       ..      ^  .   ^    . 

— -^ ,  ' — --T ,•  et  par  siute  I  équatKHi  deladroite 

y  —  j/cosO 
AP  est  y— y  =  -T — -7 — •-  (x  —  j/).  L'équation  de  la  /»- 

X  ""^y  C08  G 

laxTt  du  point  A ,  est ,  comme  on  sait ,  ^y-f"  <^<3/=  a\  ou 
y^si—j-  a:-|--7.  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  A 
sur  la  polaire,  a  pour  équation  : 


—  IW  — 


y-y^— 


1  — — tCOSO 

y 

>  +  C08  G 

L    / 


y — a/cosO 


On  voit  donc  que  cette  perpendicalaire  coïncide  avec  la 
droite  AP. 

D'où  nous  conclurons  que  :  Si  éCun  point  qaelconqiAe^  A, 
in  plan  cTune  ellipse,  on  ab€Ù$ie  dts  perpendiculaires  AM,  AN, 
sur  Us  diamètres  conjugués  égaux  y  la  direction,  AP,  de  la 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  ces  perpendi- 
culaires, est  elle-même  perpendiculaire  à  la  polaire  du 
point  A. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  point  A  est  pris  sur  Tellipse , 
la  polaire  du  point  A  est  la  tangente  menée  à  Tellipso  par  ce 
point  ;  et  alors,  on  a  le  théorème  quMI  (allait  démontrer. 


QUESTION  7  (page  58). 

SO&VTZOM'  BB  M.  MSRUZirX  (tDOVA&O). 


On  donne  les  projections  d'une  droite  AB,  et  celles  de  deux 
points  C,  D  y  non  situés  dans  un  même  plan,  avec  la  droite: 
construire  les  projections  d'un  point  sUué  sur  la  droite  AB ,  et 
tel  çue  la  somme  de  ses  distances  aux  deux  points  donnésC,  D, 
soit  un  minimum. 

Si  de  deux  points  quelconques  A ,  B,  de  la  droite  AB,  pris 
comme  centres,  je  décris  des  circonférences  dont  les  plans 
soient  perpendiculaires  à  AB^  et  si  alors  je  cherche  entre  les 
points  A,  B,  sur  la  droite  AB,  an  point  S  toi  qu*ii  soit  le 
sommet  du  cdne  droit,  à  la  surface  duquel  appartiennent  les 
deux  circonférences:  je  dis  que  le  plus cowt chemin  d*un  point 
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situé  sur  une  des  circonrérences  à  un  point  situé  sur  l'autre,  en 
passant  par  la  droite  AB ,  est  celui  qui  passe  par  le  sommet  S. 

£n  efTety  si  je  mène  par  la  droite  AB,  un  plan  quelconque, 
il  déterminera  sur  la  surface  conique  deux  droites,  qui  seront 
chacune  le  plus  court  chemin  d'un  certain  point  de  Tune  des 
circonférences ,  à  un  certain  point  de  l'autre ,  et  chacune  de 
ces  droites  rencontrera  AB  en  S.  Maïs  toutes  les  distances  du 
sommet  d*on  c6ne  droit  à  la  circonférence  de  sa  base,  étant 
égales  entre  elles,  il  s'en  suit  qu'il  n'Importe  pas  que  les  deux 
points  soient  dans  un  même  plan  avec  la  droite  AB  ;  donc  le 
point  S  est  le  point  cherché,  et  il  partage  évidemment  AB 
en  parties  proportionnelles  aux  rayons  des  cercles. 

Si  donc ,  dans  le  problème  proposé ,  des  points  C ,  D,  nous 
abaissons  sur  AB  des  perpendiculaires,  et  si  noua  par- 
tageons la  distance  des  pieds  de  ces  perpendiculaires ,  dans  le 
rapport  de  leurs  longueurs ,  le  point  de  division  sera  le  point 
cherché;  ce  qu'il  faut  exécuter  par  la  géométrie  descriptive. 

Je  puis  prendre  pour  plan  horizontal  de  projection  le  plan 
qui  pasçoparla  droite  AB,  et  l'un  des  points,  C.  Soient  d,  ff, 
les  projtctions  horizontale  et  verticale  de  D.  De  C  et  de  «f  J'a- 
baisse des  perpendiculaires  CM,  «fN,  sur  AB.  La  droite  DN 
sera  perpendiculaire  sur  AB.  Pour  partager  la  distance  MN 
des  pieds  des  perpendiculaires  CM,  DN,  dans  le  rapport  de 
ces  perpendiculaires,  il  faut  connaître  la  longueur  de  DN. 
Or,  DN  est  l'hypoténuse  d*un  triangle  rectangle  Dc/N,  dont  les 
deux  côtés  de  l'angle  droit  sont  la  hauteur  verticale  l^d  du 
point  D,  et  la  perpendiculaire  ^/N.  Si  l'on  prolonge  la  droite 
£{N,  d'une  longueur  ND'  égale  à  ND,  et  que  l'on  joigne  le 
point  D"  au  point  C,  l'intersection  de  la  droite  DC  avec  AB, 
donnera  le  point  cherché. 

Les  constructions  deviennent  plus  longues,  mais  ne  sont 
pas  plusdimciles,  en  prenant  un  plan  quelconque  pour  plan 
de  projection  horizontale. 
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QUESTION  5  (page  57). 

!.■  Étant  donnée  une  équcUion  algébrique,  d*vn  degré  quel^ 
conque  à  coefjicienls  réels ,  chaque  racine  peut  être  considérée 
comme  la  tangente  d^un  arc  réel  ou  imaginaire^  Vunité  étant 
prise  pour  rayon.  On  propose  :  !<>  de  démontrer  que  la  somme 
de  ces  arcs  est  réelle  ;^'  de  trouver  cette  somme  à  Vaide  des 
tables. 

Établissons  d*abord  ce  principe  :  qu^une  quantité  quel- 
conque ,  réelle  ou  imaginaire  peut  être  considérée  comme  la 
tangente  d'un  arc  réel  ou  imaginaire.  On  a,  en  général^ 

tang.x  =  jr — f- 


1.2.3    '   1.2.3.4.5 
J  Or,  si  x=^+ïV/^,  tang.Cr+zV/— 1)  =(^4-  z\/^i) 


^  2  j        + =  Y+ZK— 1;  donc,  etc. 

Gela  posé,  soit  donc  Téquationà  coefficients  réels  : 

dont  les  racines  sont  r,,  r,,  r,^ r«  ;  si  Je  désigne  par  S, 

la  somme  des  tangentes  dont  ces  racines  représentent  les 
arcs,  par  S.  la  somme  de  ces  même  tangentes  combinées 
sans  répétition  ûexxx  à  deux,  J'aurai,  d'après  la  formule 
connue: 


tang.(r.4.r, +  r«)=  -i — i — — «-,  si  m  est  pair, 

ou  bien  =  ^      ,  si  m  est  impair. 

Or,  ona    S,= — A,,    S,=A,,  8,= — A,,....S«=ih Am, 
donc        tang.(r,+r. +r«)= '-^ — r , 

1— A, 
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quantité  réelle  ;  donc,  la  tangente  de  la  somme  des  arcs  étant 
réelle ,  la  somme  de  ces  arcs  est  aussi  réelle ,  c.  q.  F.  d. 

Connaissant  cette  tangente  en  fonction  des  coefficients  de 
réquation  donnée^  on  peut  troujrer  au  moyen  des  tables  Tare 
lui-même. 

Dans  quel  cas  les  deux  termes  de  la  fraction  — — '^  ' 

deyieonent-ils  nuls?  et  comment  trouver  alors  la  vraie  valeur 
de  la  fhiction  ? 

QUESTION  9  (page  59). 

2.  Inscrire  dans  une  ellipse  donnée  une  corde  telle  que  ta 
somme  de  sa  longueur  et  de  la  distance  de  son  miliem  au  cenim 
de  reUipse,soit  un  maximum.  Application  au  cercle. 

Désignons  ce  maximum  par  z ,  la  demi-corde  par  j^,  et  la 
distance  de  son  milieu  au  centre  de  rellipse,  par  j:;  on  a 
s=a:+^,  d'où  x^s-^S^r- 

Soit  réquation  de  cette  ellipse  rapportée  à  deux  diamètre»  j|^ 
copjugués,  a  ei  b^  dont  l*un  est  parallèle  h  ta  corde, 
ay+b'x*=:a^ir  (t). 

Remplaçant  dans  l'équation  (1),  x  par  sa  valeur,  on  aura  ; 

ay*  4-^"  (s—  ^yY  =  |2"6%  * 

Wzy    _  b*  (g»  —  g»  ) 

^,  ,                        2b'z±ab\/a*+U^—z* 
d  ou  y  =  ■ . 

La  plus  grande  valeur  qu'on  puisse  donner  à  s  est  donc 

V/tf'-f-46\  sans  quoi  j^  serait  imaginaire;  or,  dans 
a'=a4-fc6\  il  y  ala  quantité  constante  ^•+6'=A';  z*=r+S6%- 
z  dépend  donc  de  6  ^  donc ,  quand  6  est  le  plus  grand  pos- 
sible ,  c'est  -à-dire  le  grand  axe ,  z  est  le  maximum  ;  on  a  alor» 

la  corde  cherchée  : 

46'  a^ 

2^  =  77==r   et    x=  — > 

Krt»  +  46'  Va^-^W 


*m- 
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Quand  Teltipse  devient  un  cercle,  on  a  a=:b=^r;  alors 

G*ebt  là  le  maximum. 

DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  2  (page  57). 

3.  SoitABC^ifig.  88),  un  triangle  équilatéral  inscriidans 
un  cercle  dont  le  centre  est  D  ;  d'un  paintO  de  la  circonférence, 
on  abaiêse  sur  les  côtés  AB,  AC,  BC,  des  perpendiculaires 
OM»  ON,  OP,  qui  rencontrent  ces  côtés  endes  points  M,  N,  P. 
Lès  points  M,  N,  P,  sont  sur  une  droite  qui  passe  par  le  milieu 
du  rayon  OD,  et  ce  milieu  est  le  centre  des  moyennes  distances 
despieds  des  trois  perpendiculaires ,  M,  N,  P. 

Des  points  P,  N,  D,  J'abaisse  sur  AB,  les  perpendiculaires 
PF,  NG ,  DH.  Les  droites  ON ,  OP,  faisant  avec  AB  des  angles 
de  30**,  on  aura  : 

(!)        0N  =  2(NG— OM),        (2)        OP=2(0M— PF)  . 

D'ailleurs,  la  somme  algébrique  des  perpendiculaires  abais- 
sées, de  différents  points,  sur  les  cAtés  d'un  triangle  équila- 
téral, étant  invariable,  on  a  : 
(3)  ON+OM—OP  =  3.  DH. 

De  la  somme  des  égalités  (2)  et  (3),  je  retranche  (i),  if 
vient: 

«M=3.DH+40M-2(NG+PF),  d'ou^^^±J^="^"^°", 

Cette  dernière  égalité  montre  que  le  centre  des  trois  points 
N,  P,  M,  et  le  milieu  du  rayon  OD,  sont  à  la  même  distance 
de  AB.  On  démontrerait  de  même  que  ce  centre  et  le  milieu 
de  OD,  sont  à  des  distances  égaies  de  AC  ;  donc ,  ces  deux 
points  coïncident. 

La  situation  en  ligne  droite  des  trois  points  M,  N ,  P,  est 
une  propriété  connue ,  et  qui  existe  même  lorsque  le  triangle 
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inscrit  est  quelconque.  Ce  théorème  a  été  découvert  par 
Robert  Simpson. 

PROBLÈME  11  (page  59). 

k.  Inscrire  dans  une  ellipse  un  triangle  semblable  â  un 
triangle  donné. 

Par  uo  points  D ,  pris  sur  TelUpse  {fig.39),  Je  mène  deux 
cordes  DE ,  DF,  faisant  entre  elles  un  angle  EDF  égal  à  Tangle 
BAC  du  triangle  donné  ;  puis ,  Je  Joins  le  centre  0  de  l'elUpse 
aux  milieux  G,  H»  de  ces  cordes ,  par  les  diamètres  OGX» 
OHV.  a  partir  des  points  G ,  H ,  Je  prends  sur  les  directions 
GD^  HD,  des  longueurs  GI,  HL,  proportionnelles  aux  côtés 
BAy  CA  ;  par  les  points  I,  L,  Je  conduis  parallèlement  aux  dia- 
mètres OX ,  OYy  les  droites  IM ,  LM ,  qui  se  coupent  au  point 
M  ;  Je  Joins  le  centre  au  point  M  par  la  droite  OM  qui  coupe 
Tellipse  au  point  A',  et  enfin  par  le  point  A'  Je  mène  les  cordes 
A'B',  A'C,  parallèles  aux  cordes  DE ,  DF.  Le  triangle  A'B'C^ 
ainsi  déterminé,  est  semblable  au  triangle  ABC. 

Car  les  diamètres  OX^OY,  divisent  en  parties  égales  les 
cordes  A'B\  A'C\  aux  points  R,  S;  et  de  plus,  on  a: 
ATliA'Sr'.GI.HL::  AB:AC;  d'où  A'F:  A'C::  AB:AC. 
D'ailleurs  l'angle  B'A'C  est  égal  à  l'angle  EDF  ;  et  par  suite 
U  est  égal  à  l'angle  BAC.  Donc  les  deux  triangles  AVC,  ABC , 
sont  semblables ,  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
côtés  proportionnels.  . 


LETTRE 


Bien  que  je  n^aime  pas  la  polémique^  je  crois  ne  pouvoir 
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hiisser  passer  sous  silence  rarticle  de  M.  Perrey,  ebntenu  dans 
w^ond  numéro  de  votre  Journal. 

Jusqu*à  présent  tout  le  monde  avait  adopté  Texpression 
^■hvante ,  qui  n'est  qu'une  façon  de  parler  :  a  La  parabole 
pouvant  être  considérée  comme  la  limite  de  toutes  les  ellipses 
qui  ont  même  tbmmàét  m^me  foyer,  a  un  centre  unique, 
.situé  à  rinfini.  » 
m  M.  Perr0jf,  observant  que  la  parabole  peut  être  regardée 
aussi  eoittine  h  limite  d'une  série  d'hyperboles ,  conclut  que 
cettexourbe  a  deux  centres  situés  à  l'infini ,  l'un  sur  l'axe , 
l'autre  sur  le  prolongement  de  l'axe. 

Grtte  condoiion  est,  je  crois,  inadmissible. 

ConsidéronÏMiDe  ellipse  ABCD  (fig.  40],  rapportée  à  son 
grand  axe  AB,  et  à  la  tangente  au  sommet  A.  Soit  F^  le  foyer 
de  cette  courbe ,  situé  entre  le  centre  et  l'origine.  Prenons  les 
'))oints  A  et  F  pour  sommet  et  pour  foyer  d'une  parabole 
GAj|. 

Si,  actuellement,  ces  points  restant  fixes,  on  suppose  que 
le  centre  0  s  éloigne  de  plus  en  plus  de  l'origine,  on  obtiendra 
une,  série  d'ellipses  telles  que  pour  une  m(^me  valeur  de 
l'abi^feiic ,  I excès  de  l'ordonnée  de  la  parabole,  sur  l'or- 
dSjBiPe  de  i'ellipflé /pourra  devenir  moindre  que  toute  quan- 
tltiPlissignable,  si  l'on  rend  l'ellipse  suffisamment  grande. 
C'est  là  ce  qu'on  exprime  en  disant  :  «  La  parabole  est  la  li- 
mite déi^elUpscs  qjU^ont  même  sommet  et  même  foyer.  »  De 
iSême,^pandon  mt  :  «  La  parabole  a  un  centre  situé  à  l'in- 
fini, du  côté  êStx  positifs,  »  cette  expression ,  qui  n'est,  Je  le 
i]|^pète,  qu'une  façon  abrégée  de  parler,  signifie  :  a  Si  vous  prenez 
une  ellipse  qui  difTèrc  extrêmement  peu  de  la  parabole,  le 
centre  de  cette  ellipse  sera  excessivement  éloigné'  de  lori- 
gine.  » 

En  second  lieu,  si  Ion.  construit  \ine  série  d'hyperboles 
telles  que  HAL,  ayant  A  pour  sommet,  F  pOur  foyer,  et  dont 
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le  centre,  sitaé  vers  les  x  négatib,  s'éloigne  de  plus  en  piUiL 
de  rorigine,  ces  hyperboles  auront  pour  limite  la  paraboh^ 
GAE.  Sous  ce  point  de  vue,  on  est  conduit  &  admettre 
la  parabole  n  un  centre  situé  à  Tinfloi,  sur  le  prolongerai 
de  son  axe. 

Ainsi ,  selon  que  Ton  regarde  cette  courbe  comme  limite 
d'une  série  d*ellipscs  ou  d*une  série  d'hyperboles ,  il  n*estpa%. 
inexact  de  dire  qu'elle  a  un  centre  5  droite  de  Forigbiei.ott  ui^ 
centre  à  gauche.  Mais  comme  les  deux  séries  de  courbes  sont 
complètement  étrangères  Tune  à  l'autre ,  qu'elles  sont  don- 
nées  par  deux  modes  de  constructions  dilTérents  entre  eux, 
on  ne  doit  pas  prendre  à  la  fois  ce  qui  provient  de  l'une  et  de 
l'autre  série,  et  conclure  que  la  parabole  a  deux  centres. 

Du  reste,  si  dans  Téquation  y=p(2— A)j:+*(*— 2)j:\ 
employée  par  M.  Perrcy,  on  égale  à  zéro  la  dérivée  par  rap- 

■  ■ 

porta  X,  on  obtient,  pour  l'abscisse  du  centre:  -^ra^. 

Posant  A:=0,  il  vient  x=-f-ab ,  ou  x=d — oo ,  selon  que  l'on  re- 
garde zéro  comme  la  limite  des  valeurs  positives  ou  des  valeurs 
négatives  attribuées  à  k.  Mais  si  l'on  prenait,  en  mêmêkmp$^ 
a:=d=QO ,  cela  reviendrait  à  admettre  qu'une  équation  Aé4lBgtè 
H  peut  avoir  /i-f  1  racines. Or,  cette  dernière  opinion, JUjse 
par  un  auteur  à  qui  sa  position  donne  une  assez  grande  (ffito- 
rité  dans  l'enseignement,  n'a  point  cependant  été  adoptée. 

Si  le  mode  de  raisonnement  employé  par  M.  Perrar  était 
suivi,  on  arriverait  à  conclure  :  que  la  lig^e  droite  a  une  in* 
finité  de  centres  situés  d'un  cAté  ou  de  l'autre  dte  cette  ligne; 
que  la  parabole  a ,  non  cbudr  centres  seulement ,  mais  ui^ 
inflnité  de  centres,  situés  deux  à  deux  sur  chacun  des  dia- 
mètres ;  que  deux  courrien  qui  parcourent  la  même  droite 
avec  des  vitesses  égales,  dans  le  m(\mc  sens ,  se  rencontreront 
et  se  sont  rencontrés  a  l'infini  positif  ou  négatif,  etc. 

l'ardon,  monsieur,  d'une  aussi  longue  lettre  sur  un  sqjct 
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aussi  simple;  mais  les  choses  presque  évidentes,  que  Ton 
aperçoit  d*un  coup  d'ail ,  sont ,  en  général ,  difficiles  ù  expli- 
quer ;  et  presque  toujours 

Ce  que  l'on  conçoic  bien  s'cnonce  longuement. 

Agréez,  etc., 

Ë.  Catalan. 


QUESTIONS  PROPOSÉES  AUX  EXAMENS. 


Des  différentes  manières  de  trouver  les  conditions  de  réalité . 
des  trois  racines  de  V équation  x'+P*  4-q  =0;  /««  coefficiefUs 
p,  q  étant  supposés  réels. 

1.  La  prcnriière  méthode  que  nous  allons  indiquer  est  fondée 
sur  cette  remarque  :  si  /ii ,  n ,  sont  deux  nombres  n>e1s  et 

inégaux .  la  moyenne  arithmétique  — - —  entre  m  et  n ,  est 

plus  grande  que  la  moyenne  géométrique  \/mn  ;  et  si  /if ,  /i , 

sont  deux  imaginaires  conjuguées  a+6|/— 1 1  « — 6j/ — 1  ; 
la  moyenne  arithmétique  a ,  est  au  contraire  moindre  que  la 

moyenne  géométrique  \/a"-j-6'. 

Cela  admis  nous  ferons  observer  que  dans  la  recherche  des 
conditions  de  réalité  des  racines  de  Téquation  ^^^+^•^+7  — ^» 
on  peut  toujours  supposer  ^r  <0  ;  car ,  Téquation  proposée 
étant  de  degré  impair,  on  peut,  en  changeant  le  signe  des 
racines,  rendre  le  dernier  terme  négatif  ;  et  il  est  évident  que 
ce  changement  n'apporte  aucune  modiflcation  dans  les  con- 
ditions de  réalité  des  racines. 

Pour  que  les  trois  racines  de  j:^4"P'='^+î  =  ^'  soient 
réelles,  il  faut  d'abord  que />  soit  négatif.  Car,  si  Ton  désigne 
|)ar  a ,  byC^  les  trois  racines  de  oi?'\'yx -f-y  =  0 ,  on  a  : 
(1)    /z-f^-fc=0,     (2)  ah'\'ac-\'he=p ,    (3)    abc=^q. 


—  152  — 

I^  relation  (1)  donne 

tf 6+flc+6c=—  J — \^        '  1  î  d  ou  p  =s—  I ^ J. 

Donc,  /i  est  négatif,  lorsque  les  trois  racines  a,  b^Cy  sont 
réelles. 

L'équation  j^-\'px-\'q=0,  dont  le  dernier  terme  est 
supposé  négatif,  a  une  racine  réelle  positive  a  ;  et  si  les  deux 
autres  racines  b,  c  sont  réelles,  elles  sont  nécessairement 

négatives;  car  les  égalités  (3)  et  (1)  donnent  bc=z  —  ■£ , 

b-^c= — a;  la  première  montre  que  les  racines  &,  c,  ont 

le  même  signe,  et  la  seconde  fait  voir  que  ce  signe  commun 

est  le  signe  moin$. 
Or»  la  moyenne  arithmétique  des  nombres  positiiii  —  b , 

— c,  étant  plus  grande  que  leur  moyenne  géométrique  ,  on 

/  b  A-  c\*  fl"  a 

a:  (      '     j  >  frc,  ou  r  >  —  —  »  d'après  les  relations  (t), 

(3)  ;  ou  bien  encore  a>  [/-^hq. 

De  plus,  on  conclura ,  de  ce  que  d^  est  la  seule  racine  r^lle 
positive  do  Téquation,  que  si  Ton  substitue  à  j:  un  nombre 
positif  moindre  que  a^  dans  x^+px'\'qy  le  résultat  do  la 
substitution  sera  négatif,  par  conséquent  : 

(K=ï^)'+p(l>'^)+î<0,  d'où  —^<^pJl/ZIi^, 

— 275^3 <-f.4p3^;  et  en  divisant  par  —  ^,  qui  est  un  nom- 
bre positif, 

27î»<— 4p^     ou    4/i^+27y«<0. 

Cette  condition  est  suffisante,  car,  si  elle  est  remplie,  on  on 
conclura  que  la  racine  positivc^zde  l'équation x'+Z^or-f^ssO, 

a^         a  /  fr+c  Y 

satisfait  à  la  condition  •t>— -  ;  et  par  suite  (  -^  j  >frc. 

Et  cette  dernière  inégalité  ne  pourrait  avoir  lieu  si  ^,  c, 
étaient  des  imaginaires  conjuguées. 


f. 


f 

Il  est  évident  qu*OD  ôQ|ttri  Ta  condition  d'égalité  des  ra- 
cines 6  et  c  en  exprimant  que  leur  roojennc  proportionnelle 
est  égale  à  leur  moyenne  diiïérentielle.  Ce  qui  conduira  par 
^  des  raisonnements  sràiblables  à  ceux  qu*on  vient  de  faire, 

^  à  la  condition  4/?5+2V  =^- 

S.  En  supposant  toujours  que  j  reste  négatir,  Téquation 
j:* -f"/''^+  ^  =  0  (1)  >  aura  une  racine  réelle  positive  ;  dési- 
gnons-la par  a ,  et  divisons  le  premier  membre  :r'+/J^-f-7 
jffiT  (jc — a),  le  quotient  sera  j:*+^J?+/'4'^'- 

Pour  que  Téquation  (1)  ait  ses  trois  racines  réelles,  il  fautet 
il  suffit  que  Téquationdu  seconddegré  j:*4~^j:-|-/'+^*=0(2)» 
formée  en  égalant  à  zéro  le  quotient  x*'\-ax-\-p-\-a^^  ait  ses 
racines  réelles.  On  doit  avoir 

«'— 4(/^+«')>0    ou    — 4/?— 3tf*>0.      (2) 
relation  qui  montre  que  p  doit  être  négatif.  On  en  tire 


vC?. 


Or  la  forme  de  Téquation  fait  voir  que  des 

trois  racines  réelles,  Tune  doit  être  positive  et  les  deux  autres 
négatives,  a  étant  la  seule  racine  positive,  tout  nombre  plus 
grand  que  a  substitué  dans  (1)  doit  donner  un  résultat  positif, 
par  conséquent 

élevant  au  carré 

Cette  condition  est  suffisante,  car  si  elle  est  remplie,  on  en 
conclura  que  la  racine  positive  a  satisfait  à  la  condition 
— 4p — 3a*  >  0  ;  par  conséquent  les  racines  de  Téquation  (2), 
et  par  suite  celles  de  Téquation  (1)  seront  réelles. 

3.  La  forme  de  Téquation  aux  carrés  des  différences  des 


d'où 

3 


M 


♦       ♦ 

racines  de  réquaiion  «s:^ -f-/iirr^^  =  0  (1),  laquelle  est 
z^+6;i2*+99'z-H/^+^9'=0(2),  établit  que  la  condition 
nécessaire  et  sufl^nla  pour  que  les  trois  racines  de  Téqua- 
Uott  x^+px+  q =0  soient  réelles  est  Ip'-f  i7î'<0.  Car  il  ^ 
faut  et  il  suffit  que  l'équation  (2)  ne  présente  que  des  yaria- 
tions  de  signe  ;  or  cette  condition  sera  remplie ,  si  Ton  a 
4/?^ -f- ^7^*  <  ^  >  puisque  cette  dernière  relation  ne  peut 
subsister  sans  que  p  soit  négatif;  et  9^*  est  essentiellement 
positif.  :^^ 

W.  Lorsqu*on  applique  à  Téquation  j?'-f-/»x-f-9=0,  le 
théorème  de  M.  Siwrm ,  on  obtient  la  suite  des  fonctions 

V.=  x3+/;j:+y,     V.  =  3j:«+;i,     y,  =  -^px-^q, 

pour  que  les  premiers  termes  de  cette  suite  complète  ne  pré- 
sentent que  des  permanences,  il  faut  que  l'on  ait/7<0ct 
4/7^-1-277^ <0,  or  cette  condition  renferme  la  première;  par 
conséquent  la  condition  nécessaire  et  sufilsanle  pour  que  les 
trois  racines  soient  réelles ,  est 

4/|5+27î«<0. 

5.  Lorsque  les  trois  racines  de  l'équation  j:^-f/'a:+y=0  (1) 
sont  réelles ,  la  dérivée  3j:'-f /?= 0  doit  avoir  aussi  ses  racines 
réelles,  d'après  le  théorème  de  KoUe;  ce  qui  montre  d'abord 
que  p  doit  être  négatif. 

Supposons  y>0,  l'équation  (1)  aura  Une  racine  réelle  né- 
gative. La  dérivée  ayant  pour  racines  -j-y  — f  et  — ^  —  ?, 


la  racine  +  V  —^  sera  comprise  entre  les  deux  rachies 

réelles  positives  de  l'équation  (1),  si  cette  dernière  a  trois  ra- 
cines réelles.  Par  conséquent,  dans  ce  cas,  le  résultat  de  la 

substitution  de  +  y  —  5  pour  x  dans  (1)  doit  être  n^atif. 


♦  u 
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Ainsi  on  aura 

3*^  3 

.^  Getft  condition  est  suflisantc ,  car  l'équation  (l)-j8ura  uno 


..t 


"»      '|/'V-?+î<0    d'où  |(l»+27î'<0. 


■A 

i 


m/       P 

racine  réelle^posilive  comprise  entre  0  et  +  y  — ^ ,  et  une 

o 


racine  réelle  positive  comprise  entre  +V  — 5  et  +  ce,  cl 

3 

par  conséquent  trois  racine^  réelles,  puisque  q  étant  >0, 
elle  a  eo  outre  une  racine  négative. 

0.  On  peut  établir  cette  condition  par  le  théorème  de  Des- 
cartes. Supposons  y>0,  dans  l'équation  j^+^x-f-^=0  (1). 
Comme  il  manque  un  terme  entre  x^  eX  px,  p  doit  être  né- 
gatif lorsque  Téquation  a  ses  trois  racines  réelles.  Remplaçant, 
dans  (1),  X  par^+^»  <>"  obtiendra  Téquation 

+P 
faisons  disparaître  le  terme  cn^s  et  pour  cela  il  Taut  faire 


*  =  V  —  ^  ;  la  valeur  de  h  sera  réelle ,  puisque  p  est  néga- 

tir.  L*équation  résultante ,  en  supposant  qu'on  prenne  h  po- 
sitif, sera 

y'^-^y/^\^r'■\^^^/-^+q=-o.    (3) 

Cette  équation  doit  avoir  ses  trois  racines  réelles ,  puisque  h 
est  réel  ;  les  coefficients  de  jr^  et  de^'  doivent  donc  être  de 

signes  contraire ,  puisqu'il  nuinque  un  terme  entre  ces  deux 
termes.  Ainsi  on  doit  avoir 


'^^  _P 


3  3+^<'' 


w 
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4Sf' 


1  1^ 


d'où      ?<— -^y— V    d'où  enfin    4/>5+277'<0. 

Cette  condition  en  suflBsante,  car  elle  établit  œm  Téqaation  (3) 
a  une  racine  réellfiJnfftivc.  L*équation  (iffora  deol^aiJft 


une  racine  réelle  positive,  d*après  la  relation  x=zy^h; 
ayant  d^  une  racine  réelle  négative,  puisqu*on  a  suppoyé^  ^ 
^  >-  0 ,  elle  aura  toutes  ses  racines  réelles. 

7.  L'équation  qui  donne  sin-j  a  en  fonction  de  sin  a  est, 
en  désignant  sin  j  a  par  a:  et  sin  a  par  b , 

j:3-.!r^X+1r«6=:0,  (a) 

En  identifiant  cette  équation  à  Téquation  x^+px-^-qssOd) , 
on  trouve  : 

—  ^T!i'=p  et\j{^b^q,  d'où  R'  =  — ¥  et  6  =  —  ??, 
4  4  3  p 

b^ 
ce  qui  montre  que;?  doit  être  négatif;  en  outre  on  a-^  <<t , 

d'oùfr'<R;par  conséquent -^<—-/>  d'où  4/>'4-275r«<0. 

Cette  dernière  condition ,  qui  comprend  la  condition/i<;0, 

est  suffisante ,  puisqu^on  sait  que  les  racines  de  Téquation  [a) 

b^ 
sont  toujours  réelles  lorsque  57  <  ^  • 

On  sait  que  pour  que  deux  racines  de  l'équatioh  {a)  soient 

égales,  il  faut  et  il  suffit  que  ^  =1 .  La  condition  nécessaire 

R 

et  suffisante  pour  que  l'équation  (1)  ait  deux  racines  égales 

est  donc  4/?'+2^7*=®- 
On  obtient  les  mêmes  résultats  par  Téquation  qui  donne 

1  3  1 

cos  -£z  en  fonction  de  costfy  laquelle  est  j:^ — ■T9Cx~-¥^b=dd. 
3  4  4 

8.  Supposons  y>0  dans  l'équation  j:^+/'a>+-y=0  (1). 
On  peut  regarder  Téquation  (1)  comme  résultant  de  l'élimi- 
nation dc^  entre  les  équations  j^=x5+/?j: (2),  et>^=— y  (3). 
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Les  racines  de  l'équation  (1)  seront  donc  les  abscisses  des 
points  de  rencontre  de  la  courbe  (2)  et  de  la  droite  (3).  Or,  si 
p  est  positif,  la  courbe  représentée  par  Téquation  (2)  aura  la 
forme  indiquée  (/S^.  41),  et  ne  pourra  être  rencontrée  par  la 
droite  (3)  en  plus  d*un  point,  ce  qui  montre  que  tant  que/i 
sera  positif,  Téquation  (1)  ne  pourra  pas  avoir  plus  d'une 
racine  réelle. 

Supposons  donc/i<;0  et  remplaçons-le  dans  Téquation  par 
— k^  la  courbe ^=xî — kx  aura  la  forme  indiquée  (/îy.  42); 
AH  et  AH'  étant  égaux  à  +  V/ï  et  — V^FFour  que  la  droite 
j^= — q^  (L'L),  coupe  la  courbe  en  trois  points^  il  faudra  que  q 
soit  moindre  que  la  valeur  absolue  du  maximum  des  ordon- 
nées de  la  branche  AH.  Pour  déterminer  ce  maximum ,  égalons 
à  léro  la  dérivée  de  a? — kx  qui  est  Sx' — k.  On  trouve  pour  x 

-  et  pour  la  valeur  correspondante  de  y  * 

«I 

jr=-V-— AV-    OU  enfin    ^=_-AV-, 

On  doit  avoir 

2        /T.  klâ 

^<-*V-,    cequidonne    q^  <-^, 

d'où ,  en  mettant  —p  au  lieu  de  k^ 

fp5+27^'<0. 

Cette  condition  est  suffisante ,  car  on  en  déduit 


/ 


^\/- 


Pour  établir  iiue  deux  racines  de  Téquation  (1)  sonV 
égales,  il  faudra  exprimer  que  les  deux  points  d'intersection 
de  la  droite  j^=—?  avec  la  branche  AH  se  réunissent  en  un 
seml;  il  suffit  pour  cela  que  q  soit  égal  à  la  valeur  absolue  du 

AxN.  ss  Matbém.  I.  ^' 
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maximum  des  ordonnées  de  la  branche  AH,  ce  qui  conduit 
à  établir  la  relation 

2       /r  4 

q=:^kV  -    d'où    q'=^k\    ou  enfin    Vï+27y'=0. 

Déterminer  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients 
de  Véquation  x'"+px+q=  0,  d  coefficients  réels ,  pour  que 
ceUeéquation  admette  le  plus  grand  nombre  possible  de  racines 

réelles. 

Lorsque  m,  est  pair,  cette  équation  ne  peut  pas  avoir  plus 
de  deux  racines  réelles,  comme  on  peut  le  reconnaître  par 
le  théorème  de  Descartes. 

Si  m  est  impair,  Téquation  aura  au  plus  trois  racines 
réelles,  et  pour  cela  il  est  nécescaire ,  d'après  le  théorème  de 
Descartes ,  que  p  soit  négatif. 

En  appliquant  le  théorème  de  M.  Sturm,  à  Féquation 
x'^'^'px+q^O,  on  obtient  la  suite 

X=x'^+px  +  q, 

X'  =  mx^^'-^-p , 

X"  =  —  (m — 1  )  px — niq , 

qui  montre  que  trois  est  le  plus  grand  nombre  de  racines 
réelles  que  puisse  avoir  Téquation  a:*-f/?j:+^=^-  Kl 
pour  cela ,  il  est  nécessaire  que  m  soit  impair  ;  p  <^0  et 

—  —  )    —  (  — ^  J      >  0  :  ces  deux  dernières  condi* 
m  /         \w—  1  / 

tiens    sont  celles   que    Ton   a    trouvées  pour  réquation 

x^-{'px-\-q  =  0,  car  la  condition  4/?^-f-27^'<  0,  peut  être 

lise  sous  la  forme  (  — ^  j  —  (  ^  j  >  0. 

1 .  Trouver  le  lieu  géométrique  des  sommets  des  hyperboles 
qui  ont  une  asymptote  et  un  foyer  communs. 
Prenons  pour  axe  des  >  Tasymptote  donnée  OY  (fig,  43) ,. 


mise 
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et  pour  aie  des  x ,  Id  perpendiculaire  FO  abaissée  du  foyer 
donné  F  sur  fasymptote.  L*équation  des  hyperboles,  qui 
auront  pour  Toyer  commun  le  point  F ,  sera: 

60  désignantpar  aTabscisseOF  du  foyer  F,  et  par  /w^+nj^+Z'» 
la  distance  d*un  point  de  la  courbe  à  ce  foyer. 

Il  reste  à  exprimer  que  Taxe  des  j^  est  une  asymptote  com- 
mune à  toutes  ces  hyperboles.  On  établira  cette  dernière 
condition  en  faisant  x  =  0  dans  l'équation  (1),  et  en  expri  • 
mant  que  Téquation  résultante  en^,  laquelle  est: 

a  ses  deux  racines  infinies ,  ce  qui  conduit  aux  relations 

1— /w'=0,      2/11/1=0. 

Le  coefficient  m'  étant  égal  à  1 ,  on  doit  avoir  p=^0;  et 
en  effet,  on  sait  que  la  directrice  passe  par  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  Tasymptote. 

L*équation  (1)  qu*on  peut  écrire  sous  la  forme 

y         m  m/ 

détiendra  par  suite 


.»  — » 


(2)  {x^af -^ ^  =  0. 

Tfi  m 

Cette  dernière  équation  qui  renferme  un  seul  coefllcient 

non  déterminé  •— ,  représente  toutes  les  hyperboles  qui  ont 

m 

pour  asymptote  la  droite  QY ,  et  pour  foyer  le  point  F. 

Les  coordonnées  x ,  y,  des  sommets  de  Tune  dé  ces  hyper- 
boles doivent  satisfaire  ù  Téquation  (2} ,  et  a  Téquation  de 
l'axe  focal ,  qui  est  : 

(3j  jr  =  -  (jc  —  rt). 

n 
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Par  conséquent,  on  aura  Téquaiion  du  lieu  cherché,  en 

éliminant  — ,  entre  les  équations  (2)  et  (3).  L*équation  (3) 
m 

donne  —  = .  Substituant  à  —cotte  valeur dans 

m  y  m  y 

\*équation  (â)  ^  on  a  : 

Supprimant  le  facteur  (x — a],  qui  donne  une  solution 
étrangère  à  la  question ,  on  trouve  : 

Cette  équation  résolue  par  rapport  à  y ,  donne  .- 


(4)  ^  =  ±a:Vj^. 

On  reconnaît  immédiatement  que  la  courbe  représentée 
par  réquation  (^j ,  passe  par  Torigine  des  coordonnées  et  par 
le  foyer  F  ;  elle  est  divisée  en  deux  parties  égales  et  symé- 
triques par  Taxe  des  x.  Elle  a  pour  asymptote  la  droite 
x=— a,  parallèle  à  l'axe  des^,  et  située  du  côté  des  x  né- 
gatifs à  une  distance  OF'  de  Torigine ,  égale  à  OF.  La  portion 
de  la  courbe  située  à  droite  de  lorigine ,  tourne  sa  concavité 
vers  Taxe  des  Xy  et  celle  qui  est  à  gauche ,  tourne  sa  cop- 
vexité  vers  Taxe  des  x.  Les  tangentes  menées  à  celte  courbe, 
par  Torigine  des  coordonnées,  diviseriten  parties  égales  les 
angles  des  axes  OX ,  0  Y.  L'ordonnée  maximum  de  la  portion 
de  cette  courbe  située  du  côté  dcso:  positifs,  divise  la  droite 
OF  en  moyenne  et  extrême  raison ,  car  Tabscisse  correspon- 
dante à  lordonnée  maximum ,  est  la  racine  positive  de  l'é- 
quation x'^-^'Ox — a^  =  0. 

Si  l'on  coupe  la  courbe  par  une  droite  FMAM'  passant  par 
le  foyer  F,  dont  Téquation  sera^=/7i(j: — a);  les  abscisses 
des  points  de  rencontre  seront  les  racines  de  l'équation 
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^ui  se  décompose  en  {x — a)=0  et  (m'-f  l)j:* — a*/n'=0. 

La  dernière  équation  montre  que  la  droite  coupe  la  courbe 
en  des  points  H ,  H',  également  distants  du  point  À  de  ren- 
contre de  la  droite  avec  Tasymptote  des  hyperboles.  Ces  points 
sont  donc  les  deux  sommets  de  Tune  des  hyperboles  dont  le 
centre  est  A.  Ainsi,  la  branche  fermée  de  la  courbe  est  le 
lieu  des  sommets  voisins  du  foyer  F ,  Tautre  branche  est  le 
lieu  des  seconds  sommets.  Kt  Tasymptote  FL'  est  le  lieu 
géométrique  des  seconds  foyers  des  hyperboles,  car  ARsAF, 
puisque  OF  =  OF. 

â.  Un  cardon  BMAH  (fig.  kk)parfaitemmt  flexible  et  sans 
poids ,  est  attaché  par  une  de  ses  extrémités  au  point  fixe  B , 
et  passe  sur  une  poulie  fixe  en  A ,  sur  laquelle  il  peut  libre- 
ment glisser;  on  suspend  en  un  point  M  du  cordon,  un  poids 
mobile,  au  moyen  d'un  anneau  que  le  cordon  traverse:  quel 
esi  le  lieu  géométrique  du  point  de  suspension  M,  dans  les 
différentes  positions  d'équilibre  du  poids ,  lorsque  le  cordon 
glisse  sur  la  poulie. 

Nous  supposerons  d*abord  que  la  droite  BA ,  menée  du 
point  B  au  point  A ,  auquel  le  cordon  est  tangent  à  la  poulie, 
soit  inclinée  à  Thorizon. 

Soit  M,  une  des  positions  d'équilibre  du  poids.  Le  point  M 
devra  se  trouver  dans  un  plan  vertical  mené  par  BA ,  et  de 
plus  la  verticale  MG  menée  par  le  point  M ,  sera  la  bissectrice 
deTangle  BMA  Concevons  menées  par  chacun  des  points  A 
et  B,  \qs  verticales  BL  et  AU.  hi  Ton  prolonge  MB  jusqu'à 
sa  rencontre  en  P  avec  AU,  le  triangle  AMP  sera  isocèle, 
parce  que  les  angles  MAP  et  APM ,  égaui  respectivement  à 
GMA  et  GMB,  seront  égaux  entre  eux.  I  ar  conséquent,  le 
point  M  sera  sur  la  perpendiculaire  élevée  du  milieu  Q  de 
AP.  On  obtiendra  donc  tous  les  points  de  la  courbe  décrite 
par  le  point  M ,  en  menant  par  le  point  B  des  transversales 
telles  que  BP ,  et  en  élevant  du  milieu  de  AP  une  perpendi- 
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colaire  dont  le  point  de  rencontre  avec  BP  appartiendra  aa 
lieu  cherché.  La  coarbe  s'étendra  à  l'infini ,  car  le  point  Q 
pourra  s'éloigner  à  l'infini  du  point  A .  La  courbe  aura  pour 
asymptote  la  verticale  menée  par  le  milieu  de  f  A ,  car  à  me- 
sure que  le  point  P  s'ékrigne  du  point  A ,  le  point  R  se  rap* 
proche  du  point  I  ;  et  comme  le  point  M  est  sur  la  verticale 
menée  par  le  milieu  de  HA ,  il  s^ensuit  que  le  point  F  miHieo 
de  AH  se  rapproche  du  point  C  milieu  de  AI,  et  par  cod- 
séquent  le  point  M  se  rapproche  de  CI)  ;  et  enfin  quand  la 
droite  KP  se  confond  avec  IL ,  le  point  M  est  situé  à  llnflni 
et  le  point  F  se  confond  avec  le  point  C,  et  le  point  M  se 
trouve  sur  la  droite  Cl>. 

Pour  obtenir  l'équation  de  la  courbe,  prenons  pour  origine 
le  point  B ,  pour  aie  des  y  la  verticale  BY  qui  passe  en  oe 
point,  et  pour  axe  des  x  l'horizontale  BX.  L'équation  de  la 
droite  BP  sera^=/nx  (1).  Désignant  par  a  et  ^  les  coordon- 
nées du  point  A ,  la  longueur  PS  sera  exprimée  par  ma  et 

réquation  de  la  droite  QM  sera  ^=  — -^ —  (2).  yt\.x  étant 

les  coordonnées  du  point  M,  on  éliminera  m  entre ^sm'x' 

nui-^b 
et  j^=  — -i— ;  ce  qui  donnera  l'équation  2ji^ — ay — frjrs=0 

2 

(3),  équation  d'une  hyperbole  équilatère,  qui  passe  en  A  et 
B,  dont  le  centre  est  le  point  milieu  de  AB,  et  a  pour 

coordonnées  ô  ^^  ô  '  '^^  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes« 

La  branche  BN  satisfait  seule  à  la  question  proposée.  Pour 
reconnaître  à  quelle  question  appartiennent  les  points  replrfr- 
sentes  par  le  reste  de  la  courbe,  observons  que  l'on  obtient 
aussi  l'équation  (3)  lorsqu'on  cherche  le  lieu  des  sommets  des 
triangles  qui  ont  pour  base  A  B ,  et  dans  lesquel<(  la  verticale 
menée  par  le  sommet  opposé ,  divise  Tangle  de  ce  sommet  ou 
l'adjacent  en  deux  parties  égales. 
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Or,  dans  Thyperboie  équilatère»  la  bissectrice  de  l'angle  for- 
mé par  deux  corde8Siq>pléinentaires  quelconques  est  parallèle 
à  l'une  des  asymptotes.  Par  conséquent  les  points  de  la. bran- 
che BN  sont  les  sommets  dos  angles  intérieurs  que  la  verticale 
divise  en  deux  parties  égales,  et  ceux  de  la  branche  BN',  les 
sommets  des  angles  extérieurs  au  triangle  que  la  verticale  di- 
vise en  deux  parties  égales. 

On  voit  de  même  que  les  points  de  la  branche  AK'  sont  les 
sommets  des  angles  intérieurs  divisés  en  deux  parties  égales 
par  la  verticale  ;  et  les  points  de  la  branche  AK  sont  les  som- 
mets des  angles  extérieurs  divisés  en  deux  parties  égales  par 
la  verticale. 

Lorsque  la  droite  AB  est  horizontale,  le  lieu  des  points 
cherchés  est  la  verticale  menée  par  le  milieu  de  AB. 

C.   KOGUET. 


ANALYSE  D'OUVBAGES. 


Journal  de  Crelle,  t.  XXIIl,  1841-1842. 

Les  abonnés  qui  désireraient  des  renseignements  plus  dé- 
taillés devront  s^adresser  aux  rédacteurs  des  Nouvelles  An- 
nales. 

V  Cahier. 

Jacobi  (C.-G.-L),  professeur  de  mathématiques  à  Kœnigs- 
berg. 

IHlucidationes  de  œquationum  differerUialium  vulgitrium 
sjfstemaiis  earumque  connexiane  cum  œquatUmUms  differenHa- 
lUms  partiaUbus  linearibuê  prim  ordinù  (1-104). 

Fac-similé  d*une  lettre  d'Euler.  Elle  contient  ce  problème  : 
un  quadrilatère  plan  à  deux  angles  opposés  droits,  et  les 
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sommets  de  ces  angles  sont  fixes  ;  le  sommet  da  troisième 
angle  se  meut  sur  une  ligne  donnée,  quelle  est  la  Hgne  dé- 
crite par  le  quatrième  sommet?  Si  la  ligne  donnée  est  une 
droite ,  le  quatrième  sommet  décrit  une  section  conique  à 
branches  infinies. 

2*  Cahier  (18)^2}. 

Raabb  (J.-L.)  ,  professeur  à  Zurich. 

Sommation  de  séries  infinies,  périodiques  et  harmoniques, 
et  à  Taide  de  cette  sommation ,  réduction  de  Tintégrale  dé- 
finie 

rdx 
9{ûïïaXy  cos^o:)  — , 

en  d*aulres  plus  simples  (105-126). 
Les  séries  dont  il  s*agit  sont  de  cette  forme 

«s+ 2 ^^^  +3  «j"^'  +•'  •  -  ^P^ 

p+i      p^^  ^p 

^2p+i  '      ^2p+2   •         ^       Zp    '^ 
+ 

Les  coefficients  numériques  forment  la  progression  harmo* 
niqbc,  et  les  coefficients  a,,a^.,. a^ reviennent  périodique- 
ment. 

On  trouve  ici  des  intégrales  définies  qui  ne  paraissent  pas 
connues. 

JuBGENSEN  (Ch.),  de  Copenhague. 

Remarques  générales  sur  les  transcendantes  à  différen- 
tielles algébriques  ;  mémoire  fort  intércssant,oii  l*on  démontre 
d*une  manière  ingénieuse  plusieurs  théorèmes  sur  les  trans- 
cendnnles  elliptiques  et  autres  ;  écrit  en  français  (126-lM)- 
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Note  relative  à  un  mémoire  de  M.  Richelot,  sur  quelques 
intégrales  définies  (en  français,  p.  ik2). 
Broch  (O.-J.)  ,  candidat  en  philosophie  on  Norwége. 
Mémoire  sur  les  fonctions  de  la  forme 


J 


fCx')  (RCx"))      n»  djc  (pag.  145  - 195). 

f  (a^)  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x'; 
p,  r,  Sj  sont  des  nombres  entiers;  y  est  le  nombre  entier 

5—1 

contenu  dans ;  R  {x^)  désigne  la  racine  d*an  degré  en- 

P 

lier  quelconque  d*une  fonction  rationnelle  de  or'*. 

Ce  mémoire,  écrit  en  français,  a  été  le  sujet  d*un  rapport 
très-laudatif,  fait  par  Jlf.  Cauchy;  il  sera  inséré  dans  le 
recueil  des  savants  étrangers. 

Extrait  du  procès-verbal  de  TAcadémie  impériale  des 
sciences  de  Saint-Pétersbourg,  du  2&  septembre  1841  (6  oc- 
tobre, p.  196-197),  en  français.  M.  Ftus^  secrétaire  de  cette 
académie  y  annonce  la  publication  prochaine  qu'il  va  faire 
d'un  volume  contenant  dix  lettres  de  Jean  Bernouilli ,  maître 
d'Euler;  soixante-trois  lettres  de  Daniel  Pernouilli,  fils  du 
précédent;  quatre  lettres  de  Nicolas  Bernouilli,  cousin-ger- 
main du  précédent;  deux  lettres  de  Clairaut,  toutes  lettres 

adressées  à  Euler  ;  cent  lettres  d'Euler  à  Goldbach  :  ces  der- 

■ 

nières  pleines  de  recherches  sur  divers  sujets,  et  particu- 
lièrement sur  la  théorie  des  nombres;  toute  cette  inappré- 
daUe  correspondance  est  inédite.  Malheureusement  les  ré- 
ponses d'Euler  aux  Bernouilli  n'ont  pas  encore  été  retrouvées 
(196-199). 

Lettre  inédite  de  Jean  Bernouilli  à  Edler,  du  11  août  1731, 
en  allemand  ;  contient  les  idées  de  l'illustre  géomètre  sur  la 
théorie  muâcale.  Il  croit  que  le  beau  en  musique  dépend  des 
habitudes  et  de  l'éducation  de  l'oreille,  plutAt  que  de  la  per- 
ception d'an  rapport  entre  des  vibrations. 
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Fac-simiie  d'un  écrit  de  Lambert,  en  allemand,  sur  la  dé- 
termination précise  de  Tannée  de  la  naissance  du  Christ; 
une  page. 


THÉORÈMES  A  DÉMONTRER. 


1.  Démontrer  que  la  circonrércnce  qui  passe  par  les  milieux 
des  côtés  d'un  triangle ,  a  les  propriétés  suiYantes  :  1*  elle 
passe  par  les  pieds  des  trois  hauteurs  de  triangle ,  et  par  les 
milieux  des  droites  qui  joignent  le  point  de  rencontre  des 
trois  hauteurs  aux  sommets  du  triangle;  ^  elle  est  tangente 
aux  quatre  cercles  tangents  aux  trois  côtés  du  triangle. 

2.  Soit  y=0,  une  équation  du  (legré  m  à  une  seule  incon- 
nue or,  dont  les  racines  a^  b,  e^d^e,,,.  h,  sont  inégales;  et  Y, 
la  dérivée  de  Y.  Supposons  qu'on  opère  comme  s'il  s'agissait 
de  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  Y  et  Y,  en 
ayant  soin  de  changer  les  signes  des  restes,  lorsqnlls  serviront 
de  diviseur,  et  désignons  par  Ya,  Y,,  Y^,  ...Yn,  ces  restes 
changés  de  signe. 

Les  polynômes  Y,,  Y.»  Yj, ...  Yn,  s'exprimeront  en  fonc- 
tion des  racines  de  Y=0,  d'après  la  règle  que  nous  allons 
indiquer. 

La  dérivée  Y.  est,  comme  on  sait,  la  somme  des  produits 
(m— i)  à  (m— 1),  des  facteurs  (x— û),  {x — 6),  {x — c),.- 
(x — h)  ;  c'est  ce  que  nous  écrirons  ainsi  : 

Y,=  2(j:— 6)  {X'—c) ....  [x—h), 

Pour  obtenir  Texpression  de  Y,,  on  multipliera  cliacun 
des  produits  (m— 2)  à  (w— 2)  des  facteurs  {x — a),  (j?— 6), 
?),  ...  (x — A),  par  le  carré  de  la  différence  des  deux 
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radnes  qai  n^eotrent  pas  dans  le  produit  considéré  :  la  somme 
de  ces  derniers  produits ,  multipliée  elle-même  par  un  fac- 
teur positif  indépendant  de  x,  donnera  Y.;  c*est-à-dire  que 

V,  =  a2(a— é)«(jc— c)  {x—d) ....  {x—h)\  a>0. 

On  a  de  même 

V,=62(a— 6)?(tf— c)"(^— c)*(jc— d)....(j:— A);      €>0,    , 
V4  =72(0—6)'  (o— c)'  (a— rf)"(é— c)'  (é— £i)»  {c—df 

(j:— c).,..(a: — K)\    7>0, 

V.=>(a— é)»(a— c)'....(a— A)*(^— A)^  >>0. 

C'est  ce  que  Ton  propose  de  démontrer. 

Ce  théorème  a  été  donné,  sans  démonstration ,  par  H.  S^l- 
veUer^  géomètre  anglais. 


ANNONCES. 


COUPLÉMENT  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  parC.-E.  PAGE, 

professeur  à  Técole  d*artillerio  de  la  Fère  C). 

Nous  donnerons  bientôt  une  analyse  détaillée  de  cet  ou- 
vrage, qui  vient  d'être  autorisé  par  le  Conseil  royal  de  Vin- 
siruetion  publiqtu. 

Ekkan  (  P.-N.  ) ,  professeur  à  l'académie  royale  d'Upsal. 

D$  punctis  singularibus  curvarum  atgebra^icarum  simplicis 
ewrvaiurœ  disquisiiio.  In-8.  de  kS  pages.  Paris,  18tk2; 
Bachelier. 

Recherches  sur  les  points  singuliers  des  courbes  algébriques 


(*)  Chei  Carilian-Gœary  et  VMDalmoni,   édileon,   quai  dei  ÀDffottini, 
RM  S9  et  41,  à  Paris. 
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planes,  d'après  les  valeurs  nulles,  infinies  ou  indéterminées 
que  prennent  en  ces  points  les  coefficients  difTércntiels.  Dis- 
sertation méthodique  qui  ne  renferme  rien  de  nouveau. 

FoisSY  (F.),  arithmétique,  Géométrie,  Arpentage,  ln-16 
de  4.  feuilles.  Limoges,  1842. 

'  Biographie  universelle  ancienne  et  moderne  ,  Sup- 
plément, tome  LXX,  1842.  On  trouve  dans  ce  volume  les 
articles  suivants  : 

l*"  Landen  (  John  ) ,  géomètre  anglais  :  né  en  1719 ,  mort  le 
15  janvier  1790.  Il  est  Tauteur  du  célèbre  théorème  dont 
Tobjet  est  de  trouver  un  arc  hyperbolique  égal  à  la  somme  de 
deux  arcs  elliptiques  ;  si  important  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  (  Auteur  :  M.  Fayolle.  ) 

2f^  Laplace  (Pierre-Simon  ) ,  né  à  Beaumont  (  Calvados),  le 
22  mars  1749,  un  siècle  après  la  mort  de  Descaries  (1650),  et 
•mort  le  27  mars  1827,  un  siècle  après  la  mort  de  Newton 
(  5  mars  1827  ) ,  (  pages  237  —260  ).  On  y  trouve  Thistorique 
des  découvertes  de  Tillustre  géomètre ,  la  liste  de  ses  ouvrages 
et  des  mémoires  insérés  dans  les  recueils  par  ordre  chrono- 
logique :  le  premier  est  de  1772,  et  le  dernier  de  1818.  Une 
de  ses  dernières  paroles  Ait  :  «  Ce  que  nous  savons  est  peu  de 
chose,  ce  que  nous  ignorons  est  immense.  » 

On  a  omis  de  mentionner  la  traduction  anglaise  de  la  Méca- 
nique céleste ,  par  l'américain  Bou>ditch.  (  Auteur  :  M.  Parisoi.) 

39  Lamberg  (  Joseph-Maximilien ,  comte  de  ] ,  né  en  1729, 
mort  en  1792.  Auteur  d'un  ouvrage  singulier  :  Réflexions  wr 
les  propriétés  d'une  courbe  algébrique  dont  les  contours  mar^ 
fueraient  les  traits  d*un  visage.  (  Livoume ,  1770.  ) 
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ans 


NOTE 
L'ÉQUATION   AUX  CARRÉS  DES  DIFFÉRENCES, 


f 

Ancien  élére  de   FÉcoIe  polytechniqae. 


Le  théorème  de  M.  Sturin ,  et,  plus  récemmeot,  les  pro^ 
fondes  recherches  de  M.  Cauchy,  ont  diminué  Timportance  de 
réquation  aux  carrés  des  différences.  Toutefois ,  cette  re- 
cherche doit  rester  dans  renseignement  ;  elle  n'est  pas  sans 
utilité ,  au  moins  comme  exercice  intellectuel. 

On  sait  qu'une  équation  ordinaire  F  (x)  =  0  étant  donnée , 
il  existe  deux  méthodes  principales  pour  obtenir  Téquàtion 
aux  carrés  des  différences  des  racines  de  cette  équation  :  la 
première ,  en  éliminant  x  entre  F  (^r+j')  et  F  (x)  ;  la 
deuxième  exige  l'emploi  des  fonctions  symétriques.  Lagrange 
donne  la  préférence  à  cette  dernière  ;  les  calculs  sont  moins 
loiigs  et  réquation  a  tous  les  facteurs,  et  n*a  que  les  focteurs 
Décessaires  :  cette  méthode  nécessite  la  connaissance  de  deux 
genres  de  fonctions. 

««,«.,«, s^y  sommes  des  puissances  successives  des  ra- 
cines de  réquation  F  (j:)=:0. 

Si,,S.,S. ^«/«.i)*'  sommes  des  puissances  successives  des 

racines  de  T^piation  dont  on  cherche  les  coefficients. 

Le  théorème  qui  fait  l'objet  principal  de  cette  note  donne 
on  moyen  rapide  et  uniforme  pour  obtenir  ces  deux  genres 
de  fonctions  ;  on  peut  l'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Une  iqMAon ordinaire  F (x)=0  étant  dmméey  1*  ri Fon  di- 

m 

▲m.  ni  MATBin.  I  18 
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vise  la  dérivée  F  (x)  par  F  (x) ,  les  cûefficients  des  termes  du 

qiwUent  seront  dans  leur  ordre  So,s.,s, Sa^  ;  2<>  si  Fon  di- 

t^  les  deux  mêmes  polynômes ,  modifiés  par  le  changement 
de  \  en  x-f-  y  ^l  ordonnés  selon  les  puissances  décroissantes 
dej,  les  coefficients  de  2  en2  des  termes  du  quotient  fCoeffieients 
danslesquels  on  changera  par totitt*,x\\*^...x^  en  So,s„s....8p, 
seront  dans  leur  ordre  les  quantités  2So,âS.9  2S....  âS  .      .. 


8 

Les  deux  parties  de  ce  théorème  sont  dooc  intimemeot  liées  ; 
elles  sont  d'ailleurs  des  conséquences  d*un  lemme  dû  à 
H.  Sturm.  Ce  lemme  étant  peu  répandu ,  je  donnerai  briève- 
ment renoncé  et  la  démonstration;  je  supposerai  en  outre> 
dans  toute  cette  note ,. que  l'équation  donnée  est  de  la  forme 
ji?^-\-px^^y  etc.  On  reconnaîtra  facilement  que  cette  supposi- 
tion est  facultative. 

Lemme  de  M.  Sturm.  —  Une  équation  ordinaire  F  (x)=0 
étant  donnée ,  quelle  est  la  somme  des  valeurs  que  prend  une 
fonction  entière  7  {x) ,  dans  laquelle  on  remplace  successive- 
ment X  par  toutes  les  racines  de  F  {x). 

Si  on  divise  F  (x)  X  ?  («r)  par  F  (x) ,  le  coefficient  du  pre- 
mier  terme  du  reste ,  ou  le  coefficient  k  du  terme  kx"^  du 
quotient  (ces  deux  quantités  sont  les  mêmes) ,  donne  la  valeur 
cherchée. 

Posons  ridentité  connue 

F(x)^_1_      _l_  1 

¥[x)        X— tf"*"  x—b'^ x^V 

multiplions  les  deux  membres  par  ^  [x) ,  exécutons  les  divi- 
sions partielles,  et  réutiissons  les  quotients,  on  a 

F(x)Xv(j:)_,,^,  ,     y(fl)     ,     v(fe)      ,•  ^{l) 

Cette  identité  peut  être  écrite  de  la  manière  suivante  : 
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F(j)Xt(j)  ,    «^  r  f{a)+<f{b)+ y(/)  -1 

F(x)  **   '■*"         L(j:— a)(x— 6)...,j;— /J 


+  " 


(x — a)  (x — b).,..  X — V 

H  désignant  l'ensemble  des  termes  dans  lesquels  la  puis- 
sance de  j:  est  inférieure  km —  1  :  or,  il  est  évident  que  le 
coeflBcient  du  terme  en  x*^  donné  dans  le  reste  du  premier 
membre  devra  avoir  pour  numérateur  une  quantité  égale  à 

f(a)4-7(^)+ ?(0;  ce  qui  démontre  le  lemme  énoncé. 

On  voit  aussi  que  si  Ton  continue  la  division  une  fois  de  plus, 
le  coefficient  obtenu  sera  celui  de  x"'  dans  le  quotient. 

V  Recherches  des  sommes  s^y^^^s^ s,»*   Soit  Téquation 

F  {x)  =0  et  posons  x^  =7  {x) ,  les  plus  hautes  puissances 
de  X  dans  F(j:)(p(x)  et  F  (op),  seront  m  -{-h — 1  et  m;  si  donc 
on  arrête  la  division  de  ces  polynômes  lorsque  le  premier 
terme  du  reste  est  du  degré  m — 1 ,  le  coefficient  de  ce  terme 
sera 

a*+6*+c*4"---^      ou      54. 

Si  Ton  donne  successivement  à  h  les  valeurs  0, 1,  2, 8 

2  Ht  y  il  y  aura  toujours  égalité  entre  Taccroissement  donné 
à  À  et  rac(iroissement  dans  le  nombre  des  divisions  à  effectuer 
poAr  obtenir  le  reste  du  degré  m~  1  ou  le  coefficient  de  x'* 
dans  le  quotient  ;  donc ,  ces  coefficients  seront  dans  leur 
ordre  les  quantités 

On  observera  que  l'emploi  du  facteur  j^  est  inutile  dans  la 
pratique  ;  la  suppression  de  ce  facteur  donnera  au  quotient 
de  F'  (x)  par  F  {x)  la  forme  suivante  : 

ce  qui  démontre  la  première  partie  énoncée. 

Une  division  analogue  donnerait  les  sommes  négatives, 
mais  ces  sommes  sont  étrangères  à  robjet  qui  nous  ocoope. 
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3 


F(j:)=0;  a  étant  une  racine  particulière,  ^  la  diflérenoe 
entre  a  et  une  racine  quelconque  de  cette  équation,  poaons 
les  2  polynômes 

appliquons  à  ces  deux  fonctions  le  principe  posé  par  le  lemme 
de  M.  Sturm,  c'est-à-dire  divisons  F(a+^)X?Cr)  P«r 

F(a-f-^)^  et  donnons  à  ^  les  valeurs  successives  0, 1,  i, 

m(m — 1) 

Si  dans  chaque  hypothèse  particulière,  faite  pour  A, 
nous  arrêtons  la  division  lorsque  le  quotient  oflire  le  terme 
Qx^  y  ces  temps  d'arrêt  auront  lieu  de  2  en  2 ,  et  les  coef- 
ficients respectifs  ;  c'est-à-dire  les  valeur  de  Q ,  seront  succes- 
sivement 

(slA  =  t)    (tf— a)* +(6— tf)' +..,.(/—«)•, 

(si  À  =  2)    (a— a)*  +  (6— a)*  +....  {l—a)\ 

(A) 

(si  h=p)    (a— a)«'+(t— «)•'+....(/— a)*r 

Observons  qu'une  des  lignes ,  celle  de  l'ordre  p  par 
pie ,  du  tableau  A ,  n'exprime  que  la  somme  des  puissances^ 
des  carrés  des  différences  qui  existent  entre  la  racine  a  et  une 
racine  quelconque  de  F  (j:}=:0;  la  question  est  donc  celle-d  : 
Quelle  valeur  acquiert  la  ligne/?  si  l'on  remplace  a  successive- 
ment p9T  chacune  des  racines  de  F  (x)  ? 

Développons  chacun  des  termes  de  la  ligne  citée;  ordon- 
nons selon  les  puissances  de  a  :  les  changements  successifli 
exigés  apportent  les  modifications  suivantes  : 

1*  Un  terme  quelconque  dépendant  de  a  (ka*  par  ex.)  de- 
vient k{àr-\'V O,  c'estÀ-dire **« ; 

t*  Un  terme  quelconque  dépendant  de  a   ou   fonction 
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de  a*  {b*^  par  ex.) ,  qui  coexistait  nécessairement  qu'une  fois , 
sera  répétée  m  fois  ou  s^  fois  ; 

3*  Le  résultat  final  sera.3Sp,  puisqu'un  terme  (b — a)*',  par 
ex.,  sera  aussi  sous  la  forme  (a — by'. 

Donc,  si  dans  le  coefficient  cité  on  remplace  a'^^a'^a* 

oF  par  s.yS^,s^ s  ,  le  résultat  sera  3Sp. 

On  a  vu  d'ailleurs  que  l'emploi  du  facteur  ^  était  inutile  ; 
on  peut  aussi  reconnaître  que  la  lettre  x  mise  à  la*  place  de  la 
lettre  a  simplifie  l'énoncé  du  théorème  :  par  conséquent,  si  on 
divise  F  (jr+y)  par  F  (x+^)  »  le  quotient  obtenu  sera  de  là 
forme 

Si  dans  les  termes  B,  B.,  etc.,  qui  font  des  fonctions  d*:r , 

on  change  j:*,x',x* a:*''  en  s^,s,,s^. . .  .«^,  les  résultats  seront 

* 

Le  coefficient  m  ^ty  obéit  à  la  loi  générale ,  mais  une  re- 
marque est  indispensable.  Ce  coefficient  est  indépendant  de  x  ; 
il  doit  donc  être  multiplié  par  s^=m\  dans  ce  cas  particulier, 
le  produit  m'  doit  être  diminué  de  m,  caries  racines  (a— a) 
{b^b)  y  etc.,  nulles  si  la  puissance  existe ,  donnent  l'unité  sf 
la  puissance  est  zéro  :  cette  modification  faite  on  a 

I»* — m      ou      m{m — 1)  =  2S., 

La  denxièpe  partie  du  théorème  est  donc  démontrée. 

Exemple.  Lagrange  (Résolutions  des  équations  numéri- 
ques de  tous  les  degrés,  p.  110 ,  2*  édition)  rappelle  que  son 
second  mémoire  (*)  sur  ce  sujet  renferme  les  équations  aux 
carrés  des  différences  pour  les  2^  3*,  4*  degrés  ;  mais  il  donne, 
dans  l'ouvrage  cité ,  et  d'après  Waring ,  cette  équation  pour 
le  5*  degré  (**).  Le  mémoire  de  Lagrange  étant  peu  répandu , 


(  *)  Mémoires  de  PAcadémie  de  Berlin ,  1768.  Tm. 

(**)  Le  coeffieient  d  renferme  une  erreur.  Il  ftat  30o  «a  lieu  de  I200  (  p.  1 1 0* 

Tm. 


—  174  — 

j*ai  pris  pour  exemple  l'équation  aux  carrés  des  diflérenees 
pour  le  4*  degré.  La  disparition  da  2*  terme  d*ane  équatkm 
étant  sans  inflaence  sur  la  recherche  qui  nous  occupe,  po- 
sons 

F  (x)  =  x* -{-/'•^ + î*^ + '^  • 

Si  l'on  divise  les  deux  polynômes 

les  coefficients  successifs  du  quotient  seront 

*o  =4, 

*,  =0, 

5.  =  —  2/?, 

5,  =4/^— fiSp^'  +  2p*-8/;V, 

5,.=t5py— 10/7»+10/^r—  iqpr»— 2/1% 

5„  =  ZZp^qr+iipq^—iir'q—iip^q , 

*„ =— 4r5  +  36/iry*  +  S^r*— 24/?y-t-18/iV— 1  Vr+  2|p«, 

Si ,  dans  les  deux  polynômes  cités ,  on  change  xen  x  -f-j^, 
et  si  9  dans  le  quotient ,  on  choisit  de  2  en  2  les  coefficients  des 
termes  des  puissances  paires  négatives  de  ^ ,  ces  coefficients , 
modifiés  par  les  changements  respectifs  de  af,x\j^0...,.x'  en 
s^s^, Sp ,  donnent  pour  résultat  : 

S.=-8/i, 
S,=2qp*— i6r, 
S,=— 78qr*  +  144/ir— 68/1*, 
84= 576r*  +  UOpq^ +260/1*  —  928/iV, 
S, =  —  3630/i'9' — 4O/7' + 4960/1 V — 5440/)/^—  1 028Sp' , 
S,=— 7936r3— 5664/if^'+1 81 20/?*5r'— 24336/iV+37824/>'r' 

+2190î*+4100/>*. 
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Si  on  sabstUue  les  valeurs  de  Si,  S,  dans  les  formules  con- 
nues» 

S.+  PS.+2Q=0. 


lescoefBcientsP,  Q,R,T,  U,  Y,  de  Téquation cherchée  sont 

R  =  28/>5 + 1 6/ir+ 265r% 

T  =  17p*+24/iV+48pî*— liarS 

U  =18/iV+2f  6/7>+32/?5r— 19S^r*+4j»', 

V  =  256r»  +  144/i/7'  — 4/iy  +  16/iV— 128/iV— 27?*, 

Le  théorème  précédent  est  un  cas  particulier  du  théorème 
général  suivant  que  nous  examinerons  :  Trouver  par  des  divi- 
sions  algébriques  les  coefficients  d*uné  équation  dont  les  ra- 
cines sont  des  fonctions  simples  entières  des  racines  d'une 
autre  équation. 

E.  DESM4BEST, 

anc.  él.  de  VÉcoh  polytechnique. 


NOTE 

S^êt  la  iùmme  des  puUiancet  semblables  de  plusieufs  nombres 
en  progresiion  arithmétique  ^  et  sur  quelques  propriétés  des 
nombres  premiers. 


Profetsear  ta  Collège  roytl  de  Louis-Ie-Grand. 


1.  La  formule ,  au  moyen  de  laquelle  on  calcule  |a  somme 
Sm  des  puissances  entières  du  degré  m  de  plusieurs  nom- 
bres a^b^c, ...  ky  ly  en  progresirion  arithmétique  est  : 


fH-'— g**^       m  m{m—\) 

(m-|-l)r         2    ^  '2.3 

r'(*i»_a— r**)— etc., 
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dans  laquelle  r  désigne  la  raison  de  la  progression.  Nous  allons 
reprendre  la  démonstration  de  cette  formule ,  en  y  introdui- 
sant une  légère  modiflcation ,  qui  nous  permettra  de  lui  don- 
ner une  forme  plus  simple. 
On  a  les  relations 

6=a4-r,    c=b+r,    rf=:c+r....     l=k'{-r, 

m 

d*où  on  déduit ,  par  la  formule  du  binôme , 

1  1  »Ja  M. 


On  a  de  même 

Ajoutant  ces  égalités,  et  supprimant  les  termes  6**^, 
c*^  ...Z"^,  communs  aux  deux  membres  de  Tégalité  résul- 
tante ,  il  vient 

et,  par  suite, 


Telle  est  la  formule  qu*i\  s'agissait  d'obtenir. 

2.  Théorèm B.  P  éiatU  un  nombre  premier  plus  grand  què% 
el  m  un  nombre  entier  compris  entre  0  e^  P— 1 ,  la  somme 
des  puissances  du  degré  m  des  nombres  1,2,  3  ...P  — 1  estdi- 
vimble  par  P. 
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Pour  appliquer  la  formule  (A)  au  cas  particulier  des  ter- 
mes de  la  progression  arithmétique  7  1,2,3...? — 1,  il 
suffit  d'y  faire  a=l,  ra=l,  /=5^=P— 1.  Alors  elle  deylent 

P(P~--1)       m  m(m— 1) 

(B)  ,.=-l-pJ--,._.— L_J,_^etc....-,. 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  1 ,  2 ,  3 ... 

m(m-|-l)>  on  aura 

i.2.3...  .71  (i»+ 1)5.  =  1.2.3...  /».P(P*— 1)— A,5«-, 

""•  A^|||..2  """"etc. ...  •"— Am— I  Sf  ^ 

A,,  A„  A,...  A»-.i  étant  des  nombres  entiers. 

On  yoit  par  là  que  si  Ton  suppose  chacune  des  sommes 
s. ,  s, .;.  $wt^i  divisible  par  P,  il  en  sera  de  même  du  produit 
i,  2,  3...  m(m+l)  Sm  ;  mais,  par  hypothèse,  on  a  /i»<P — ^y 
et,  par  suite,  m+l  <P;  donc,  le  nombre  premier  P  ne  di- 
vise aucun  des  facteurs  du  produit  1,  2,  3...in(m-|-l);  <ionc, 
il  diyise  ««.  D'ailleurs,  puisqu'on  suppose  P>>2,  la  somme 

i",  ou  — ^— ,  est  divisible  par  P;  donc,  en  vertu  de  ce 

q[ui  précède,  5,  est  aussi  divisible  par  P;  5,  et  «,  étant  divi- 
sibles par  P,  il  en  sera  de  même  de  la  somme  5,,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  5p^  inclusivement. 

3.  Théorème.  P  étani  un  nombre  premier  plus  grand  que 
2etmun  nombre  entier  compris  entre  0  et  P — 1 ,  la  somme  P». 
des  produits  m  à  in  des  nombres  1^2,  3  ...P — 1  esidivisible 
parV. 

En  elTet ,  les  nombres  P,,  P.,  P,...Pn  et  ceux  qu'on  a  dé- 
signés précédemment  par  5,,  5,,  5,  ...5m  sont  liés  entre  eux 
par  la  relation  connue 

(C)  tm — P,5«-,  +P/«-2 — etc....qpP»_i*i= qrmP», 
dans  laquelle  on  donne  au  second  membre  le  signe — ou  le 
signe  -{- ,  suivant  que  m  est  pair  ou  impair.  Or,  en  vertu  du 
théorème  précédent,  chacun  des  nombres  5,,  «....««  est  divi- 
sible par  P.;  donc,  mjfm  et,  par  suite,  Pm  est  aussi divibleparP. 
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4.  TuÉowkUE.  P  étant  un  nombre  premier j  le  produit  1 ,  S, 
3...(P — 1)  augmenté  de  Tunité  est  divitible  par  P;  H  réd^ 
proquemerU,  tout  nombre  P,  qui  satisfait' à  cette  condition , 
est  premier. 

V  Car,  si  Ton  conçoit  le  produit  des  P — 1  binômes  (1+1)» 
(1+2),  (1+3),  ...  [1+(P-1)]  [1+(P-2)]'[1+(P^)], 
ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  leur  premier 
terme  1 ,  on  aura  Tégalité 

1.2.3...(P— l).P==l+P,+P,+P,-4-...-f-Pp^4-1.2.3...(P— 1), 

dans  laquelle  P„  P, ...  Pp^  ont  la  même  signiflcation  que  dans 
la  démonstration  du  théorème  précédent  ;  or,  en  vertu  de  ce 
théorème,  chacun  des  nombres  P,  P. . . .  Pp_«  est  divisible  par  P  ; 
d*ailleurs ,  le  produit  1,  2,  3  •  .  (P — 1  )  P  est  aussi  divisible 
par  P;  donc,  il  en  est  de  même  de  1,  2,  3...(P — 1)+1. 

2^  Soit  L  un  diviseur  de  P,  inférieur  à  P.  Ce  nombre  L 
sera  l'un  des  facteurs  1,2, 3...P— 1;  donc,  il  divisera  Surpro- 
duit; d'ailleurs  L,  étant  diviseur  de  P,  divise  aussi  le  nombre 
1,  2,  3  ...  (P— 1)  +1,  qui  est  multiple  de  P;  donc  L=l; 
donc  le  nombre  P  n'admet  pour  diviseurs  que  P  et  l'unité  ; 
donc,  il  est  premier. 

Ce  théorème,  dont  /iFarîft^  attribue  l'énoncé  àyean  ff^ilson, 

« 

et  le  théorème  précédent  ont  été  démontrés ,  pour  la  pre- 
mière fois,  par  Lagrange  (Nouveaux  mémoires  de  l'Académie 
de  Berlin,  année  1771).  Lorsqu'on  prouve  d'abord,  comme 
l'a  fait  Lagrange,  que  tous  les  produits  P,,  P.,  P, ...  Pjiu. 
sont  divisibles  par  P,  il  est  facile  de  démontrer  ensuite ,  au 
moyen  de  la  formule  (C) ,  que  chacune  des  sommes  s.,  s..!^» 
^..  5pu^  est  aussi  divisible  par  P.  En  suivant  une  autre  marche, 
nous  avons  eu  pour  objet  de  mettre  les  démonstrations  de  ces 
théorèmes  plus  à  la  portée  des  élèves. 
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QUESTION  SUR  LES  PROBABILITÉS, 

SO&UnOM  VAH  M.  XÉTT  (*). 

U  y  a  dans  une  urae  m  boules  qui  peuvent  être  :  ou  toutes 
blanches,  ou  toutes  noires,  ou  bien  les  unes  blanches,  les 
autres  noires,  dan^  un  rapport  inconnu.  On  tire  à  la  fois  2 
boules  de  cette  urne ,  une  de  chaque  maid  ;  on  regarde  la 
boule  qui  est  dans  l'une  des  mains;  elle  est  blanche  :  com- 
bien y  a-t-il  à  parier  pour  et  contre  que  la  boule  qui  est  dans 
Fautre  main  est  aussi  blanche  ? 

Rappelons  d*abord  la  formule  suivante  :     ' 

l.a+2.3+3.4+....  +  (m-l)m=^"~*^^^"'+*\ 

«S 

Cela  posé ,  puisque  avant  le  tirage  on  peut  admettre  qu'il 

y  a  dans  Tume  soit  : 

« 

tn  blanehe$f 
ou    (m — 1)  hlanekeê  et  1  noire  ; 
OO    (m — ^2}  blaneheê  et  2  noires  j 
OU    (m — 3)  Mtmekêi  et  3  noires  ; 


soit  3  blmchês  et  {m  —3)  noires  i 
ou    2  hUtnehes  et  (w— 2)  noires  ; 
OU    1  Umnehe   et  (m — 1}  noires; 
SCrit  m  noires» 

c'est  donc  comme  si  on  avait  (m-^-i)  urnes  qui  contien- 
draient l'une  m  blanches,    l'autre  (m— l)  blamekes   et    1  notre; 

la  3*  (m — 2)  bUmthes  et  2  noires  ;  etc.,  et  OU  ignore  dans  laquelle 
de  ces(m4-l)  urnes  le  tirage  se  fait. 


O  Célèbre  criitallograpbe,  bon  géomètre ,  mort  en  I84i ,  professeur  au  col- 
léfe  Cbarlenefne  ;  communiqué  par  M.  Goupy ,  un  de  ses  élèves. 
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Or,  chaque  urne  contenant  m  boules ,  le  nombre  de  tiragea 
possibles  dans  chaque  urne  est  m  (m — 1).  D'ailleurs,  il  y  a 
m-f-l  urnes;  donc,  le  nombre  total  de  tirages  possibles  est 
(m+l)m(m— 1). 

[  Nous  considérons  ici  les  arrangements  et  non  les  combi- 
naisons, parce  que  renoncé  de  la  question  exige  bien  évidem- 
ment qu'on  ait  égard  à  Tordre  des  tirages.  ] 

Il  est  d'ailleurs  bien  évident  qu'il  y  a  autant  de  tirages  qui 
commencent  par  une  boule  noire  que  de  tirages  commençant 
par  une  boule  blanche,  et  comme,  par  hypothèse,  la  pre- 
mière  boule  tirée  est  blanche,  il  faut  prendre  la  moitié  da 
nombre  ci-dessus  pour  avoir  le  nombre  de  tirages  possibles, 
commençant  par  une  boule  blanche.  Ce  nombre  est  donc  : 

(m+i){m)im-i) 
2 

Voyons  le  nombre  de  cas  favorables  à  l'arrivée  d'une  seconde 
boule  blanche. 

Comme  on  a  déjà  tiré  une  blanche ,  on  exclut  par  cela" 
même  la  (/i»-f-l)^^urne  qui  ne  contient  que  des  noires. 
Restent  donc  les  m  premières  urnes. 

Or,  comme  les  2  boules  se  tirent  à  la  fois ,  le  nombre  de 
chance  d'amener  2  blanches  de  la  première  urne  qui  en 
renferme  m,  est  m  {m — 1}  ;  de  la  seconde  urne ,  c'est  (iti— 1) 
(m— 2),  etc.  ;  de  la  (m— l)^**  urne ,  c'est  (2x1)  ou  2;  de  la 
/n*^,  c'est  0:  car,  elle  ne  contient  qu'une  blanche. 

Le  nombre  de  chances  d'amener  2  blanches  est  donc 
w»(iii— l)+(m— i)(/i»— 2)+(m— 2)(m— 3)... 

+  2X1='    ^  \' i, 

par  conséquent  le  nombre  de  chances  d'amener  1  blanche  et 
1  noire  est 

(/y>+l)/yi(/n— 1)       (m-fl)/it(wi— 1)  _  {m4-i)m{m—i) 
2  3  ""  6 
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€e  qui  montre  que  ce  nombre  est  précisément  la  moitié  du 
nombre  de  chances  d'amener  3  blanches.  Ainsi,  quel  que  soit 
le  nombre  m ,  il  y  a  2  à  parier  contre  1  que  la  seconde  boule 
sera  blanche,  la  première  Tétant ,  pourvu  toutefois  que  Toa 
ignore  complètement  la  proportion  des  boules  blanches  et  des 
boules  noires. 
Ce  résultat  est  extrêmement  remarquable. 
On  peut  donner  à  ce  problème  cet  autre  énoncé  : 
On  a  deux  cartes  sur  une  table,  dont  on  ignore  la  couleur. 
On  retourne  Tune,  elle  est  rouge;  combien  y  a-t-il  à  parier 
pour  et  contre  que  Tautre  sera  aussi  rouge? 

S  ces  2  cartes  ont  été  tirées  d*un  paquet  de  cartes  pouvant 
Aire  ou  toutes  rouges,  ou  toutes  noires,  ou  rouges  et  noires,  en 

proportion  quelconque ,  d'après  ce  qui  précède,  il  y  aura 

2  à  parier  contre  1  que  la  seconde  carte  est  aussi  jouge.  Mais 
si  on  sait  que  ces  deux  cartes  proviennent  d'un  jeu  de  piquet 
où  il  y  a  16  rouges  et  16  noires ,  alors  non-seulement  on  ne 
'pourra  plus  parier  2  contre  1 ,  mais  pas  même  1  contre  1  que 
la  seconde  carte  est  rouge.  En  effet,  il  n'y  a  plus  que  15  rou- 
ges ,  tandis  qu'il  y  a  encore  16  noires  :  il  ne  faudra  donc  pa- 
rier que  15  contre  16,  ou  0,9375  contre  1  que  la  seconde  est 
aussi  rouge.  Cet  exemple  nous  fait  bien  saisir  qu'il  est  indis- 
pensable, pour  que  la  solution  du  problème  soit  exacte,  que 
Ton  soitdansune  complète  incertitude  sur  le  nombre  de  choses 
d*une  couleur,  et  le  nombre  de  choses  de  l'autre  couleur. 

Nous  nous  sommes  appuyé  sur  la  formule  suivante  : 

qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  ce  problème  fort  simple  : 
Trouver  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  terme 
à  terme  tant  de  progressions  arithmétiques  que  l'on  voudra. 

Nous  allons  démontrer  cette  formule  par  un  autre  moyen. 
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Rappelons  d'abord  que ,  de  même  qu'il  y  a  des  arrange- 
ments avec  répétition  (  Voir  1. 1*' ,  pag.  hi  des  Nouvelkê 
annales),  il  y  a  encore  des  combinaisons  avec  répétitions ,  ap- 
pelées aussi  combinaisons  complètes.  Ainsi,  dans  lescom- 

> 

binaisons  complètes  de  m  lettres  a,b,e,  etc.,  n  à  n ,  on  a  des 
produits  tels  que  ceux-ci  : 

^*  A*  ^* 

a  ,        o  ,        c  , 

a    by   a    'c,.... 
a""'6*,  a"^c*,....  etc.... 

£n  appelant  Rm,n  le  nombre  de  combinaisons  complètes 
de  m  lettres  n  à  n ,  nous  supposons  connue  la  formule  O  : 

« 

j.        _/y»(/y>-|-l)(/yi+2)....(m4-n— i) 
'"""  1.2.3....  n 

Cela  posé ,  désignant  par  Rm,  n  le  nombre  de  combinaisons 
complètes  de  m  lettres  n  à  n,  ces  combinaisons  se  partagent 
en  2  groupes  :  l""  cdles  qui  ne  contiennent  pas  la  lettre  a  ; 
3*  celles  qui  renferment  cette  lettre.  Le  nombre  des  pre- 
mières est  Rni-i,  n.  ^Toutes  les  secondes  sont  divisibles  par  a^ 
et  on  a  pour  leur  nombre  y  après  les  avoir  divisées  toutes 
para,  Rm,»-!;  donc,  on  aR«,n  =  R«-i,»  +  Rm,«-i.. 

Cette  égalité  est  vraie  quel  que  soit  m  ;  changeons-y  m  soo- 
cessivement  en 

m — 1,     m — 2,     m — 3,    m — 4,    /i» — 5 %     i, 

on  aura 

Rm — |^a  =  Rai — 2,ii"pRm — 1,» — 1  9 
R«  -2,  »=  Rm— 8,  « +R»— 2,  »— I  9 


R,,  »  =  R„  ii-f"R,,«— 1, 

R^,  n  ^  Riy'ii_i.  Car  Ro,  it=:0f 

d'où 

Rw,ii  =  Riii,  n-i  -|-Rm— 1,«— i-f-Rm— a,»— I  -}-...  .-[-Ri,  »— |, 
{*)  Nouvelles  Annales,  p.  st. 
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ou 

m{m-{-i)....{m^n  —  1)  __  iw (m -f- !)....(«»+'* — ^) 
1.2.3....  n  ""         1.2.3....  (n—1) 

(m— 1) m  (lit +1)... (m 4-/1—3)  3.4.;.  (it-f  1) 

"^  1.2.,.(i»--l)  "^ ''"1.2.3.. .(n—1) 

2.3.... n  1.2....  (n—1) 

"^  1.2....  (n—1)  "*■  1.2....  (n—1)' 

on 

n 

-f-  3.4.5.... n-f-1  -{-..."-f  (m— l)wi(m  +  l) ....  (m+n— 3) 

+ni(/n+l) ..-.('»+« — 2). 
Cette  formule  est  vraie  quel  que  soit  n  ;  foisons-y  n=  3. 


^        *J        ^  =  1.2-f2.3+3.4-h4.5+...4-(m— l)nH-m(m-hl). 

«f 

Gela  est  yrai ,  quel  que  soit  m  ;  changeons  donc  m  en  m — 1; 
nous  aurons 


(m^l)m(m+l). 

'    ^  -^=1.2+2.3+3.4+.. .+(m—2)(ni—l)+(»i—l)m. 


3 
C*est  la  formule  que  nous  voulions  démontrer. 


PROBLÈMES  PROPOSÉS  AUX  EXAMENS. 
so&unovs  9x  M.  A.  Ajnn, 

RépéUCeur  au  Collège  royal  de  Louis-le-Orand. 


PREMIÈRE  QUESTION. 

1.  Quelles  $ani  le$  candiiions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  les  longueurs  des  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  soient 
exprimées  par  des  nombres  commensurables  ? 

ou  y  ce  qui  revient  au  même , 
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Quelles  sont  les  condUions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qme 
la  somme  de  deux  carrés  parfaits  sait  elle-même  un  carré  par- 
fait? 

Soiçnt  a,  b^  c  trais  nombres  commensurables  exprimant 
les  longueurs  des  trois  côtés  d*un  triangle  rectangle,  a  celle 
de  I*hypoténuse ,  beic  celles  des  deux  cdtés  de  Tangle  droit  » 
il  faut  et  il  suffit  : 

1**  Que  a  soit  la  somme  de  deux  carrés  ; 

3*  Que  b  soit  la  différence  de  ces  mêmes  carrés,* 

3^  Et  que  c  soit  le  double  produit  des  racines  carrées  de  cet 
mêmes  carrés. 

Si  ces  trois  conditions  sont  remplies,  le  produit  abc 
de  ces  irais  nombres  forme  toujours  un  nombre  divisible 
par  60. 

D'abord,  il  est  clair  que  ces  conditions  sont  sufltontes  ;  car 
si  Ton  a,  par  exemple , 

a  =  m'  4"  **% 

c  =  2/7m, 
on  en  déduit 

a*={m'  +  ny  =  (m^—ny+i^mW  ou  a*  =  6*+c*. 

De  plus ,  chaque  cAté  est  plus  petit  que  la  somme  des 
deux  autres,  donc  le  triangle  est  possible ,  et  il  est  rec- 
tangle. 

Il  reste  à  établir  que  ces  conditions  sont  nécessaires, 
a»=6»+c'    donne    b'=a'—c'=(a+ç){a—c)y 

pour  qu'un  nombre  soit  un  carré  parfait ,  il  faut  et  il  suffit 
que  ses  facteurs  premiers  soient  élevés  à  des  puissances  paires  ; 
donc,  si  l'un  des  nombres  (a-f-c)  ou  {a — c)  n'est  pas  un 
carré  parfait,  il  faut  que  tout  flacteur  premier,  flefé  à  une 
puissance  impaire  dans  l'un  de  ces  deux  nombres ,  se  retroor e 


d'où 
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âeyé  à  une  puissance  impaire  dans  Tautre  ;  de  sorte  que 
(a  -f  c)  et  (a — c)  sont  de  la  forme 

a  —  cz=^pC^ 
h=pqt. 

Tous  lés  triangles  semblables  jouissait  des  mêmes  pro- 
priétés ,  on  doit  prendre  pour  valeurs  élémentaires 

mais  les  longueurs  des  trois  c6tés  du  triangle  étant  expri- 
mées en  nombres  commensurables,  peuvent  et  même  doi- 
vent être  supposées  exprimées  en  nombres  entiers,  doù  il 
suit  que  9  et  r  doivent  être  tous  les  deux  pairs  ou  lous  le 
deux  impairs  : 

1**  Tous  les  deux  pairs  </  ==  2  M         /  =  *2N. 

a  =  2M*-f  2N'  =  (M-{-N)'-f  (M— Nr, 
6  =4MN  =  (M^-N)*— (M— N)% 

c  =2M'— 2N'  =  2(M-f-N)  (M— N). 

Les  trois  nombres  a,  h,  c  ont  bien  la  forme  énoncée. 

2^  Tous  deux  impairs  ç  =  2M-f  1      r=2N-f  1.' 

û=2M>-f2M+l-f-2N'-f2N  =  (M+N-|-l)'+(M— N)", 
6=4MN-{-2M-f-2N-}.l  =(M-}.N-f  !)•— (M— N)% 

c  =  2M'-h2M— 2N'— 2N       =2(M-f  N-{-l)  (M— N); 

Les  trois  nombres  a,  6,  c  ont  bien  encore  la  forme  énoncée  ; 
donc,  les  conditions  énoncées  sont  nécessaires  et  suffisantes. 

Ces  trois  conditions  étant  remplies ,  le  produit  des  trois 
nombres  a^  6,  c  forme  un  nombre  divisible  par  60  : 
a  =  w^-J-ii',     b^=m^ — n",    r=2OTw. 

An»,  de  llATnfM.  I.  13 
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U  suffit  de  démontrer  que  le  produit  abc  admet  les  di- 
viseurs 3,  i ,  5 ,  et  même  il  suffit  de  ne  raisonner  qu!9  dan» 
l'bypothèse  où  chacun  des  nombres  m  et  n  est  premier  avec 
ces  nombres;  car  autrement  c  admettrait  ces  diviseurs,  ^ 
conséquemment  le  produit  abc  les  admettrait  aussi. 

1*  Tout  nombre  premier  avec  3  est  de  la  forme  3/?±l  ; 
son  carré  9/?'ii=6/?-{-l  est  de  la  forme  3y-{~^  !  ^^"^ ,  m  et  it 
étant  premiers  avec  3,  le  nombre  6=r/7i* — n*  est  divisible  par 
3 ,  et  par  suite ,  le  produit  abç  Test  aussi. 

St  Tout  nombre  premier  avec  ih  est  de  la  forme  8/+ 1  ; 

son  carré  4p*+V+^=V(/'+^)+l  est  de  la  forme  C|p'+t  ; 
donc»  m  et  n  étant  premiers  avec  k ,  les  nombres  a,  b,  csont 

de  la  forme 

a  =  2(4m'+4n'+l). 

6  =  8(m'— /O, 

c  =2(2m'  +  l)(2n'-|-l). 

Quand  même  par  suite  de  la  similitude,  on  supprimerait  le 
facteur  2  commun  à  ^ ,  ^  et  c,  le  produit  abc  serait  enpore 
divisible  par  k. 

3*  Tout  nombre  premier  avec  5  est  de  Tune  des  formes 
bpdzi  ou  5q±:2  leurs  carrés. 

25p"di1Cjp-l-1, 
25j*di20^-«-4, 

sont  de  Tune  des  deui  formes    5ndz  1 , 

metn  étant  premiers  avec  5 ,  il  est  clair  que  Tun  des  deui 
nombres  a  ou  b, 

as=nf^"^n*^     b  =  m* — n', 

est  nécessairement  divisible  par  5  ;  donc  aussi  le  produit  abc, 
ce  qu*il  fallait  démontrer. 

DEUXIÈME  QUESTION. 

Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle  ou  d  tme  f /- 
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iip§e,  te  droUê ,  fut  joifU  les  milieux  des  diagonales,  passé 
par  le  centre  de  la  courbe. 

Si  k  (pêadrilatêre  circonscrii  au  cercle  est  un  paralUlO' 
grasnauj  ce  parallélogramme  est  un  losange  dont  les  diago- 
malu  se  coupent  au  centre  du  cercle. 

Si  le  quadrilatère  circonscrit  à  l\llipse  est  un  parallélo- 
ffamme,  ses  diagonales  se  coupent  au  centre  de  V  ellipse  et  for* 
mmt  un  système  de  diamètres  conjugués ,  quelle  que  soit  la  di~ 
rection  des  côtés  du  parallélogramme. 

V  Soit  le  quadrilatère  ABCD  (fig.  kS)  circonscrit  au  cercla 
dODt  le  centre  est  au  point  E ,  soit  H  le  milieu  de  la  diago- 
nale AC»  la  droite  ME  prolongée  coupe  Tautre  diagonale  BD 
ea  un  point  N,  qui  est  son  milieu. 

Pour  cela,  il  suffit  de  démontrer  que  les  triangles  BME» 
DME  sont  équivalents  ;  car  alors  la  base  £M  étant  la  même , 
les  hauteurs  BF,  DG  sont  égales ,  et  les  triangles  rectangles 
BNF,  DNG  sont  égaux  y  comme  ayant  les  angles  égaux  et 
ua  cMé  de  Tangle  droit  égal ,  et  par  suite ,  les  hypoténuses 
BN,  ND  le  sont  aussi. 

M  étant  le  miUeu  de  AC,  les  triangles  BM  A  et  BMC,  AME 
et  CME ,  DMA  et  DMC  sont  équivalents  :  cela  posé , 

BBIiE  =  BEA— BMA— AME, 
BME  =BMC+CME— BEC, 

ijoutant  et  réduisant , 

2BME  =  BEA— BEC  =  '^  (AB— BC)  f 

DME  =  DEA  -f  AME— DM  A , 
DME  =  DMC—  DEC— CME, 

jetant  et  réduisant , 

9DME  =  DEA—  DEC  =!Î^(AD— DC)  ; 

2 

le  quadrilatère  étant  circonscriptible, 

AB+DC=«AD-fBC    d'où    AB— BC=5AD— BC. 
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Donc ,  les  triangles  BBIE ,  DMB  sont  équivalents  ;  ce  qu*if 
fallait  démontrer. 

ScHOLiB.  Cette  égalité  AB  — BC=AD—- DG  montre 
que  Ton  peut  considérer  A  et  G  comme  les  foyers  d*une  hy- 
perbole passant  par  les  points  B  et  D,  M  milieu  de  AG  comme 
son  centre ,  et  MN  comme  le  diamètre  conjugué  de  celui  qui 
est  parallèle  à  BD,  alors  MN  doit  passer  par  le  sommet  de* 
Tangle  circonscrit  à  Thyperbole ,  et  dont  la  corde  de  contact 
est  BD  ;  toute  tangente  étant  bissectrice  de  l'angle  des  rayons 
vecteurs  menés  au»  point  de  contact ,  les  cAtés  de  cet  angle 
sont  bissecteurs  des  angles  ABC ,  ADC ,  et  par  suite  le  rencon- 
trent au  centre  du  cercle  ;  le  sommet  de  cet  angle  doit  se 
trouver  à  la  fois  sur  MN  et  au  centre  du  cercle  ;  donc  MN 
passe  par  le  centre  du  cercle  ;  ce  qui  forme  une  autre  démons- 
tration. 

2*  Même  théorème  pour  Tellipse. 

Toute  ellipse  peut  être  considérée  comme  la  section  d*un 
cylindre  droit  à  base  circulaire  par  un  plan  oblique  à  Taxe , 
et  sa  tangente  comme  Tintersection  de  son  plan  et  du  plan 
tangent  au  cylindre ,  son  centre  est  à  la  rencontre  de  son  plan 
et  de  Taie  ;  en  un  mot ,  ce  cylindre  est  le  cylindre  projetant 
Tellipse  ;  la  projection  du  milieu  d'une  droite  est  toujours  le 
milieu  de  la  projection  de  la  droite  et  réciproquement. 

Donc,  le  théorème  étant  vrai  pour  le  cercle,  est  encore 

vrai  pour  Tellipse  n* 

Théorème. 

Tout  parallélogramme  circonscrit  à  un  cercle  est  un  lo- 
sange, et  ses  diagonales  passent  par  le  centre. 

Les  droites  AÇ,  BE,  CE,  DE  (fig.  46),  étant  bissectrices 
des  angles  du  parallélogramme,  chacun  des  quatre  triangles 


(*)  U  théorème  est  de  Newton  (  Princ.  math.,  lib.  I,  coroll.  3,  lem.  3S  ).  Il 
cKitte  «aMi  pour  les  coniques  à  branches  tnflnies.  Tm. 
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ABE,  BEC,  CED,  DEA  est  égal  à  celui  qui  le  suit,  comme 
ayant  les  angles  égaux  et  un  c6té  commun;  donc,  ces 
quatre  triangles  sont  égaux  entre  eux ,  et  les  quatre  angles 
au  centre  sont  droits  ;  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Tkéwrème. 

Les  diagonales  de  tout  parrallélogramme  circonscrit  à  une 
dUpse  passent  par  le  centre  et  forment  un  système  de  dia- 
mètres coi^ugués. 

Supposons  l'ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes ,  et 
ABCD  ifig^VI)  le  parallélogramme  circonscrit ,  les  équa- 
tions des  quatre  c6tés  seront  de  la  forme 

AD  jr=mjr+V^wV+6*, 

CE  y  =  mx—  \//i»"/i"+6% 

AB  y^px-\-\/p'a^+b\ 

CD  y  =zpx  —  \/p'a*+b\ 

'  Le  point  A  rencontre  de  AD  et  de  A B  aura  pour  coor- 
données, 

p  Vm^a^  +p'  —m  V/^^^^fy 


j:.= 


\/m»tf '+  b^  —  V'p'a'+  b* 


p — m 
A  cause  de  la  symétrie ,  le  point  C  aura  pour  coordonnées 

r.=— r,       et       X.=:— x.. 

Donc,  A  C  passe  par  le  centre  ;  ce  qull  fallait  démontrer. 
Son  équation  est 


p  k^wV+6«  —  m  Vp^a^+b^         y, 
J^  =  ' — _  ,.  x  =  —x 
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'   L'équation  de  VD  s'obtiendra  en  changeant  dans  eeUe  de  àC 
le  signe  de  l'un  des  deux  radicaux. 

un  r y/TIFà^'  +  m Vf^v  ^_y. 

JBD      y  =  —  x^s  —  Xy 

^,       y^  _  p^m^à^  •^rp^b'—m^p^a^  —  nCb^ b^ 

x,^  x^^  ni'a*  +  b^---p'a^  —  b^         ""       «*' 

Donc  y  ces  diagonales  forment  un  système  de  diamètreft 
çoi^ugués. 


NOTE 

LE  RAPPORT  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  AD  DIAMÈTRE  ; 

PAR  K.  CATAIJUr. 


On  sait  qu*en  désignant  par  A  i*aire  dun  polygone  régulier 
inscrit  y  par  B  I*aire  du  polygone  circonscrit  semblable,  par 
A'  et  F  les  quantités  analogues  pour  deux  polygones  d'u» 
nombre  double  de  cAtés,  Ton  a  : 

Représentons  par  Ao,  A|, Am^i»  Am»  les  aires  des  po- 
lygones successifs  inscrits,  par  B»,  Bi , Bm.i,  Bm»  les  aire» 

des  polygones  circonscrits,  nous  aurons  les  deux  relations 

générales , 

(A,«)' =  A«-. .  B«-, ,  (1) 

B,==.g^-''°7'f  (2) 

4*où,  parla  division, 

B»  â 

(3) 


(A*)*  A«-.  +  Am' 


(*)  Cette  eiprewion  est  de  Siurin,  membre  de  l'Acidémie  des  scienees,  iT2Sr. 
p.  U).  Tm. 
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L'équMoo  (9)  donné  cette  suite  d'équetioi» 


B«=2 


B«-,  =2 


Am~-3.B|||_2 

A  m— 2  -|"  An,— 1 


B.=  2    ^••®- 


Ao+A/ 

d*où,  par  la  multiplication , 

-o    2:-Q*R  Ao.A,.A,,...Ai»^i 

''•(Ao+A.)(A,+A.)....(A^,+A«)'    ^  ^ 

Si  nous  divisons  cette  équation  par  l'équation  (3),  Bm  se 
trouvera  éliminé ,  et  il  viendra  : 

(A-r  =  2*^'Bo A,.A,.A.....A^ , 

^     ^  ^Ao+A.)(A.+AJ....(A«-^+A^i)    ^  ' 


Si,  dans  cette  dernière  équation ,  nous  changeons  m  en 
m— 1 ,  nous  aurons 

/4        ^'rsiÔ^-^B  A,»A,....Aa»-a .g. 

"-•^  ^A„+A,)(A.+AJ....(A^+A«-«)-  ^  ^ 


Enfin ,  si  nous  divisons  (5)  et  (6)  membre  à  membre ,  nous 
arriverons  à  cette  relation  remarquable  : 

Ainsi  9  fes  aires  des  polygones  successifi  inscrits  soUU  les 
itrmfBs  cTttile  suite  telle,  que  le  carré  de  chaque  terme  est  égal 
audouble  du  cube  du  terme précédeni ^  difnsé par  lasomme  de 
cebU-ei  et  du  terme  qui  le  précède. 

Prenons  pour  unité  le  rayon  du  cercle ,  et  partons  du  carré 
inscrit.  Un  calcul  directdonne  pour  Taire  de  cecarré  lenooihre 
S,  et  pour  celle  de Toctogone inscrit,  SU^S.  Ainsi, 

A.  =  2,      A,  =  2t/2. 
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Pour  obtenir  Taire  du  polygone  inscrit  deseiiecAléfr,  ymt- 
ploie  la  formule  ci-dessus;  elle  donne 

2H-2K2     l+\/2 
Donc 


=  64 


A,=  4lP^2-l/2. 
Prenant  m  égal  à  3  J'obtiens  de  même , 

(A3)'  =  2 _  =o4^ iziz=:=i 

2l/2^-4j/2-.l/2  1/24.2^/2  —  1/2 

(2t-.|/2)V/2M72[2V/2  --1/2—1/2] 
4(2— 1/2)— 2 

=  og  (2-|/2)\/2=T^[2  V/2-I/2-I/2] 

3—21/2 

=  32(2—1/2)  (3+2V/2)|/2— V/2  [2  ^2— 1/2— 1/2] 

=  32(2+l/2)|/2"=V2[2  |/2— 1/2— i/2] 
=  32(2  +  t/2)[2(2— V/2)— K2(2— 1/2)3 
=  32  [2  (4—  2)  — |/2(2  — 1/2)  (2+ 1/2)' J 
=32[4-|/4(2+|/2)]  =64[2— \/2+l/2j, 

et  enfin 


A,  =  8V  2  — 1/2+1/2. 


On  Yoit  que  la  complication  du  calcul  augmente  rapide- 
ment. Nous  engageons  les  commençants  à  former,  en  partant 
des  valeurs  de  A,  et  de  A, ,  Texpression  de  A4 ,  laquelle ,  toutes 
réductions  faites,  devient 


A,=  l6V2-\/2+»/2+k'2i 

ainsi  que  nous  le  démontrerons  plus  loin. 

Je  reprends  l'équation  (7),  et,  afin  d'arriver  à  une  relation 
^lus  simple  entre  les  aires  successives,  je  renverse  la  fraction 


dans  ie  second  membre  de  cette  équation ,  ce  qui  donne^ 
d'abord 


Va»;  -iLA_.-^'j 

ou 

*    _     1     ,  * 

(^)  Kfe)  • 

Posant  alors 

->s. 

J'obtiens 

(^.)"=(S)+^- 

(8) 


(9) 

S,  comme  ci-dessus,  nous  partons  du  carré  inscrit,  nous. 

aurons  d'abord 

A,  =  2,      A.=2|/2, 
d'où 

"'  =  2'      '»'  =  F2'      a.=  ^^' 
après  quoi  la  formule  (9)  donnera  successivement  : 


^  =  ^^2+k2,    -•=>/2+k'2+|/2, 


^  =  V  2+1^2+1/2+1/2,  etc., 


a. 

a. 

taleor  dont  la  loi  est  complètement  évidente.  Ces  valeurs 
donnent  ensuite, 

Substituant  dans  Téquation  (9) ,  nous  aurons  donc 

2  2  2 

A.  =  2—1,      A.  =  2-—  X 


1/2'    *     1/2    }/2+y§ 

^22  2 

A,=2-— X —  x: —  n^r,    elc. 

•^2   p/2+1/2-  x/a+i/^:;:;;:^ 


La  limite  des  airéft  Ao,  A. ,  A. ,  est  Vmfe  du  eerele  d« rayon 
1 ,  laquelle  est  représentée  par  ir  ;  donc  : 

r_^   2  2  2  2__ ,^ 

Le  second  membre  de  cette  équation!  est  composé  d*un 
nombre  infini  de  facteurs,  tous  plus  grands  que  Tunité,  qui 
est  leur  limite.  Cet  exemple  prouve  donc  combiett  il  M  né- 
cessaire d'insister  sur  cette  proposition  :  La  puissance  n* 
éCune  quantité  plus  grande  que  Vunité,  peut  dépasser  touU 
limite^  lorsque  n  est  suffisamment  grand, 

L*équation  (10)  peut  être  écrite  autrement.  En  eflèt, 

^        2 


i^^2+i/2+[72         /     ^/i+i/: 


etc. 


+  •     2 


Or, 


donc. 


16' «^ 


Donc, 


-  =séc.— .8éc.^.8éc.-1.8éc.-J (**) 


8  10  32 

Cette  formuiô  élégante  n*est  pas  nouvelle  ;  elle  a  été  donnée 
par  Euler  (nov.  oomm.  Pelrop.,  année  1760*61  ).  La  con- 
struction géométrique  est  évidente ,  et  elle  a  ceci  de  remar- 
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qiiable,  qtte  etaaque  opération  conduit  k  dmx  valeim  de  plus 

en  plus  approchées  de  -  ,  l*une  par  défaut,  l'autre  par  excès. 

Si  Ton  avait  pris  pour  point  de  départ  un  polygone  régu- 
lier inscrit  différent  du  carré ,  on  aurait  trouvé  des  résultais 
aussi  curieux  que  les  précédents,  mais  moins  simples. 

Reprenons  Téquation  (7) ,  et  posons 

A^  =  2*6«,  .       (12) 

de  telle  sorte  que 

an, 
A  Taide  de  cette  substitution ,  nous  obtiendrons 

On  a, 

De  ces  deux  valeurs ,  on  conclut  : 


Pour  reconnaître  si  cette  relation  a  lieu  généralement^ 
admettons-la  pour  un  ii^stant,  et  posons  : 

(^.r=2'— i/4-(6««,r.        (14) 

Par  le  changement  de  /r.i  en(/ii— 1) ,  nous  obtiendrons  faci- 
lement 

b.^  =  6^.,  |/4— (*«-,)•. 


Or.  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (la),  on  la 
transforme  en  une  identité  ;  la  loi  se  trouve  vérifiée ,  et  Ton^ 
a  généralement  : 

K^y   2-.V  2+i/2  +  */H:Z:      (1^ 
le  nombre  dleisL  radfeaux  étant  m  * 
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Par  suite ,  la  valeur  de  Am  devient,  à  cause  de  (12)» 

A«  =  2*V  2— j/a+V/î+T..;  (16) 

ainsi  que  nous  Tavfons  annoncé. 

La  limite  du  premier  membre  de  cette  dernière  équation 
est  Taire  du  cercle  ;  donc 


n=  limite  de  2*  V  2— V  a+j/a+V- -î       (^^^ 
ce  qui  est  assez  curieux. 

Si  Ton  compare  les  deux  valeurs  différentes  trouvées  pour 
A«  y  on  trouve  la  relation 

2  =  K2. 1/2+I/2. 1^2+1/2+  [/2.... 

X  V  2_\/  2+l/2+y~i     (18) 

dans  laquelle  le  nombre  des  facteurs  avant  le  signe  x  est  égal 
au  nombre  des  radicaux  qui  suivent  ce  signe.  Ainsi,  par 
exemple  : 

2  =  1/2X1/2.     2  =  1/2.  |/2+ 1/2  X  V^  —  V^, 

2=|/2|/2-hi/2V  2-hï/24-V/2^X  1^2— l^sSyâ,  elc. 
Du  reste,  ces  égalités  se  vérifient  immédiatement. 

CONSIDÉRATIONS 

SUR  LE  TRIANGLE  RECTILIGNE. 

(Saite,«oy0f  p.  T9.) 

Théorème. 

22.  Dans  un  triangle ,  les  trois  hauteurs  se  coupant  en  six 
segments  ;  les  milieux  des  segments  qui  partent  des  angles  ; 
les  pieds  des  hauteurs  ;  les  milieux  des  côtés  du  triangle,  don-* 
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béni  neuf  points  situés  sur  la  même  circonférence  ;  le  centre 
de  cette  circonférence  est  sur  le  milieu  de  la  droite  qui  Joint  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  point  de  rencontre  des  trois 
hauteurs  ;  le  rayon  de  la  circonférence  est  égal  à  la  moitié  du 
rayon  du  cercle  circonscrit  ;  et  cette  circonférence  touche 
intérieurement  le  cercle  inscrit ,  et  extérieurement ,  les  trois 
cercles  ex-inscrits. 

Démonstration,  Soit  ABC  le  triangle;  nous  consenrons  les 
mêmes  lettres  et  les  mêmes  notations  qu'on  trouve  à  la 
page  80  ;  de  plus  : 

&' ,  centre  du  cercle  passant  par  les  neuf  points  ; 

G',  centre  du  cercle  ex-inscrit  touchant  le  côté  AB  et  les 
deuk  côtés  AC ,  BC  prolongés  ; 

p  rayon  de  ce  cercle  ex-inscrit  ; 

G'E  s=  €f\ 

G'H=/'. 

Les  trois  points  milieux  des  cêtés ,  le  pied  d*uge  hauteur, 
sont  évidemment  les  quatre  sommets  d'un  trapèze  ayant  deux 
diagonales  égales.  Ce  trapèze  est  donc  inscriptible.  Donc,  les 
trois  pieds  des  hauteurs  et  les  trois  points  milieux  sont  sur 
une  même  circonférence  :  ces  derniers  trois  points  et  un  point 
miheu  d'un  segment  des  hauteurs  adjacent  à  un  angle  for- 
mait un  quadrilatère  ayant  deux  angles  opposés  droits  ;  il  est 
donc  inscriptible  :  d'où  l'on  conclut  que  les  neuf  points  men- 
tionnés sont  sur  une  même  circonférence ,  ayant  pour  rayon 

—  et  on  v(^t  facilement  que  son  centre  H'  est  situé  au  milieu 

de  EH. 

Menons  les  trois  droites  GE ,  GH',  GH  ;  on  a 

HE* 
2GH"  =  GE'+GH —  (Legend.,  liv.  III,  pr.  XIV), 

ou  2GH"  =  e'+/'-y: 


remplaçant  «,/,  /-  par  leurs  valeurs  (pages  81  et  82)  »  on 
trouve 

2GH"=y  — 2Rp+8p%    d'où    GH'=s^_p; 

ainsi  »  la  distance  GH'  des  deux  centres  est  égale  à  la  diffé- 
rence des  rayons  ;  donc,  le  cercle  des  neur  points  touche  in- 
térieurement le  cercle  inscrit  au  triangle  ABC. 

Menons  les  droites  G'H,  G'H',  GE,  on  a,  par  la  proposition 
oitée, 

2G'H"  =  G'E'+G'H'— =^    ou    2G'H"=«"4-/"— j; 

On  peut  calculer  e^,  f  directement ,  mais  on  peut  déduire 
ces  valeurs  de  celles  de  e  et/  en  changeant  p  en— p'»  et  renn 
plaçant /?  par  a4-^--^;  car 

ainsi ,  on  obtient 

/»=  ♦R«— 4Rp'+  3'.''  -i^:X^_f^  , 

i^  =  9R'— 8Rp^+g/'—  <^^*""^^>Y 
d*ott 

26'ir'=|'+«Rp.f2p^    et    G'H'=5  +  p'5 

ainsi,  la  distance  GH'  desdeux  centres  est  égale  à  la  somme  des 
rayons  ;  donc ,  le  cercle  des  neuf  points  touche  extérieure- 
ment le  centre  du  cercle  ex-inscrit ,  tangent  au  côté  AB  ;  il 
en  est  de  même  pour  les  deux  autres  cercles  ex-inscrits ,  etc. 
C.Q.F.D. 
23.  On  a  (p.  Sk)  : 

?  — ?=*'S'     ajns»     2R.GH'=GH'; 
ce  qu'on  peut  énoncer  sous  cette  forme  de  théorème  :  La 
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djMaooe  des  eeotrei  de^  cercles  ioscniç  et  circooscriU  à  un 
tffiMgle  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  le  diamètre 
da  cercle  circonscrit  et  la  distance  du  centre  du  cercle  in- 
scrit au  centre  du  cercle  des  neuf  points. 

Si.  Généralisatwndu  théorème.  Up  triangle  étant  inscrit  dans 
une  section  conique,  si  par  chaque  sommet  on  mène  une 
droite  transversale  respectivement  conjuguée  au  côté  opposéf), 
ces  trois  droites,  se  rencontrant  en  un  point,  forment  six  seg- 
ments ;  les  milieux  des  segments  qui  partent  des  angles,  les  pieds 
des  transversales ,  les  milieux  des  côtés ,  sont  neuf  points  si- 
tués sur  une  seconde  section  conique ,  semblable  à  la  conique 
cinHHiBcrite  et  semblablement  placée ,  et  elle  touche  une  troi  - 
itimi^  section  conique  inscrite  au  triangle  semblable  aux 
dcuiL  premières,  et  semblablement  placée. 

La  méthode  des  projections  cylindriques  suffit  pour  trans- 
porter du  cercle  à  Tellipse  certaines  propriétés  des  diamètres 
coi^ogués,  des  tangentes,  des  intersections  de  lignes,  des  pro- 
portions géométriques,  des  moyennes, distances.  Il  n'en  est 
vas  ainsi  pour  la  parabole  et  Thyperbole  ;  ces  courbes  exigent 
des  démonstrations  spéciales  ;  car  on  ne  peut  les  considérer 
Que  Cjomme  des  projections  coniques  du  cercle.  Or,  ni  les  dia- 
anètres  coi^ugués,  ni  les  proportions  géométriques,  ni  les 
points  de  moyi^nne  distance  ne  restent  tels,  qiiand  on  les  pro- 
jette Goniquement.  Il  feut  alors  avoir  recours  à  la  proportion 
hinnoniqqe  qui  se  projette  cylindriquement  cA  coniquement  ; 
c'est  celle  qu*on  rencontre  le  plus  fréquemment ,  c*est  celle 
dont  on  ne  s'occupe  d'aucune  manière,  dont  le  nom  n'est  pas 
même  prononcé  dans  les  traités  officiels. 

Observation.  La  dénomination  de  cercle  ex-inscrit  a  été 
introduite  par  Simon  Lhuillier  (Annales  de  Gergonne ,  tome  1, 
pag.  156 ,  année  1812). 

(*)  Deax  droites  sont  coQjoguèet  loriqu'elltt  sont  parallèles  à  deax  dia^ 
BiétrM  eonjagaét. 
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25.  Soient  p,  p',  p",  p'";  f^f^  f\  f"  les  rayons  des  quatre  cer* 
clés  tangents  aux  c6tés  du  triangle  et  les  distances  des  quatre 
centres  au  centre  du  cercle  circonscrit  ;  un  calcul  très-facile 
^onne 

P'+P"+P"'  =  4R+P, 

S* 

^^  +P  P    -T-^^    =  "T> 

P 

S* 

pp  p  — --, 

p 

p'pV'=p(pV'-fp/'+py')> 

Connaissant  donc  les  trois  rayons  des  cerclés  ex*iAsôHts,  on 
peut  trouver  le  rayon  du  cercle  inscrit,  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit et  Taire  du  triangle  ;  et  par  conséquent ,  les  coeffl-^ 
cients  de  Téquation  du  troisième  degré  qui  a  pour  radnes  les 
trois  cAtés  du  triangle. 

'  26.  Conséquemment,  lorsque  deux  triangles  ont  les  rayons 
des  cercles  ex- inscrits  proportionnels ,  les  triangles  sont 
semblables.  En  général ,  lorsque  trois  quantités  déterminent 
cotnplHement  les  côtés  d*un  triangle ,  ces  trois  quantités 
données  variant  proportionnellement  ,  les  côtés  varient 
dans  le  même  rapport  et  le  triangle  reste  sembbble  ;  car, 
chaque  côté  est  nécessairement  une  fonction  linéaire  home- 
gène  ,  rationnelle  ou  irrationnelle  de  ces  quantités  t  or» 
lorsque  ces  quantités  augmentent  ou  diminuent  toutes  dans 
le  même  rapport,  il  est  dans  la  nature  de  ces  foncfionis 
d'augmenter  ou  de  diminuer  dans  le  même  rapport. 
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C£NTR£  DB  GRAVITE 

JTwi  arc  quelconque  d'hélice  tracée  $ur  un  cylindre  droit  à  hase 

circuiaire. 

Soit  H  (Fig.  48)  un  arc  quelconque  d'hélice  moindre  qu*une 
spire.  Soit  A  Tare  de  cercle  qui  lui  sert  de  projection  sur  la 
base  du  cylindre  ;  Je  dis  que  le  centre  de  gravité  de  H  se  trouve 
à  rintersection  de  la  perpendiculaire  élevée  par  le  point  g, 
centre  de  gravité  de  Tare  A ,  et  du  plan  parallèle  à  la  base, 
mené  à  égaies  distances  des  deux  extrémités  de  H. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  la  tangente,  en  un 
point  quelconque  de  Thélice ,  fait  constamment  le  môme  angle 
avec  le  plan  de  la  base  du  cylindre;  ou  autrement ,  que  cha- 
que élément  de  cette  courbe  est  également  incliné  sur  ce 
plan. 

Gela  posé ,  il  est  facile  de  voir  que  si  tous  les  éléments  de  H 
8ont  chargés  de  poids  égaux  ;  les  éléments  de  Tare  A  ,  pro- 
Jection  de  H ,  seront  aussi  chargés  de  poids  égaux. 

Donc,  le  centre  de  gravité  de  H  se  projette  en  g*,  centre  de 
gravité  de  A  ;  donc  la  première  partie  de  la  proposition  que 
nous  avons  eu  en  vue  est  démontrée. 

Quanta  la  seconde,  savoir,  que  le  centre  de  gravité  de  H 
est  sur  le  plan  parallèle  à  la  base  qui  coupe  Tare  H  en  deux 
parties  égales,  elle  est  évidente  d*elle-méme,  parce  que  ces 
deux  parties  peuvent  se  superposer  comme  les  deux  moitiés 
d*un  arc  de  cercle  se  superposent. 

Si  l'arc  d'hélice  est  composé  d'une  ou  de  phisieurs  spires, 
son  centre  de  gravité  tombe  évidemment  au  centre  o  de  la 
base  du  cylindre ,  et  le  poids  dont  ce  centre  est  chargé  est 
proportionnel  au  nombre  des  spires  dont  se  compose  l'hélice. 

Enfin,  si  l'arc  d'hélice  se  compose  d'un  nombre  exact 

Ami.  Di  Matiéii.  I.  ^* 


d*héliees  plus  de  l'arc  H,  nous  représenterons  tout  à  la  fois 
par  o  le  centre  de  gravité  de  toutes  ces  spires  et  leur  poids; 
de  sorte  que  si  g  continue  d'être  le  poids  et  le  centre  de  gra- 
yité  de  Tare  H ,  il  suffira  de  paictager  la  distance  og  en  parties 
inversement  proportionnelles  aux  poids  o  et  ^  pour  avoir  la 
projection  du  centre  de  gravité  de  Tare  total  d'hélice  que  l'on 
considère.  Soit  k  ce  point  :  arrivé  là,  il  ne  restera  plus  qu'à 
couper  la  perpendiculaire  au  plan  de  la  base ,  par  tm  plan 
parallèle  à  cette  base ,  à  égdes  distances  des  deux  extrémités 
de  t'arc  dont  on  s'occupe. 

CENTRE  DE  GRAVITÉ 

V0  la  iurfaee  d*un  fiUi  de  vis  carré  ou  triangulaire  y  eom^rim 
entre  deux  poHtioni  de  la  génératrice' 

Soit  d'abord  une  portion  d'héliçolde  H,  moindre  que  odie 
qui  correspond  à  une  spire ,  Je  dis  que,  dans  ce  cas,  le  centre 
de  gravité  de  cette  portion  se  trouve  sur  la  perpendiculaire 
élevée  par  le  centre  de  la  projection  de  H  sur  le  plan  borizoD- 
tal»  et  encore  sur  le  plan  parallèle  à  la  base  de  la  vis ,  mené 
à  égales  distances  des  deux  génératrices  qui  limitent  la  por- 
tion d'héliçolde  H. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  Ton  peut  considérer 
tous  les  points  qui  composent  la  surface  du  filet,  comme  ap- 
partenant à  des  hélices  décrites  sur  des  cylindres  de  même 
axe,  mais  de  rayons  diiïérents  ;  et  si  l'on  représente  par  mo  et 
noj  les  projections  sur  le  plan  de  la  base,  de  la  génératrice 
considérée  dans  deux  positions  différentes,  il  est  aisé  de  voir 
que  tous  les  arcs  d'hélice  compris  entre  ces  deux  positions^aont 
des  arcs  semblables,  c'est-à-dire  dont  tous  les  éléments  sont 
parallèles,  chacun  à  chacun,  et  par  conséquent  en  mAme 
nombre ,  se  projetant  selon  des  arcs  de  cercles  semhiabies 
mn,pq rs,  ce  dernier  étant  sur  l'axe  de  la  vis  (Fif,  h9). 
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Or ,  tous  ces  ares  d*hélice  étant  chargés  de  poids  égaux,  les 
wnêmn,pq.,..  rs  sont  aussi  chargés  de  poids  égaux  entre 
eux  ;  d*où  il  suit  que ,  si  par  le  centre  de  gravité  de  la  por- 
tion de  secteur  circulaire  mnrs ,  on  élève  une  perpendiculaire 
à  ce  plan ,  cette  perpendiculaire  ira  passer  par  le  centre  de 
gravité  de  H ,  donc  la  première  partie  de  la  proposition  que 
J'ai  en  vue  est  démontrée. 

Quant  à  la  seconde ,  savoir  :  que  le  centre  de  gravité  de  H 
est  sur  le  plan  parallèle  à  la  base ,  à  égales  distances  des  deux 
génératrices  qui  limitent  H,  elle  est  évidente  d'elle-même, 
perce  que  ces  deux  portions  peuvent  se  superposer,  comme 
les  deux  moitiés  d'un  secteur  de  cercle  se  superposent. 

SI  la  portion  de  la  surrace  H  correspond  à  un  nombre  exact 
de  spires,  son  centre  de  gravité  tombe  évidemment  au  centre 
de  la  base  du  cylindre,  et  le  pmds  dont  ce  centre  est  chargé, 
art  proportionnel  au  nombre  des  spires  qui  correspondent 
ftH. 

Enfin,  si  H  correq>ond  à  un  nombre  exact  de  spires  plus 
à  une  portion  de  spire,  on  opérera  comme  on  a  opéré  dans 
Tarticie  précédent ,  lorsqu'il  était  question  de  l'arc  d'bélice 
oomposé  d^  plusieurs  spires ,  plus  d'un  arc  moindre  qu'une 
qiire. 

Fbreiot, 
Aneim  rtekur  de  l'Académie  de  GrenoUe. 

Sainl-Imier,  prêt  GnnoUe,  3T  nuri  liU. 


—  20fc  — 


ANALYSE  D'OUVRAGES. 


COHPLÉUBNT  DE  GÉOMÉTRIE  ANALTTIQVE,  par  C.-E  Page, 

proresseur  à  l*Ëcole  royale  d'artillerie  de  La  Fère.  Paris , 
1841 ,  in-8"  de  180  pages,  k  planches  (*). 


Les  anciens  attachaient  à  la  droite  et  au  cercle  des 
particulières  de  beauté  et  de  perfection  ;  en  conséquence  de 
cette  disposition  superstitieuse  ^  ils  ont  désigné  ces  deux  li- 
gnes sous  le  nom  par  excellence  de  lignes  géométrique$^  nom 
qu'elles  ont  conservé  dans  les  mathématiques  modernes, 
science  où  il  règne  encore ,  comme  nous  aurons  souvent  Ueii 
de  le  remarquer,  beaucoup  de  superstitions.  Les  propriétés 
principales  de  ces  deux  lignes,  celles  des  aires  et  volumes  les 
plus  simples ,  qu'elles  sont  susceptibles  d  engendrer,  remplis- 
sent les  15  livres  et  les  données  (<ia/a)  d'Euclide ,  aiiisi  que  les 
8  livres  de  Legendre.  On  n'y  rencontre  que  la  proportion  dite 
aussi  géométrique^  qui,  lorsqu'elle  devient  continue,  donne 
lieu  à  la  moyenne  géométrique  et  à  la  section  bizarrement 
désignée  par  moyenne  et  extrême  raison.  Presque  toutes 
les  propositions  relatives  à  cette  espèce  de  proportion  sont 
fondées  sur  ce  qu'elle  se  projette  cylindriquement  sur  un  plan 
sans  s'altérer ,  tandis  qu'elle  s'altère ,  généralement  parlant , 
dans  les  projections  coniques  (**). 

C'est  dans  l'école  de  Platon ,  livrée  à  des  recherches  d'en- 


n  Chtt  Garilian-Gceury  et  VorDalmont,  éditeurs,  quai  des  Augustins, 
DM  39  et  41 ,  i  Ptris. 

(**)  La  projection  cylindrique  s'opère  par  un  système  de  droites  parallèles,  et 
la  projection  conique  par  un  système  de  droites  convergentes  vers  un  même 
point  flie. 
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lités métaphysiques,  qae,  parune  exception  assez  inattendoe, 
OD  s'est  occupé  d*autres  lignes  que  la  droite  et  le  cercle ,  et 
principalement  de  celles  que  donne  TintersecUon  du  c6ne  et 
du  plan  ;  mais  les  propriétés  de  ces  lignes  exigent  qu'on  fasse 
attention  à  une  autre  sorte  de  proportions  et  de  sections  de  la 
droite ,  dites  harmon%q%ie$ ,  et  qui  se  projettent ,  sans  s'al- 
térer, cylindriquement  et  coniquement;  on  rencontre  ces  sec- 
tions, pour  ainsi  dire,  à  chaque  pas.  Aussi,  les  géomètres  s'en 
sont-ils  beaucoup  enquis  Jusqu'au  dix-huitième  siècle  ;  alors 
ces  propriétés  ont  disparu  des  traités  didactiques,  et  elles 
n'appartenaient  plus  qu'à  l'histoire  et  à  la  science ,  lorsque  le 
etièbre  Carnot  publia ,  en  1803,  sa  géométrie  de  position ,  qu'il 
afait  fait  précéder  de  considérations  sur  les  corrélations  des 
ligures.  La  théorie  des  transversales  de  ce  géomètre,  en  1806, 
et  les  travaux  graphiques  de  l'École  polytechnique  ont  ra- 
fliené  l'attention  sur  les  proportions  et  les  progressions  har- 
moniques, sur  les  involutions  de  Desargues,  sur  les  pèles  et 
polaires  :  c'est,  grflces  à  cette  nouvelle  impulsion,  que  la 
géométrie  doit  les  immenses  progrès  qu'elle  a  faits  dans  ces 
derniers  temps,  comme  s'exprime  M.  Liouville  (*). 

La  géométrie  des  coniques ,  lignes  et  surfaces  a  fait ,  depuis 
im  demi-siècle ,  d'immenses  progrès;  mais  les  livres  classi- 
ques qui  en  traitent  sont  restés  stationnaires ,  et  sont  au  même 
point,  et  peut-être  même  en  deçà,  où  nous  ont  laissés  Rivard, 
Marie,  Lacaiile,  et  certainement  très-arriérés  sur  Sauri  et 
llauduit.  On' dirait,  à  en  Juger  par  certains  ouvrages ,  que 
Descartes  a  introduit  l'analyse  dans  la  géométrie,  non  pour 
l'enrichir,  mais  pour  l'appauvrir.  Heureusement  que,  dans  la 
,  oapitale  du  moins,  beaucoup  de  professeurs  suppléent  par 
l'enseignement  à  la  maigreur  du  programme  ofliciel;  mais  il 
était  à  désirer  qu'on  pût  mettre  entre  les  mains  des  élèves  un 

(*)  Journal  des  mtihéniatiques,  l.  VI,  p.  346.  I84i. 
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oavrige  peu  TObunifteu  et  renfennaDt  les  principales  pro-* 
positions  de  la  géométrie  des  transversales. 

M.  Page,  auteur  du  livreqoe  nous  allons  analyser,  reoinUi 
parfaitement  cette  condition.  Si  nous  disions  que  ce  liyre  est 
utUe^nottsne  serions  Justes  qu'à  demi;  car  ce  livre  est  india* 
pensable  à  tous  ceux  qui  tiennent  à  se  mettre  à  la  hauteur  d» 
l'état  actud  de  l'enseignement  dans  beaucoup  de  collèges  de 
Paris. 

Lintroduction  (1-49)  est  entièrement  consacrée  à  la  théorie 
analytique  des  fonctions  et  de  leurs  dérivées,  et  des  discussioM 
qu'dles  présentent  lorsque  ces  fonctions  admettent  des  Ihe* 
teurs  rationnels,  irrationnels»  égaux  ou  inégaux,  finis  ou  te* 
finis ,  réels  ou  imaginaires.  L'auteur  donne  la  théorie  des  li- 
mites. Mab  Lagrange  a  déjà  fait  observer  que  la  sotts4aii» 
gente  n'est  pas  la  limite  des  sous-sécantes.  Aussi  l'autour 
donne  une  démonstration  ingénieuse,  qui  n'est  pourtant  pas 
à  l'abri  d'une  objection ,  de  l'existence  de  la  fonction  prime  ; 
démonstration  qui  rentre  dans  celle  d'Ampère.  Au  fond  tout 
revient  à  démontrer  que  le  plan  des  xy  coupe  la  surihoe  re- 
présentée par  réquation/(j>fz)--:f«rs=3^. 

Après  l'établissement  des  théorèmes  de  Taylor  et  de  Ifao- 
laurin ,  viennent  les  interprétations  de  certaines  valeurs  pai^ 
ticulières des  dérivées,  les  valeurs  moacitM^wirnim^,  etc. 
On  aurait  désiré  que  l'auteur  indiquât  le  beau  théorème  de 
Lagrange ,  modifié  par  H.  Gauchy,  pour  évaluer  le  reste  de 
la  série  de  Taylor.  Cette  évahiation  peut  seule  légitimer 
l'empM  de  la  série. 

L'ouvrage  est  divisé  en  5  livres. 

Le  premier  livre  (31  à  (i^)  est  consacré  à  des  généralités  sur 
l'algèbre ,  l'homogénéité  et  sur  la  manière  de  déterminer  la 
position  d'un  point. 

<c  On  peut  définir  l'algèbre ,  en  disant  qu'elle  consiste  rim- 
plement  à  interveriir  l'ordre  des  opérations.  y>  —  Je  ne  com- 


prends  pas  celte  définition ,  malgré  Texplication  qui  le  suit. 
Le  rapport  enhamumique  a  été  introduit  par  Chasles  C).  Il 
eipriine ,  une  droite  étant  di? isée  en  trob  segments ,  le  qoo- 
tient  du  produit  des  segments  extrêmes  divisé  par  le  prodnil 
du  segment  moyen  et  delà  ligne  entière.  Cette  dMnitioii» 
deonée  par  H .  Page ,  est  plus  précise  que  celle  de  If  .  Chastes. 
LMsque  ce  quotient  est  Tunité ,  le  rapport  est  harmonifue  ; 
et  lorsque  le  produit  de  deux  rapports  enharmoniques  est  égal 
à  ruaité ,  ces  rapports  sonts  dits  invenes.  Parmi  les  quatre 
fcAntaque  fournit  la  division  d*ttne  droite  en  trois  segments 
tiermoniques ,  le  premier  et  le  troisième ,  sont  dita  amjuguéi , 

afcsri  que  le  deuxième  et  le  quatrième. 

Vmoelutiom  qu*on  doit  à  Desargues  consiste  en  ced  : 
Soient  six  points  situésen  ligne  droite  et  désignés  par  lesnom- 
hres  1, 2,  3,  k,  5, 6;  regardons  i  et  i^,  3 et  S,  3  ^6,  comme 
des  points  réciproquement  coi^ugués  ;  si  quatre  quelconqines 
dnces  points  fournissent  un  quotient  enharmonique  égal  ou 
tafeise  à  leurs  coi^ugués,  les  points  sont  dits  être  en  inyolu- 
tiian;  il  existe  alors  un  septième  point  nommé  centre  d'invo- 
Intion  sur  la  droite,  tel  que  le  produit  de  ses  distances  à  deux 
potutscofifuguésest  constant,  et  réciproquement,  lorsqu'un  tel 
septième  point  existe ,  les  six  autres  sont  en  inyoluUon.  On 
foitcommentles  coordonnées  d'une  hyperbole  rapportée  à  ses 
^mptotes ,  peuvent  servir  à  mettre  des  points  en  involution. 

Ia  Uvre  2  (48  à  61)  est  consacré  à  la  théorie  des  transver- 
sales, des  pôles  et  polaires  des  droites  (**)  ;  de  la  propriété 
des  transversales  Tauteur  déduit  directement,  et  d'une  ma- 
nière simple ,  ces  théorèmes  qu*il  suffit  d'énoncer. 

1*'.  Si  deux  triangles  ont  leurs  sommets  situés  trois  droites 


O  Aptrça  historique  inr  l'origine  et  le  déTeloppemeat  det  mélhedei  en  géo- 
métrie ,  in-4. 1837. 

(**)  Le  mot  pôle  prit  dene  oe  «ens  t  été  introduit  par  M.  Senrois.  (  Joamtl  de 
Gerfonne,  1. 1,  p.  3IT.  1809.) 
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concourant  en  un  point ,  les  trois  points  de  rencontre  é&i 
côtés  opposés  sont  en  ligne  droite  (p.  53). 

2"^.  Dans  tout  hexagone  inscrit  à  deux  droites ,  les  trds 
points  de  rencontre  des  cAtés  opposés  sont  en  ligne  droite 
(cas  particulier  de  rbexagramme  de  Pascal ,  et  déjà  énoncé 
dans  la  collection  de  Pappus).  Après  avoir  expliqué  ce  qu'on 
entend  par  faisceaux  enharmoniques  et  harmoniques,  l'auteor 
passe  au  quadrilatère  complet  et  démontre  facilement  que  let 
milieux  des  trois  diagonales  sont  en  ligne  droite;  et  siron  coupe 
par  une  trans? ersale  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales 
d'un  quadrilatère  simple ,  les  six  points  d'intersection  sont  en 
involuUon  (cas  particulier  du  théorème  général  de  Desailgoet). 
Le  troisième  lirre  (65  à  79)  traite  des  lieux  géométriques  et 
des  courbes  engendrées  par  la  variation  d'un  des  coefficients 
de  l'équation  de  la  droite  ;  Tauteur  déduit  de  là  le  théorème 
connu  de  Camot,  relatif  aux  segments  formés  sur  les  côtés 
d'un  triangle  par  une  circonférence  qui  les  traverse ,  et  eiK 
suite  ce  théorème  de  Desargues  ;  les  quatre  côtés  d'un-quadrf* 
latère  inscriptible  et  la  circonférence  circonscrite  sont  coupés 
par  une  transversale  quelconque  en  six  points  en  involution. 

La  théorie  des  courbes  commence  au  livre  quatrième  (80  à 
117).  On  y  trouve  les  théorèmes  de  Newton  et  de  Carnot  sur 
les  segments.  Les  recherches  sur  les  centres,  tangentes ,  nor^ 
maies,  points  singuliers,  d'inflexions^  points  multiples,  bran- 
ches inûnies,  asymptotes,  sont  exposées  avec  clarté  et  conci- 
sion (84  à  115). 

n  y  a  cinq  exemples  de  discussion  de  courbes  du  troisième  et 
quatrième  degré  ;  on  explique  la  génération  des  courbes  en- 
veloppes d'une  droite.  On  donne  pour  exemple  la  courbe 
engendrée  par  une  droite  de  longueur  constante,  dont  les  ex- 
trémités sont  constamment  sur  les  côtés  d'un  angle  droit  ;  la 
courbe  est  du  sixième  degré,  non  du  huitième,  et  aurait  dû 
être  discutée. 


Le  cinquième  livre ,  en  59  pages ,  nous  procure  on  traité 
complet  des  lignes  du  second  ordre ,  infiniment  plus  complet 
que  ce  qu'on  nous  raconte  là-dessus  dans  des  ouTrages  dix 
fois  plus  yohimineux.  Cet  avantage  est  le  résultisit  des  théories 
générales  développées  dans  les  livres  précédents.  Outre  les 
prcqiriétés  vulgaires  concernant  la  classification ,  les  diamè- 
tres oonilugués  ,  les  axes  principaux ,  les  foyers,  on  lit  (p.  128) , 
tout  ce  qui  concerne  les  pôles  et  polaires,  exposé  par  une 
analyse  courte  et  facile.  Ayant  établi  la  génération  des  coni- 

m 

qœs ,  au  moyen  de  deux  droites  mobiles  pivotant  autour  de 
points  fixes,  théorème  qu'on  doit  au  pasteur  Braikenridge, 
l'auteur  démontre  facilement  le  théorème  de  Desargues,  rap^ 
porté  ci-dessus,  mais  généralisé,  et  le  célèbre  hexagramme  de 
Pascal,  si  fécond  et  si  propre  à  résoudre  tant  de  problèmes,  rien 
qu'avec  la  règle  seulement,  sans  compas.  De  là,  l'auteur  passe 
aux  coniques  considérées  comme  enveloppes  d'une  droite  et 
démontre  la  belle  théorie  de  M.  Brianchon  sur  les  polaires*ré- 
dproques  (*)  et  Thexagramme  circonscrit  du  même  géomètre , 
formant  le  pendant  de  Thexagramme  inscrit  de  Pascal.  L'ou- 
vrage est  terminé  par  six  problèmes  pour  construire  les  coni- 
ques, au  moyen  de  cinq  données  consistant  en  tangentes  ou 
en  points. 

En  finissant  l'examen  de  cet  excellent  écrit ,  nous  nous 
permettrons  quelques  observations  critiques.  Le  titre  n'est 
^pis  exact  ;  ce  n'est  pas  un  camplémerU  ;  il  faudrait  y  ajouter 
peu  pour  en  faire  un  traité  élémentaire  complet  de  géo  - 
mttrie  analytique  à  deux  dimensions;  toutefois,  quelques 
propositions  essentielles  manquent;  entre  autres,  ce  beau 
théorème  qu'on  doit  à  M.  Poncelet  :  Deux  coniques  étant 
dans  le  même  plan ,  si  ou  mène  une  tangente  à  la  première , 
qu'on  en  cherche  le  pôle  par  rapport  à  la  seconde  ;  le  lieu 


n  Joaiual  de  l'École  polytechnique,  cahier  X,  p.  H.  I8ie. 
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de  ce  pôle  est  une  troisième  cwicpie,  et  «îcf  imt^.  Peui- 
Atre  aussi  l'aatear  nVtril  pas  tOQ|}oiirs  tiré  asseï  parti 
de  la  méthode  aoalytiqae.  Toutes  les  propriétés  de  Tespaee 
doivent  se  déduire  de  la  théorie  des  équations,  de  réMniMk 
tioD  et  du  changement  de  coordonnées.  D  n*est  pas  une  pro* 
position  de  cette  théorie  qui  ne  puisse  se  traduire  en  pro- 
priété graphique.  Cest  ainsi  que  la  géométrie  sert  à  écUirelr 
l'analyse ,  et  celle-ci  k  enrichir  la  géométrie,  et  c'est  le yéci- 
table  esprit  de  la  méthode  qu'on  doit  au  génie  sublime  dHu» 
Français ,  le  plus  grand  phUosc^he  du  dix-4eplikne  sièdiL 
Pour  millième  exemple,  nous  citerona  le  beau  mémoire  d9 
H.  LiouTille  sur  rélimination  (*) ,  si  riche  en  inyestigatioBa 
géométriques,  et  dont  nous  nous  proposons  d'entretenir  noa 
lecteurs  prochainement.  Tm. 

Théorie  des  parallèles,  for  F.  Durand  de  Ifonestral, 
ingènimr  géomètre.  Paris,  1838.  In-8%  28  pages,  sans 
planches ,  imprimé  à  Draguignan. 

Le  onzièflKe  axiome  du  premier  livre  d'Euelidè  est  ainsi  Utr 
téralement  énoncé  : 

Deux  lignes  droites  étant  coupées  par  une  troisième,  de 
telle  sorte  que  les  deux  angles  intérieurs  d'un  mémo  cAté 
soient  ensemble  plus  petits  que  deux  angles  droits ,  se  ren- 
contrent, sofl9samment  prolongées,  du  même  côté.  Les  Wh 
demes  ont  cessé  de  regarder  cette  proposition  comme  w 
axiome ,  et  ont  essayé ,  mais  tou^iours  vainement»  d'en  doniwr 
une  démonstration.  Ces  essais  peuvent  se  ranger  sous  treis 
catégories  : 

1»  IHmiwUUm  de  la  dislance.  Lorsque  la  somme  des  an^es 
intérieurs  est  moindre  que  deux  angles  droits,  on  démontre 


C  Joorntl  de  matliéiiiaiiqiiu ,  t.  VI,  p.  S4S.  iS4i 
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fodIemeDt  que  les  perpendiculaires  abaissées  sur- une  de  ces 
drotles,  4e  points  situés  sur  Tautre ,  vont  en  diminuant  en 
s*approchant  du  point  de  rencontre  ;  ces  perpendiculaires 
peuTent-elles  devenir  plus  petites  qu'aucune  longueur  don- 
née? Voilà  ce  qu*il  faudrait,  et  qu'on  n*a  pas  encore  su  dé- 
montrer. 

9*  Sonm$  camUmie  des  angleê  étun  iriangk.  La  théorie  des 
paraUèles  admise ,  on  démontre  facilement  que  la  somme  des 
angles  d'un  triangle  est  constamment  égale  à  deux  angles 
droits ,  et  viee  venây  si  cette  proposition  était  démontrée,  on 
es  déduirait  aisément  toute  la  théorie  des  parallèles.  On  est 
ptirenu  à  prouver  que  s*il  existe  un  seul  triangle  qui  ait  la 
somme  de  ses  angles  égale  à  deux  angles  droits ,  il  en  serait 
de  même  dans  tout  autre  triangle  (*)  ;  mais  on  n*est  pas  en- 
core parvenu  à  prouver  la  possibilité  d'un  tel  triangle. 

3*  jiirei  infinies.  M.  Bertrand  de  Genève  est  le  premier.  Je 
crois ,  qui  ait  fait  usage  de  cette  sorte  de  considérations  que 
Legendre  n*a  pas  désapprouvées,  et  la  brochure  de  M.  de  Mo- 
nestral  appartient  à  cette  catégorie  et  à  la  précédente.  Les 
principales  propositions  appartenant  à  ce  genre  de  démons- 
tration se  réduisent  aux  suivantes  : 

r  L'aire  du  plan  est  inûnie  ;  car,  quelle  que  soit  l'aire  d'une 
figure  fermée  tracée  sur  ce  plan ,  on  peut  en  concevoir  une 
seconde  qui  lui  soit  égale  el  tracée  sur  ce  même  plan  ;  ainsi , 
Taire  du  plan  est  plus  grande  qu'aucune  aire  finie;  donc,  etc.  ; 

ST  L'aire  d'un  angle  droit  est  infinie  ;  car,  si  cette  aire  était 
une  étendue  finie ,  quatre  fois  cette  aire  serait  aussi  une 
étendue  finie  ;  mais  quatre  fois  Tangle  droit  renferme  le  plan 
entier;  donc,  etc.; 

3*  L'aire  d'un  angle  quelconque  est  infinie  ;  il  sulBt  de  le 
démontrer  pour  un  angle  aigu. 


(*)  Ibniel  ùê  fépnélne ,  s*  éditiMi. 


Si  l'angle  droit,  divisé  par  l'angle ,  donne  un  quotient  corn- 
mensurable ,  la  proposition  se  démontre  par  le  même  raison- 
nement que  la  précédente  ;  si  le  quotient  est  incommensu- 
rable ,  on  a  recours  au  principe  des  limites.  L'auteur  n'énonce 
pas  explicitement  ces  propositions  ^  mais  il  faut  les  supposer. 
Ceci  posé ,  il  démontre  ainsi  la  proposition  XIX  du  premier, 
livre  de  Legendre  :  savoir  que  la  somme  des  trois  angles  est 
égale  à  deux  angles  droits. 

Soit  lé  triangle  ABC  ;  prolongeons  BC  vers  6,  CB  vers  D , 
AB  vers  E ,  et  AC  vers  F  :  l'angle  ABC  est  égal  à  son  opposé 
au  sommet  DBE;  il  en  est  de  même  des  angles  BCA ,  GCF  ; 

ainsi  Ton  a 

* 

angle  ABC  +  angle  ACB  +  angle  BAC  =  angle  DBE 

4-  angle  GCF  -f  angle  EAF; 

mais  ces  angles  sont  proportionnels  aux  aires  infinies  qu'ils 
renferment  ;  on  peut  donc  remplacer  ces  angles  par  ces  aires; 
mais  Taire  infinie  DAF  est  égale  à  Taire  fermée  du  triangle  BAC, 
plus  l'aire  infinie  ouverte  EBCF  ;  négligeant  le  fini  par  rapport 
à  l'infini ,  l'équation  devient ,  entre  les  aires 

• 

ABC+ACB+BAC=  DBE-f  GCF+EBCF. 

Le  second  membre  renferme  même  aire  que  deux  angles 

droits  ;  donc , 

ABC+ACB+BAC  =  2^ 

Passant  des  aires  aux  angles ,  on  en  déduit,  etc. 

L'auteur,  sans  doute,  en  vue  d'être  concis ,  supprime  tous 
ces  raisonnements;  mais  ils  sont  nécessaires  et  doivent  être 
sous-entendus. 

Le  reste  de  la  brochure  contient  les  autres  proportions  du. 
premier  livre  de  Legendre. 

Par  inadvertance ,  Fauteur  dit  que  la  proposition  d'Euclide 
est  un  po$tulatum ,  tandis  qu'elle  est  un  axiome  ;  ce  qui  est 
fort  différent.  Le  premier  livre  contient  trois  postulaia  qui  ne 


—  213  — 

80ot  retatib  qu*à  des  constructions  à  faire,  et  non  à  des  pro- 
positions. L'axiome  d*£uclide  peut  être  remplacé  avantageu- 
sement par  un  autre  de  M.  Gergonne  ;  savoir  :  Par  le  même 
point ,  ne  peuvent  passer  deux  parallèles  à  une  droite  donnée. 
Cette  proposition  a  l'évidence  intuitive  d'un  axiome  et  suffit 
à  tout.  M.  Lionnet  a  adopté  cet  axiome  comme  base  de  la 
théorie  des  parallèles  :  c'est  un  exemple  à  suivre.    Tm. 


EXTRAITS  DES  JOURNAUX. 


Journal  de  Crelle  ,  18^1 ,  tome  22 ,  1"  cahier. 
Les  abonnés  qui  désirent  des  renseignements  plus  détaillés 
doivent  s'adresser  aux  rédacteurs. 
Stsrn  (A)  à  Goettingue. 
Sur  la  résolution  dds  équations  transcendantes  (p.  1  à  62). 

Ce  mémoire  a  remporté  le  prix  proposé  sur  ce  surjet  en 
1837,  par  l'Académie  des  sciences  de  Copenhague. 

L'auteur  indique  une  méthode  pour  trouver  les  racines 
réelles,  avec  toute  approximation  désirable  dans  les  équa- 
tions numériques  transcendantes  à  une  inconnue  j  et  aussi 
pour  découvrir  l'existence  des  racines  imaginaires.  Cette  mé- 
thode est  fondée  sur  le  théorème  de  Fourrier,  pour  trouver 
le  nombre  des  racines  réelles,  à  l'aide  des  dérivées  successives, 
la  seule  qu'on  puisse  jusqu'ici  employer  pour  les  équations 
transcendantes;  on  sait  que  M.  Sturm  a  trouvé  depuis  une 
autre  suite  de  fonctions  pour  les  équations  algébriques, 
fonctions  qui  ne  sont  que  les  dérivées  combinées  avec  les  ra- 
cines de  l'équation  aux  carrés  des  différences  f  ).  Nous  donnons 
quelques  équations  résolues  par  M.  Stem  ; 

(*)  Voir  NoaTelles  Annales,  p.  I66. 


lo  jTlogirrsrlOO,  X  entre  8»59T!8B0  et  S.GtmU. 
Euler  avait  trooré      x  =  S^BSTSSSS  ; 

So  x— co8x  =  0^     x=0,73908512  à  KT'prèa; 
Euler  trouve  0,73906<^7, 

3o  j>-taiigjr=0,      x=M93fc0964  à  lO"»  près; 

ce  qui  répond  à  un  arc  de  SST.aTMSf'yaeS  ;  Euler  trouve 
k,k9akÙS3k  ;  et  Poisson  4,49331;  ou  il  y  a  une  faute  typo- 
graphique à  la  quatrième  décimale  C)  ;  on  indique  ici  la  va- 
leur de  la  plus  petite  racine;  il  est  évident  qu'il  existe  une 
inûnité  de  valeurs  positives,  et  que  la  n^^  est  comprise 
entre  «iret  («+7)^?; 
4*"  «'asx,  n'a  que  des  racines  imaginaires,  et  Fauteur,  trouve 

x=  0,318133  db  1,337238 \/^^;  par  un  autre  procédé, 

M.   Cauchy   trouve   x  =  0,3181317  ±  1,3372357  V^^ 
(Leçons  sur  le  calcul  intégral.  Leçon  14). 

L*auteur  montre  (p.  59),  comment  la  nouvelle  méthodede 
M.  Cauchy,  pour  approcher  de  la  valeur  des  racines  réelles, 
dans  les  équations  algébriques  ou  transcendantes,  peut  se 
déduire  de  la  méthode  de  Fourrier.  (Voy.  Compte  Rendu  de 
TAcadémie  des  sciences,  n""  10,  1837.)  Nous  donnerons  les 
deux  méthodes  prochainement. 

M.  Obttingbr,  professeur  à  Fribourg ,  dans  le  Brisgau. 

Sur  la  décomposition  des  fractions  algébriques  fraction- 
naires et  rationnelles  en  fractions  partielles  (63  à  95). 

Par  des  procédés  combinatoires,  Tauteur  indique  une  mé- 
thode facile  pour  trouver,  directement,  chaque  cordent 
dans  les  numérateurs  des  fractions  partielles.  Les  signes  com- 
binatoires n'étant  pas  connus  en  France,  nous  ne  pouvons, 


[*)  Mémoires  de  rAcadémie  dei  Sciences,  tome  VIII,  p.  420  ;  poar  la  falenr 
de  la  seconde  racine,  on  donne  ici  7,7374T;  la  fraie  falenr  eit  t,T9S. 
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SÉDS  trop  aUoDger ,  rendre  compte  de  cet  inléresBant  trafail. 

H.  Gaum  ,  profeBsear  à  Goettiague  (p.  96). 

DédactiOD  élémentaire  d*UQ  théorème  de  Trigonométrie 
sphérique  dû  à  Legeodre. 

Nous  croyons  utile  de  faire  précéder  cette  élégante  déduc- 
tion ,  de  quelques  éclaircissements  élémentaires. 

1*  Soient  a,  b,  c,  A,  B,  C,  les  faleurs  circulaires  expri- 
mées en  degrés  et  parties  de  degrés,  des  troft  côtés  et  des 
trois  angles  d*un  triangle  sphérique  tracé  sur  une  sphère  d'un 
rayon  R  donné  en  unités  métriques,  et  soit  T  Taire  de  ce 
triangle  exprimée   en  unités  superfidelles  métriques;  on 

aura  T  =      '     71^ .ff.  R*  ;  la  partie  fractionnaire, 

tifluqueir,  sont  des  nombres  abstraits.  Cette  éYaluation  qu*on 
trouTe  maintenant  dans  tous  les  ouvrages  classiques,  a  étà 
indiquée  pour  la  première  fois  par  Girard  (Albert)  (*)  et  dé- 
montré ensuite  par  Gavalleri  (Bonaventure}  C*)  ; 

S*  Faisant  A  +  B+C—180o=i3»,  et  a+6+cs=^,  et 
supposons/!  <  2*  ;  l'on  a 

1113 

4cos"-ûco8*-6cos* -csin*  -  wsssin/raiD  (p — â]$in  {p — b)sïn  (p — c) , 

Si         ^         z        z 

si  â,  b,c  diminuent^  »  diminue.  En  eflét,  il  snflSt  de  démon- 
trer que  6»  diminue  avec  c,  lorsque  a  etb  conservent  leurs 
valeurs;  or  cos^  a ,  cosi  ^  ne  changent  pas;  cos^c  augmente  ; 
le  second  membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

j[cosa  —  cos  (b-^c)]  [cos  {b — c)  — cosa] , 

les  deux  facteurs  sont  essentiellement  positif^,  etc  diminuant, 
chaque  facteur  diminue  ;  donc ,  etc.  ; 


n  IiiTeiitioii  nooFfClle  «o  tigébre.  Amiurdam,  i«S9. 

C*)  Né  à  Milan  en  ISM,  mort  le  s  décembre  I694  ;  eoy.  son  ghrtetmrium  ge- 
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3*  Supposons  que  sur  une  autre  sphère  de  rayon  R'>  R , 
on  trace  un  triangle  sphérique  dont  les  oAtés  aient  mêmes 
longueurs  métriques  que  les  cAtés  du  triangle  tracé  sur  la 
sphère  R,  les  valeurs  circulaires  de  ces  cAtés  seront  diminuées 

Rtf    RA     R^ 

dans  le  rapport  de  R  à  R'  ;  elles  deviennent  ^^7 ,  •=-, ,  =7  ; 

donc  dans  ce  second  triangle  la  valeur  de  «>  est  moindre  que 
dans  le  premier.  Augmentant  indéfiniment  R,  l'excès  3»  des 
trois  angles  du  triangle  sur  deux  angles  droits  ira  sans  cesse 
en  décroissant»  et  il  est  facile  de  voir  que  zéro  est  la  limite  de 
ce  décroissement ;  car,  lorsque  le  rayon  devient  infini,  la 
sphère  se  réduit  à  un  plan  ,  le  triangle  devenu  rectiligne,  la 
somme  des  angles  est  égale  à  deux  droits  et  l'excès  est  nui  ; 
ainsi  sur  une  sphère  d'un  rayon  égal  au  rayon  moyen  de  la 
terre,  si  Ton  trace  un  triangle  équilatéral  de  &0,000  mètres 
de  côté,  l'excès  est  réduit  à  3".20''' ; 

^"  Soient  a',  b\  c\  les  longueurs  métriques  des  arcs  a,  ^, 
«;  ona 

H         '  b  Cn 

avec  a  y  b'y  c',  construisons  par  la  pensée  un  triangle  rec- 
tiligne  A'VC;  on  aura 

A-A'+B— B'+C— C  =  3«, 


soit 


A — A'=6>-j-j:, 
B-B'=«+j., 


d'où 


supposons  R  très-grand  et  qu'on  peut  négliger  R"*.  On  a, 
à  cet  ordre  près ,  x==y  =  z  =0 ,  de  sorte  que 

A'  =  A  — o>,    B'=B— o>,    C'==C— » 
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ce  qui  revient  à  cet  énoncé  :  Lorsque  les  côtés  d'un  triangle 
qAérique  sont  très-petits,  relativementau  rayon  delà  sphère, 
onpeut  traiter  ce  triangle  comme  s'il  était  rectiligne,  sauf  à 
diminuer  les  angles  du  triangle  sphérique  chacun  du  tiers  de 
Texcès  de  la  somme  de  ses  angles  sur  deux  angles  droits. 

Tel  est  le  théorème  que  Legendre  a  énoncé  le  premier  en 
1787  (*) ,  il  en  a  donné  une  démonstration  fondée  sur  les 
développements  en  série,  en  Tén  Vil,  1799  {**).  La  même 
année ,  Lagrange  a  modifié  cette  démonstration ,  dans  son 
eèlèbre  mémoire,  intitulé:  Solutions  de  quelques  problèmes 
relatife  aux  triangles  sphériques ,  avec  une  analyse  complète 
de  ces  triangles  {Journal  de  V École  Polytechnique^  VP  cahier). 
Mémoire  qui,  selon  la  marche  habituelle  de  Tillustre  géo- 
mètre,  poursuit,  développe  et  enrichit  un  semblable  travail 
d*Eiiler.  H.  le  docteur  Gauss,  un  des  plus  grands  analystes 
contemporains ,  a  traité  le  même  sujet,  dans  le  présent 
Mtaioire.  Faisant  un  moindre  emploi  des  séries,  sa  démon&- 
tntiOD  est  plus  élémentaire. 

ET  Conservant  les  mêmes  notations  que  ci -dessus,  décom- 
posons S*  en  trois  angles  A',  V,  G'  et  faisons 

A  =  A'  +  a,, 
!}=:»  +  «, 

G  =  C  -f-  6) , 
4NI  a  (Legendre,  Trig.  ^h.  prop.  1.  XXXI), 

co»&(A+B+G)co8f (B+C— A)  _  sin|»sin(A^— ^-o)) 
sinBsinG  ""sin(B'-4-^)sin(C+w)' 

cosi(B+A— C)cosi(A+C— B)sin(B^— »sin(G— Am) 
iin  Bsin  G  (sin  ff  +  u)  (sin  C + ») 


il' 


-  '|9ViB*lra  Mr  iMOpérttionB  trigonomètriqaet ,  doot  lei  reiuluts  dépendent 
4b  It  iiura  de  la  terre.  Mém.  de  rAcadémie  des  sciencei,  178T,  p.  352. 

C*)  MélheJa  tnalytlqne  pour  It  détermination  d'an  trc  dn  méridien.  Note  H, 
fflii  19.  n  Ikit foir  qs'à  l'«ide  do  tritngle  polaire,  le  même  tbéoréme  peot  ser- 
vir à  féNvdre  «a  triangle  droit  qoi  a  denz  angles  Irés-algoi;  Legendre  a 
^MtlaMtma  dèmonitration  dans  tes  Éléments;  dans  le  précédent  onTroge, 
pi  M^Datanlfe  donne  une  vérifleation  da  théorème. 

im.  DK  llATBiCH.  I.  1-'^ 


^ 
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d'où 

sin^ia sln'^a)sin'(A^— » 

Z^^  ""  sîn*  (B' + 6»)  sio  (B' + 1»)  sin*  (C  +  »)  sin  (C — i  »)  ' 

on  obtient  une  équation  analogue  en  changeant  a  en  6,  A 
en  B  et  vice  versa  ,*  divisant  la  première  équation  par  la  se- 
conde, membre  à  membre ,  et  extrayant  la  racine  carrée ,  oa 
obtient 

sin^fg     co»i6_sin(A^+»)8in*(A^  — »^ 
cos^tf'sîn^      8in(F+«)8in»(R— »  ' 

or ,  Ton  a 

sinxr=x  — —  +  ..., 

1.2  ' 
d*où,  lorsque  a  est  trèsF-petit, 

a* 
8in'-a=ria'—  «^ I- 


a* 


a* 


de  même 


co8-a=s  1^- — \- 

sin'-a         »  I  û'    , 
l^ssia* +  _+.... 

cos  la       *  64 


COS 


i6       •      '  64 


et  lorsque  les  côtés  a,  b^  e  sont  petits,  »  est  aussi  très-petit(2]f 

le  second  membre  est  donc  à  très-peu  près  égal  à   .  ,-,  ; 

sm^B' 

ainsi ,  on  a  à  des  infiniment  petits  du  quatrième  ordre  près 
a^  _  sJD^A  a       sin  A 

c'est  le  théorème  de  Legendre. 
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G*  Le  triangle  sphérique  est  formé  par  trois  lignes  de  plus 
courtes  distances  entre  trois  points  situés  sur  une  sphère; 
étant  donnés  trois  points  sur  une  surface  quelconque,  les 
trois  plus  courtes  distances,  forment  un  triangle  sur  cette 
surface.  M.  Gauss  a  étendu  le  théorème  de  Legendre  à  ces 
triangles  en  général,  dans  un  ouvrage  intitulé  :  DisquisiiUmen 
générales  circa  superficies  curvM. 

T  L*équation  (1)  du  paragraphe  II,  n'étant  pas  dans  les 
éléments ,  nous  devons  la  démontrer  ;  on  a 

cosi(A+B4-C)=co6iAcosiBcosiC— cosfAsin^BsinjC  \ 

— cosiBsiniAsin^— cosiCsinfAainiB  i  '  ^^^ 

sin^sinc  sinfeinc 

On  a  des  valeurs  analogues  pour 

siniB,    cosiJB,    sin^C,    cos^C, 
substituant  dans  Téquation  (2) ,  il  vient 

sinasin^sinc 

V/8in/7Sin(/7— /i)sin(/i — b)s\n{p—c)  , 
sinp — sin(/i— â)  =  2sln^ûco9i(fr-|-c), 
8in(p— c)+sin(/?— 6)  =  2sin^£ïcosf(^-f-c), 

sina  =  2sin-âcos-a: 
d*où 

cosi(A+B-fC)=:  ^sin/?sin(/?--g)sin(/?— 6)sin  jp—e) 

—  2cosiacos-frcoslc  ' 

a  a 

or 

sin|w=— cosi(A+B+C); 

ce  qui  donne  la  formule  (1)  ; 

9p  Les  trois  cordes  AB ,  AC ,  BC  du  triangle  sphérique  ABC 
sont  les  trois  côtés  d'un  triangle  recUligne  et  égaux  respec- 
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tivement  à  Ssin^c,  Ssin^fr,  âsin^a;  le  rayon  étant  pris 
pour  unité.  Nommant  a  Tangle  que  font  les  cordes  AB ,  AC , 
on  a  la  relation 

cosa  =  cosAcos-6cosic — sin-frsin-c. 

Cagnoli  (*) ,  se  sert  de  cette  relation  pour  comparer  les 
petits  triangles  sphériqués  aui  triangles  rectilignes.  On  la 
démontre  facilement  (voy.  Nouvélki  Annaleê ,  p.  35). 


Comptes  rendus  mensuels  de  l'Agadéuie  de  Berlin  (  Be- 
richt  ûber  die ,  etc.  ).  Août ,  septembre ,  octobre  18(^1. 

PoGGENDORFF.  Méthode  pour  déterminer  la  force  électro- 
motive  dans  les  chaînes  galvaniques  à  courants  non  constants. 
(Pag.  263-377.) 

Lejeune  Dirichlet.  Recherches  sur  les  fonctions  homo- 
gènes du  troisième  degré  et  des  degrés  supérieurs. 

Soit  la  fonction  homogène 

ay^ -{-^bxy -{- cx^  =  m  ^  (1) 

a,  b,c,  m  sont  des  nombres  entiers,  et  il  s'agit  de  trouver 
des  nombres  entiers  pour  x,  ^  qui  satisfassent  à  Téquation. 

Considérant  x  eiy  comme  les  coordonnées  d*une  ligne ,  la 
question  ne  présente  aucune  difficulté  lorsque  Téquation  pré» 
sente  une  ellipse,  une  parabole  ou  deux  droites  conver- 
gentes. 

i''  Ellipse.  Par  un  changement  de  coordonnées ,  on  fait 
disparaître  le  rectangle ,  et  on  parvient  à  l'équation 

jc'+Bz^=:M,  (2) 


(*)  Traité  de  trigonométrie  rectiligoe  et  sphérique,  ptr  M.  Cagnoli ,  p.  293. 
Paris,  1786.  Le  traité  le  plus  complet  sur  cette  partie  de  la  science.  L'ouvragr  a 
ét^  traduit  de  htalicn  par  M.  Chompré,  sous  les  yeux  de  Taulcur. 


,  -1 
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où  B  et  M  sont  des  nombres  entiers  ;  il  suffit  de  muttiplier 
réquation  donnée  par  a,  et  de  faire  ensuite  a^-|-frx=s  ;  pour 
résoudre  l*équation  (3) ,  il  faut  rendre  M— Bz*  un  carré  par- 
fait ;  on  essaye  à  cet  effet  tous  les  nombres  entiers,  0, 1,  2,  3, 

/m 

jusqu'à  z = V  '^.  Si  parmi  ces  valeurs  on  trouve  un  carré , 

z — bx  ^ 

on  aura  la  valeur  de  x ,  et doit  être  entier.  Si  ces 

a 

deux  conditions  ne  peuvent  être  remplies  à  la  fois ,  le  pro- 
blème est  impossible. 

2*  Parabole.  Il  faut  pour  la  possibilité  que  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  soit  un  carré  parfait ,  et  par  conséquent, 
il  faut  que  m  soit  un  carré  ;  eitrayant  la  racine,  on  parvient  à 
une  équation  du  premier  degré  c^-f£;?x=n,  qui  est  tou- 
jours possible  9  lorsque  cetd  sont  premiers  entre  eux. 

30  Deux  droites  convergentes  ;  dans  ce  cas ,  l'équation  (1) 
prend  la  forme 

(mx  +  ny)  {px  -f  ^ j^)  =  m  ; 

soit  /»=  efy  posant 

mx'\'ny^:^et 
px'\'qy=f\ 

les  valeurs  de  jt  ,  y  ^  tirées  de  ces  équations ,  doivent  être 
des  nombres  entiers ,  sinon  la  question  est  impossible  ;  il  faut 
essayer  autant  de  solutions  que  m  peut  se  décomposer  en 
deux  facteurs ,  parmi  lesquels  il  faut  comprendre  l'unité. 

V*  Hyperbole.  La  solution  dépend  de  la  réduction  en  frac- 
tion continue  d'une  équation  du  second  degré  (v.  pag.l  ). 
H.  Gerono  a  développé  cette  solution  dans  ce  journal.  Il  suffit 
de  remarquer  ici  que ,  par  un  changement  de  coordonnées, 
on  ramène  l'équation  à  cette  forme  : 

£3-j-(ac  — fr*ju*  =  i.  (3)      . 

Si  on  représente  par  T  et  U  deux  nombres  entiers  qui  satis- 


^v 
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foBi  à  cette  équation ,  et  par  X  et  Y  deux  nombres  entiers 
qui  satisfont  à  l'équation  (1)  >  on  trouve  une  inOnité  d'autres 
solutions,  à  Taide  de  cette  formule  due  à  Euler  : 

n  est  un  nombre  entier  quelconque ,  positif  on;  négatif,  'dé- 
yeloppant  et  égalant  séparément  les  parties  rationnelles  et  ir- 
rationnelles ;  on  trouve  deux  équations^du  premier  degré  qui 
donnent  les  valeurs  de  x  et  de  ^.  La  difficulté  est  donc  ré- 
duite à  trouver  X  et  Y.  Monsieur  L.  D.,  par  des  considérations 
fort  simples ,  en  renfermant  la  valeur  du  premier  membre  de 
réquation  (4),  entre  des  limites  données,  ramène  la  recherche 
de  X  et  Y  à  un  petit  nombre  d'essais. 

De  là  Fauteur  passe  à  la  solution  des  fonctions  homogènes 
du  troisième  degré ,  à  trois  variables  «  do  la  forme 

(x+<nr+a'»)  (*+ftr+P'2)  (•=p+v"+7'2)  =  '». 

a,  [iy  7 ,  étant  les  trois  racines  incommensurables  de  Téquaf  ion 
algébrique 5*-{-^*+^*-|-c=0 , où  a,  ^,  c^sont  des  nombres 
rationnels  donnés  (p.  280-85).  Voir  aussi  Legendre ,  Théorie 
des  nombres.  Novembre  184^1. 

l*"  Le  professeur  Nbumann  de  Kônigsberg.  Lois  de  la 
double  réfraction  de  la  lumière  dans  les  corps  comprimés  ou 
dans  les  corps  non  cristallisés ,  et  non  uniformément  échaufffis 
(p.  390  à  353). 

Le  mémoire  est  divisé  en  trois  sections.  Dans  la  première , 
l'auteur  considère  les  lois  de  la  double  réfraction  dans  les  corps 
non  cristallisés ,  uniformément  dilatés  ou  comprimés  ;  la  se- 
conde section  contient  les  formules  relatives  aux  couleurs 
produites  par  la  lumière  polarisée  dans  les  corps  uniformé- 
ment dilatés.  Ces  deux  sections  servent  de  base  à  la  troisième, 
qui  traite  de  la  théorie  des  couleurs  qu'une  inégalité  distincte 
de  température  développe  dans  les  corps  transparents  non 
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crMaliisés.  L*auteur  applique  ses  formules  aux  cercles  colo- 
rés que  manifeste  une  sphère  de  température  uniforme 
et  plongée  dans  un,  fluide  dont  la  température  est  plus  ou 
moins  élevée  que  celle  de  la  sphère;  les  équations  diffé- 
rentielles auxquelles  monsieur  M...  parvient  pour  déterminer 
le  système  des  dilatations  d*un  corps,  pour  une  distribution 
quelconque  de  température  ,  s'accordent  avec  celles  de 
M.  Duhamel.  (Mém.  des  sav.  étrangers  »  t.  V.  1838.) 

IIagnvs.  Sur  la  dilatation  des  gai  par  la  chaleur  (p.  367- 
373). 

Voici  les  coefficients  moyens  de  la  dilatation  pour  divers 

gai  : 

Air  atmosphérique.  .  .  .    0,366508 

Hydrogène 0,365659 

Acide  carbonique 0,369087 

Acide  sulfurique 0,385618 

Ib  diffèrent  du  coefficient  0,375  admis  dans  les  traités  de 
piqrsique. 


MÉMOIRE 

SUR 

LES  SECTIONS   CONIQUES, 

VAR    O.    B.    »AOB| 

ProfesMor  à  PÉ^ole  royale  (fartillerit  de  U  Père. 


1.  Dans  les  cours  de  géométrie  analytique,  on  a  coutume 
de  se  borner  à  démontrer  Tidentité  des  courbes  du  second 
ordre  avec  les  sections  planes  du  cône  droit  à  base  circulaire  ; 
ou  si  Ton  étend  la  démonstration  au  cAne  oblique ,  c'est  au 
moyen  de  calculs  assez  difhis ,  et  qui  ne  peuvent  s'appliquer 
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au  cas  où  la  directrice  n'est  pas  une  circonférence.  Je  me  sois 
proposé  de  traiter  la  question  d'une  manière  plus  étendue 
et  de  trouver  les  formules  générales  de  transformation  au 
moyen  desquelles,  étant  donnée  Téquation  d'une  courbe  ser- 
vant de  directrice  à  la  surface  d'un  cône,  on  puisse  trouver 
immédiatement  l'équation  de  la  courbe  résultant  de  llnter- 
section  de  cette  surface  par  un  plan  donné. 

2.  Soit  KK'  (fig.  50)  un  arc  de  courbe  servant  de  direc- 
trice au  cône  dont  le  sommet  est  au  point  S.  En  supposant 
cette  surface  coupée  par  un  plan ,  nous  pouvons  toujours  me- 
ner par  le  sommet,  un  plan  perpendiculaire  à  la  fois  au  plan 
coupant  et  au  plan  de  la  courbe.  Prenons  ce  plan  pour  plan 
vertical  de  projections  et  le  plan  de  la  courbe  pour  plan  ho- 
rizontal. 

Soit  XX'  la  ligne  de  terre. 

La  trace  horizontale  du  plan  coupant  sera  une  droite  OY 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  et  sa  trace  verticale  une 
droite  OA  faisant  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  égal  à  celui 
que  le  plan  coupant  fait  avec  le  plan  horizontal. 

Une  droite  quelconque  menée  par  le  sommet  rencontre  le 
plan  horizontal  et  le  plan  coupant  en  deux  points  que  l'on 
nomme  points  homologues^  par  conséquent  les  points  homo- 
logues des  deux  courbes  sont  ceux  qui  sont  situés  sur  une 
même  génératrice. 

Un  plan  quelconque  mené  par  le  sommet  coupe  ces  deux 
mêmes  plans  suivant  deux  droites  que  Ton  nomme  lignes 
homologues^  il  est  évident  que  deux  lignes  homologues  doi- 
vent toujours  venir  se  rencontrer  en  un  même  point  de  la 
trace  horizontale  du  plan  coupant. 

Par  le  sommet  S  menons  une  droite  parallèle  à  la  ligne  de 
terre ,  cette  droite  ira  rencontrer  le  plan  coupant  en  un  point 
A  de  sa  trace  verticale  y  le  point  homologue  du  point  A  sur 
le  plan  horizontal  sera  situé  à  l'inflni. 


( 
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Par  la  droite  SA  et  par  uo  point  quelconque  M  de  la  di- 
rectrice ,  faisons  passer  un  plan ,  ce  plan  coupera  le  plan  ho- 
rizontal suivant  une  droite  Mx  parallèle  à  la  ligne  de  terre, 
et  le  plan  coupant  suivant  une  droite  qui  joindra  le  point  A 
au  point  a,  où  la  première  rencontre  la  trace  horizontale  du 
plan  coupant. 

Par  le  sommet  S  menons  une  droite  parallèle  à  la  trace 
verticale  du  plan  coupant,  cette  droite  ira  rencontrer  le  plan 
horizontal  en  un  point  B  situé  sur  la  ligne  de  terre ,  le  point 
homologue  du  point  B^urleplan  coupant  sera  situé  àTinfini. 

Par  la  droite  SB  et  par  le  point  M  faisons  passer  un  plan  > 
ce  plan  coupera  le  plan  horizontal  suivant  la  droite  BM  et  le 
plan  coupant  suivant  une  droite  parallèle  à  la  trace  verticale 
AO  et  passant  par  le  point  p,  où  la  liçne  BM  coupe  la  trace 
horizontale  OY. 

La  ligne  d'intersection  des  deux  plans  SAM  et  SBM ,  se 
confond  avec  la  génératrice  qui  joint  le  point  S  au  point  M, 
parconséquent,  le  point  d*intersectioo  de  la  droite  menée  par 
le  point  ^ ,  parallèlement  à  la  trace  verticale  AO ,  avec  la 
droite  qui  joint  le  point  A  au  point  a ,  est  le  point  homo- 
logue du  point  M  sur  le  plan  coupant. 

Si  l'on  fait  tourner  le  plan  coupant  autour  de  la  trace  OY 
comme  charnière  pour  le  rabattre  sur  le  plan  horizontal ,  la 
trace  verticale  OA  se  confond  avec  la  ligne  de  terre ,  le  point 
A  vient  prendre  la  position  a ,  la  droite  qui  joint  le  point  A 
au  point  a  se  confond  avec  la  droite  aa,  la  droite  menée  par 
le  point  p ,  parallèlement  à  la  trace  verticale  OA  se  confond 
avec  la  droite  menée  par  le  point  p  parallèlement  à  la  ligne 
de  terre  ;  par  conséquent ,  le  point  m  intersection  de  cette 
droite  avec  la  droite  aa  est  le  rabattement  sur  le  plan  hori- 
zontal du  point  homologue  du  point  M. 

Au  moyen  des  deux  points  a  et  B  on  peut  construire  le 
rabattement  de  la  courbe  d*intersection  sur  le  plan  horizon- 
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tal; en  effet ,  supposons  que  deux  droites  mobiles  dont  l'une 
tourne  autour  du  point  B  et  dont  Tautre  reste  parallèle  à  la 
ligne  de  terre,  soient  assujetties  à  se  couper  constamment  sur 
la  directrice,  ces  deui  droites  rencontreront  la  trace  OY  en 
deux  points  mobiles ,  la  première  au  point  |3  et  la  seconde  au 
point  a;  maintenant,  supposons  que  deux  autres  droites 
mobiles ,  dont  Tune  tourne  autour  du  point  a  et  dont  Tantre 
reste  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  soient  dirigées  dans  leurs 
mouvements,  la  première  par  le  point  mobile  a  et  la  seconde 
par  le  point  mobile  3  >  le  point  d'intersection  de  ces  deux 
droites  décrira  la  courbe  demandée. 

Cette  construction  va  nous  conduire  sans  peine  à  la  solution 
du  problème  que  nous  nous  sommes  proposé. 

3.  Soit 

réquation  de  la  directrice  rapportée  aux  axes  OX  et  OY. 
Représentons  les  distances  constantes  Oa  par  a ,  et  OB  par 
b  ,  les  distances  variables  O2  par  a ,  et  Op  par  |9. 
L'équation  de  la  droite  mobile  B^  sera 

by+px=bp.  (2) 

L'équation  de  la  droite  mobile  menée  par  le  point  a  paral- 
lèlement à  l'axe  OX  sera 

r  =  «.  (3) 

Les  variables  «  et  ^  sont  liées  entre  elles  par  la  condition 
que  les  deux  droites  mobOes  se  coupent  sur  la  directrice,*  on 
obtiendrait  une  équation  exprimant  cette  condition  en  éli- 
minant x  et  ^  entre  les  équations  (1)  »  (2)  et  (3). 

L'équation  de  la  droite  mobile  aa.  est 

L'équation  de  la  droite  mobile  menée  par  le  point  p  pa- 
rallèlement à  l'axe  OX  est 

y=p.  (5) 
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On  obtiendra  Téquation  du  lieu  géométrique  engendré  par 
le  point  dlntersection  de  ces  deux  droites,  en  éliminant  a  et 
3  entre  ces  deux  dernières  équations ,  et  Téquation  résultant 
de  rélimination  de  j:  et  de^  entre  les  trois  premières.  Il  s*en 
suit  que  Ton  aura  l'équation  de  ce  lieu  géométrique  en  éli- 
minant les  quatre  yariables  ^^PfJceiy  entre  les  cinq  équa- 
tions 

j^  =  fW,  (i) 

6r+Pa:  =  6p,  (2) 

J-  =  «,  (3) 

ay-\-xx'  =a%,  (4) 

y  =  P;  (5) 

des  équations  (2) ,  (3) ,  (4)  et  (5) ,  on  tire 

^  ^^  Z       Z?  ' 

a — X 

En  remplaçant  x  et  ^  par  ces  yaleurs  dans  Téquation  (1),  on 
obtient  Téquation  cherchée  entre  j/  et  y. 

Les  constantes  a  et  b  sont  ^parfaitement  déterminées, 
quand  on  connaît  la  position  du  sommet  du  cdne  et  celle  du 
plan  coupant  ;  par  conséquent,  les  formules  a  sont  les  formules 
générales  de  transformation  au  moyen  desquelles  on  peut 
trouver  immédiatement  Téquation  de  la  courbe  résultant  de 
rintersection  d'un  c6ne  donné  par  un  plan  donné. 

Si  dans  une  équation  algébrique  d*UD  degré  quelconque , 
on  remplace  xeXx  par  les  formules  à,  le  degré  de  l'équa- 
tion ne  change  pas,  d'où  l'on  conclut  que  toutes  les  courbes 
résultant  des  intersections  d'une  même  surface  conique  par 
différents  plans  sont  des  courbes  du  même  degré. 

h.  Appliquons  ces  formules  au  cAne  droit  ou  oblique  à  base 
circulaire. 


La  directrice  étant  une  circonférence ,  l'équation  (1)  est  de 
la  forme  : 

en  remplaçant  dans  cette  équation  j:  et  ^  par  les  formules  a, 
on  a  une  équation  transformée  du  second  degré ,  représen- 
tons cette  équation  par 

nous  aurons 

d^où 

B.>— 4A,C,=4a>{R"— 6»+2*c— c")  =  4a'(R— {?•+;&)  (R+c— &)  ; 


lorsque  b  est  compris  entre  C-fRetC— R,ce  produit  est 
positif,  il  est  négatif  lorsque  b  n*est  pas  compris  entre  C-f-R 
et  C— R.  Enfin  il  est  nul  lorsque^  est  égal  à  C-f  R  ou  à  C — R. 
On  en  conclut  que  la  courbe  d*intersection  est  une  hyperbole 
lorsque  la  trace  horizontale  du  plan  mené  par  le  sommet, 
parallèlement  au  plan  coupant,  rencontre  la  circonférence  de 
la  base  en  deux  points ,  la  courbe  est  une  ellipse  quand  cette 
trace  horizontale  ne  rencontre  pas  la  circonférence  de  la  base; 
enfin ,  elle  est  une  parabole ,  quand  cette  trace  horizontale 
est  tangente  à  la  circonférence. 

5.  Maintenant  supposons  que  la  directrice  soit  une  courbe 
quelconque  du  second  ordre,  son  équation  sera  de  la  forme 

remplaçant  j:  et^  par  les  formules  à,  nous  aurons  une  équa- 
tion transformée  du  second  degré, 
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B,  =  —Bab—Da, 

C,  =  C6»+E6+F, 
d'où 

B,'— ♦A.C.=a'  [{B— 4AC)  6'+2(BD— 2AE)i+D'— 4AF]. 

• 

Ed  discutant  cetteeipression,  il  est  facile  d*eD  conclure  que 
la  courbe  d'intersection  est  une  hyperbole  quand  la  trace  du 
plan  mené  par  le  sommet  parallèlement  au  plan  coupant  ren- 
contre la  directrice  en  deux  points;  que  la  courbe  est  une 
ellipse  quand  cette  trace  ne  rencontre  pas  la  directrice  ;  et 
qu'elle  est  une  parabole  quand  cette  trace  est  tangente  à  la 
directrice. 

6.  Maintenant  proposons-nous  la  question  suivante:  Un 
cAne  qui  a  pour  directrice  une  courbe  quelconque  du  second 
ordre 9  peut-il  toujours  être  coupé  par  un  plan  suivant  une 
circonférence? 

Pour  que  la  courbe  d'intersection  soit  une  circonférence, 

il  faut  qu'on  ait 

B.  =  0    et    A,  =  C,; 

ce  qui  donne  les  deux  équations 

Bi+D  =  0,        (i)        et        Aa'  =  G6*+Et4.P.        (2) 

Occupons-nous  d'abord  de  la  première,  on  en  tire 

or  l'équation  du  diamètre  qui  divise  en  deux  parties  égales 

un  système  de  cordes  parallèles  à  l'axe  des^,  est  comme  on 

sait 

Bj:,+D 
•^'  ■"  2  A      ^ 

sidans  cette  équation  on  fait  j^,=0,  on  en  tire  pour  l'ab- 
scisse du  point  où  ce  diamètre  va  rencontrer  l'axe  OX , 

_      D 

j:.  — —  g. 
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Il  suit  de  là  que  le  point  B  doit  être  situé  sur  le  diamètre  qui 
divise  en  deux  parties  égales  un  système  de  cordes  parallèles 
à  Taxe  OY,  c'est-à-dire  à  la  trace  horizontale  du  plan  cou- 
pant (fig.  51). 
Mettant  à  la  place  de  b  sa  valeur  dans  l'équation  (S),  on 

en  tire 

^_CD'      ED      F 

"^'^AB»       ÂB"^A" 

Si  Ton  met  cette  même  valeur  à  la  place  de  x  dans  Féqua- 
tion  A,  et  qu'on  représente  par ^,  la  valeur  correspondante 
de  ^ ,  on  en  tire 

,__CD^      ED      F 

d'où 

a«  =  —y. 

La  valeur  de  a  est  réelle  quand  celle  de  ^  est  imaginaire  et 
réciproquement;  ce  qui  fait  voir  que  la  trace  horizontale  du 
plan  mené  par  le  sommet  parallèlement  au  plan  coupant,  ne 
doit  pas  rencontrer  la  directrice. 

Si  la  courbe  est  une  parabole  en  appelant  m  le  point  où 
elle  rencontre  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  B^  et  p'  le 
paramètre  de  ce  diamètre ,  on  aura 

y;=[/.mh    d'où    o'^  —  p'.mB.  (a) 

Si  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole ,  le  diamètre 
qui  passe  par  le  point  B  la  rencontre  en  deux  points  m  et  n; 
en  appelant  ^  la  moitié  de  ce  diamètre  et  fr'  la  moitié  de  son 
conjugué ,  on  aura 

il        B/7t.B/i 


b'*  b"' 


(^) 


7.  On  peut  démontrer  géométriquement  que  toutes  les 
fois  que  les  conditions  ci-dessus  sont  satisfaites,  la  courbe 
d'intersection  est  une  circonférence. 
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Supposons  que  la  directrice  soit  une  ellipse  {fig^bi}-,  par  le 
diamètre  mn  et  par  le  sommet  S ,  faisons  passer  un  plan.  Ce 
plan  coupe  la  surface  du  cône  suivant  deux  génératrices  Sm 
et  Sn  qui  se  projettent  yerticalement  suivant  les  deux  droites 
Sm'  et  Sn!.  Son  intersection  avec  le  plan  coupant,  est  une 
droite  parallèle  à  BS,  par  conséquent  perpendiculaire  à  DE 
et  qui  rencontre  les  deux  génératrices  Sm  et  Sn  en  deux 
points  G  et  H  projetés  verticalement  en  g  et  h. 

Le  triangle  SBn  semblable  au  triangle  HC/i  et  le  triangle 
SBm  semblable  au  triangle  mCG  donnent 

BS  _Bn  BS  _Bm 

CH""C/i    ^^     CG~Cm' 


d*où 


BS'  Bn,Bm 


mais 


on  a  donc 


tfoù  Ton  tire 


CH.CG       Cn.Cm' 

BS  =  OA  =  a, 

BS'  _  Bn.  Bm 
C^'^Cn.Cm' 

CD' =  CH.CG. 


On  démontrerait  que  cette  relation  a  lieu  pour  toutes  les  or- 
données de  la  courbe  d'intersection  en  menant  par  chacune 
de  ces  ordonnées ,  un  plan  parallèle  au  plan  horizontal ,  on 
en  cofidot  que  la  courbe  d*intersection  est  une  circonfé- 
rence. 

8.  Le  problème  de  couper  une  surface  conique  dont  la 
directrice  est  une  courbe  quelconque  du  second  ordre ,  de 
manière  que  la  courbe  d'intersection  soit  une  circonférence» 
se  trouve  donc  ramené  au  suivant  : 

Trouver  sur  le  plan  d'une  courbe  du  second  ordre,  un 
point  B  tel  que  la  droite  qui  Joint  ce  point  à  un  point  donné 


P,  soit  perpendiculaire  à  la  direction  conjuguée  du  diamètre 
qui  passe  par  le  point  B,  et  que  Téquation  (a)  ou  Féquation 
(b)  soit  satisfaite ,  suivant  que  la  courbe  est  une  parabole  ou 
qu'elle  a  un  centre. 

Occupons-nous  d*abord  du  cas  où  la  courbe  est  une  para- 
bole (/S;.  52). 

Soit 

r'^^px  (1) 

réquation  de  cette  parabole  rapportée  à  son  sommet  et  à  ses 
axes. 

Soient  P  la  projection  du  sommet  du  cône  sur  le  plan  de 
la  courbe , 

h  la  hauteur  du  sommet  au-dessus  de  ce  plan, 

B  le  point  cherché , 

p'  le  paramètre  du  diamètrequi  passe  par  le  point  B. 
On  devra  avoir    . 

Soient  a  et  |3  les  coordonnées  du  point  P, 
JTi  et^'.  les  coordonnées  du  point  B , 

X  et  j^  les  coordonnées  du  point  m  ; 

on  aura 

B/i>  =  (r.-pr+(j:-a)% 

2r' 


WlB  ::=  J:,  —  X  , 


d'où 

il  ne  s'agit  plus  que  de  remplacer  dans  cette  équation  x,  et 
^,  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  x  et  de^. 
On  a  d'abord 

la  droite  PB  est  perpendiculaire  à  la  direction  conjuguée  du 
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litemètre  Bm ,  par  conséquent  perpendiculaire  à  la  tangente 
menée  par  le  point  m ,  son  équation  sera  donc 

d*où  Ton  tire  en  remplaçant  j^.  par  sa  valeur  j^ , 

y 

remplaçant  x,  et^,  par  leurs  valeurs  dans  l'équation  (2j ,  il 
vient 

dbctuant  les  développements  et  les  réductions,  il  vient 
remplaçant  j"*  par  sa  valeur  ^x,  il  vient 

^+(^_,)..+(/"-W-^'),_^^o.      (S, 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  ne  sulDt  pas  que  cette 
équation  admette  une  racine  réelle  positive ,  il  faut  en  outre 
que  la  position  correspondante  du  point  B  soit  extérieure  à 
la  courbe,  c*est-à-dire  que  les  valeurs  correspondantes  des 
coordonnées  x,  et^, ,  satisfassent  à  Tinégalité 

^,'>2px.,    or    ^/=y  =  2px,    d'où    x>x.; 
à  la  place  de  x,  mettant  sa  valeur ,  on  a 

-"^         ^^       +OL—P    ou     x— (a— ^)>       ^^ 


±V/2px  ±.\/ipx 

Quel  que  soit  le  signe  de  |3 ,  à  cause  du  double  signe  du  ra- 
dical, il  y  a  toujours  une  des  deux  valeucs  du  second  membre 
de  cette  inégalité  qui  est  négative ,  il  suflBt  donc  que  Téqua- 
tton  admette  une  racine  qui  satisfasse  à  la  condition 

f  X>a—p.  '       nv 

Aiw.  »■  MAnniH.  1.  1^ 
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Lorsque  a  est  négatif,  cette  condition  est  éfidemment  sa- 
tisfaite,  car  l'équation  admet  une  racine  réelle  positive; 
lorsque  a  est  positif  en  remplaçant  dans  (3)  x  par  ae— /',  on 
obtient  un  résultat  négatif  dont  Téquation  admet  une  racine 
positive  plus  grande  que  a — p. 

Il  résulte  de  cette  discussion  que  le  problème  est  toujours 
possible  ;  c*est-à-dire ,  qu'un  cAne  dont  la  directrice  est  une 
parabole,  peut  toujours  être  coupé  par  un  plan  suivant  une 
circonférence.  Comme  nous  avons  déjà  démontré  qu'un  cône 
dont  la  directrice  est  une  courbe  quelconque  du  second  or- 
dre y  peut  toujours  être  coupé  par  un  plan  suivant  une  para* 
bole,  nous  serions  en  droit  d'en  conclure  qu'un  cAne  dont 
la  directrice  est  une  courbe  quelconque  du  second  ordre, 
peut  toujours  être  coupé  par  un  plan  suivant  une  circonfé- 
rence; néanmoins  nous  allons  résoudre  directement  le  pro- 
blème dans  le  cas  où  la  courbe  serait  une  ellipse  ou  une 
hyperbole. 

9.  Soit 

ay-f  6V=flV,  (1) 

l'équation  d'une  ellipse  [fig.  53)  rapportée  à  son  centre  et  à 
ses  axes. 

Soient  P  la  projection  du  sommet  sur  le  plan  de  la  courbe, 

h  sa  hauteur, 

B  le  point  cherché , 

al  le  demi-diamètre  passant  par  le  point  B , 

V  le  demi-diamètre  coqjugué  de  a!. 
On  aura 

pV+h*  _  Bm.  B/n^ 


r  oT 


(2) 


Soient  «  et  ^  les  coordonnées  du  point  P , 
JT,  et  j^,  les  coordonnées  du  point  B, 
xef^  les  coordonnée»  du  point  m. 


t.-  * 


—  235  — 
Od  aura 

mettant  ces  valeurs  dans  Téquation  (2) ,  il  vient 

il  ne  s'agit  plus  que  de  remplacer  dans  cette  équation  x,  et^, 
par  leurs  valeurs  en  fonction  de  x  et  de  ^« 
L'équation  du  diamètre  mn  est 

la  tangente  de  Tangle  que  le  diamètre  conjugué  du  diamètre 

mn  fait  avec  Taxe  des  x  est r-. 

Par  conséquent  l'équation  de  la  droite  menée  par  le  point 
P  perpendiculairement  à  ce  diamètre  est 

Pwr  déterminer  x,  et^, ,  on  a  donc  les  deux  équations 

r.  =-•»?,    et  r.— P  =  ^(^.— «); 

•n  en  tire 


d'où 


~  236  — 
mettant  ces  Taleurs  dans  Téquation  (3) ,  il  Tient 

remarquant  que 

b*x*+ay=za*b'(a*+b*—x'—y), 
il  vient  en  simpliflant 

{b*x*+ay)  («y +pV)  +xy  (a*-6*rA« 

=  [^Vy+ô^pV— xy {a*-6*)'](a*  +  6*  -  a^—y); 

en  remplaçant  dans  cette  équation  y  par  sa  valeur  fr* p, 

on  obtient  une  équation  du  sixième  degré»  qui  ne  contient 
que  des  puissances  paires  de  x.  Posant  x*=Zy  on  obtient 
une  équation  du  troisième  degré  qui  a  toujours  une  racine 
réelle. 

La  marche  des  calculs  serait  la  même  dans  le  cas  où  la 
directrice  serait  une  hyperbole. 

SOLUTION  DU  PROBLÈME  10  (p.  56). 

PAR  M.  A.  DS  BXAU8AO9, 

Elète  au  collège  de  Versailles. 

La  base  ÀB  d'un  triangle  rectiligne  ABC  est  donnée  de . 
grandeur  et  de  position,  la  somme  des  deux  autres  côtés  AG, 
BC  du  triangle  est  égale  à  une  droite  donnée  ;  on  suppose  que . 
ce  triangle  tourne  autour  d*un  axe  rectiligne  DE  tracé  sur  son , 
plan  ;  déterminer  le  sommet  C  du  triangle ,  de  manière  que 
la  somme  des  surfaces  décrites  par  les  deux  cAtés  AG»  BGw. 
adjacents  à  la  base ,  soit  un  maximum  ou  bien  un  minimunof: 

On  sait  que  lorsqu'un  système  do  droites  tourne  autodk. 
d'un  axe  situé  dans  son  plan,  la  surface  décrite  parce  système 
est  égale  à  la  somme  des  génératrices  multipliée  par  la  cir- 
conférence que  décrit  le  centre  de  gravité  du  système ,  donc 


V 
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pour  résoudre  le  problème ,  il  suffira  de  chercher  parmi  tous 
les  triangles  que  Ton  peut  construire  avec  les  données  de  la 
question ,  ceux  dans  lesquels  les  centres  de  gravité  des  côtés 
variables  9  seront  Tun  le  plus  éloigné ,  l'autre  le  plus  rappro- 
ché de  la  droite  DE. 

Or,  supposons  que  le  triangle  ABC  (fig.  66),  résolve  le 
problème  ;  prenons  le  point  G  milieu  de  ÀC,  le  point  K  mi- 
lieu de  BC  menons  la  droite  GK  et  divisons-la  en  deux  parties. 
CM  et  KM  telles  que  Ton  ait 

(1)  aC:BC::MK:mg. 

Le  point  M  sera  le  centrede  gravité  du  systèmedes  droites  AC 

et  CB.  Il  nous  suffit  donc  de  chercher  les  coordonnées  de  ce 
[  point.  A  cet  effet,  posons  AC+CB=2^ ,  AB=2c  et  a'— c*=6*. 
I         Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  AB,  pour  axe  des^  la 

perpendiculaire  EF  menée  par  son  milieu ,  et  appelons  a/  et 
r  y  les  coordonnées  du  point  G.  Ce  point  doit  évidenunent  se 
y  trouver  sur  une  ellipse ,  ayant  pour  foyers  les  pomts  A  et  B, 
I      et  pour  grand  axe  2^,  nous  aurons  donc  entre  x'  et  y,  la 

relation  : 

(2)  ay^  +  6  V  =  a'b\ 

Gela  posé ,  si  nous  appelons  X  et  Y  les  coordonnées  du  point 

y 

M^  nous  aurons  Y  =  ~ ,  d'où  Ton  tire 

•    2 

(3)  y  =  2Y, 

et 

X  =  OP— MK=îi^MKr). 

2 

D*ailleurs  la  proportion  (1)  donne 

cxAC 


jf  AC4GB  ou  2a:AG::MK+MGou  c:MRd'oùMK=. 


2a 


(')  Lt  perpendicuttire  KP  lur  AB  et t  oniiM  danf  la  figure. 
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tf*^~  ex 
et  remplaçant  le  rayon  vecteur  AC  par  sa  valeur   -^ —  ,  il 

a 

C  {û^  "^  CJC\ 

viendra  MK  = ~- — i  et  par  suite 

X  —  ^  +  -^  _  g(^*+g-^)  «  J^  w 

^      2  2a*         ""  2a*      ' 

d'où  (4)  a/  =  ^"x. 

Remplaçant  alors  dans  l'équation  (2)  j/  et  y  par  leurs  ya- 

4a^ 
leurs,  nous  aurons  4a*Y*  +  —  X*  =  a^b\  ou 

(5)  6*y+a'X'=i64. 

4 

Telle  est  la  relation  à  laquelle  doivent  satisfaire  X  et  Y»  et 
l'on  voit  d'ailleurs  facilement  par  cette  équation  que  le  lieu 
géométrique  du  point  M  est  une  ellipse.  Maintenant  puisque 
le  triangle  ÀGB  résout  le  problème ,  le  point  M  est  sur  ce  lieu 
le  point  le  plus  éloigné  ou  le  point  le  moins  éloigné  de  la 
d^ite  DE;  il  doit  donc  se  trouver  au  point  de  contact  d'une 
tangente  menée  parallèlement  à  DE. 

Or,  dans  l'équation  de  cette  tangente ,  le  coefficient  de  x 
est  égal  à  la  dérivée  prise  par  rapport  à  X,  dans  l'équation 
de  la  courbe ,  divisée  par  la  dérivée  prise  par  rapport  à  Y ,  le 
tout  précédé  du  signe  moins  ;  de  plus  puisque  cette  tangente 
est  parallèle  à  DE ,  si  nous  appelons  g  la  tangente  de  l'angle 
EDQ(*)>  g  devra  être  aussi  le  coefficient  de  x  dans  son  équa- 
tion ,  nous  aurons  donc  la  relation 

a*X    j,  ,     --         a*X 

Et  remplaçant  Y  par  sa  valeur  dans  l'équation  (5) ,  il  TieDdvt 

^  +  a«X'  =  i6*     ou    a-X*(a-+6y)=j6V, 


C)  Q  est  sur  le  prolongement  de  BD. 
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d*où  Ton  tire 

b^e  ab 

X  =  db et  par  suite  Y  =  rp 


2a  \/ar  +  by  2  {/a"  +  by 

Revenons  enfin  aux  égalités  (3)  et  (k) ,  et  nous  en  déduirons 

x'  =  ± ^  et    y=z^ 


l/a'  +  by  \/a'  +  by 

Telles  sont  les  coordonnées  des  points  cherchés  ;  il  est  d'ail- 
leurs évident  que  les  signes  supérieurs  doivent  être  pris  en- 
semble, et  les  signes  inférieurs  aussi  ensemble. 

D'après  les  valeurs  4e  x  et  de  y,  on  voit  que  les  deux 
points  cherchés  sont  symétriques  Tun  de  l'autre,  par  rapport 
aux  deux  axes,  de  plus  les  coordonnées  de  chacun  d'eux 
seront  de  mêmes  signes,  si  l'angle  EDQ  est  obtus,  et  de  signes 
contraires ,  si  ce  même  angle  est  aigu. 

Enfin  si  l'on  pose  0E=/,  l'ordonnée  du  point  qui  donne 
le  maximum  devra  toujours  être  de  signe  contraire  à  /,  et 
l'ordonnée  du  point  qui  donne  le  minimum  devra  toujours 
être  de  même  signe  La  position  des  deux  points  cherchés  est 
donc  déterminée. 

Pour  que  le  problème  soit  possible»  il  faut  d^abord  que  j^ 
et  y  soient  des  quantités  réelles ,  ce  qui  exige  que  b  le  soit, 
c'eat-à-dire  que  Ton  ait  a*>>c*  ou  a>>c;  mais  cette  condi- 
tion ne  suflStpas;  il  faut  encore  que  l'on  ait,  abstraction  faite 
des  signes,  j/<a  ety  <C^,  cequi  a  toujours  lieu;  d'où  l'on 
conclut  que  le  problème  est  possible  toutes  les  fois  que  la 
somme  des  cAtés  variables  est  plus  grande  que  la  base  don* 
née.  Il  pourrait  arriver  que  la  droite  DE  coupât  un  des 
triangles  qui  résout  la  question,  ou  même  tous  les  deux; 
alors  pour  que  la  solution  que  nous  venons  de  proposer  puisse 
8*at)pliquer  aussi  à  ce  cas ,  il  faudrait  regarder  comme  néga- 
tive la  surface  engendrée  par  la  révolution  des  droites  qui  se 
trouveraient  au-dessous  de  l'axe  de  rotation. 


—  2fc0  — 

Il  pourrait  encore  arriver  que  Taxe  de  rotation  Ait  parai-* 
lèle  à  la  base  donnée  AB.  Pour  envisager  ce  cas,  il  suffit  dans 
les  valeurs  de  j/  et  dey  de  faire  ^=0 ,  on  aura  alors  x=0 
et  y^zçib.  On  est  donc  ainsi  conduit  au  théorème  suivant  ; 
De  tous  les  triangles  de  même  base  dont  les  cAtés  variables 
font  une  somme  donnée  et  qui  tournent  autour  d*un  axe  situé 
dans  leur  plan  parallèlement  à  la  base ,  celui  dans  lequel  la 
surface  engendrée  par  les  cAtés  variables  est  un  maximum  on 
un  minimum,  est  le  triangle  isocèle. 

Ce  cas  comprend  évidemment  comme  cas  particulier,  celui 
où  Taxe  de  rotation  se  confondrait  avec  la  base,  c'est-à-dire 
celui  où  les  triangles  tourneraient  autour  de  leur  base. 

Enfin ,  il  peut  arriver  que  Taxe  de  rotation  soit  perpendl- 
colaire  à  la  base  ;  pour  envisager  ce  cas ,  il  nous  suffit  dans 
les  valeurs  de  x'  et  dey  de  faire  ^=oc ,  nous  aurons  alors 
x=±aety=rO,  et  nous-  serons  ainsi  conduits  h  cet  autre 
théorème  : 

De  tous  les  triangles  de  même  base  dont  les  cAtés  variables 
font  une  somme  donnée  et  qui  tournent  autour  d*un  axe 
situé  dans  leur  plan  perpendiculairement  à  leur  base,  celui 
dans  lequel  la  somme  des  surfaces  engendrées  par  la  révolu* 
tion  des  cAtés  variables  est  maximum  ou  minimum ,  est  le 
triangle  dont  les  cAtés  variables  diffèrent  entre  eux  d'une 
quantité  égale  à  la  base  ;  triangle  qui  se  réduit  à  une  droite. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  5  (  p.  123), 

PAa  M.  MZAXJSUX  (  ÉDOUABX>  ). 


Quel  est  le  plus  court  chemin  d*un  point  à  un  autre,  eu 
laissant  par  deux  droites  situées  dans  Tespace. 


SOLUTION. 

Soient  A  et  6  les  deux  points  et  D  et  IV,  les  deux  droites 
doadées.  Nous  avons  vu  [p.  143),  comment  on  détermine  le 
plus  court  chemin  d'un  point  fi  un  autre,  en  passant  par  une 
droite  donnée;  si  donc  nous  cherchons  les  plus  courts  che- 
mins du  point  A  aux  points  successifs  de  D'  en  passant  par  D,  | 
nous  obtiendrons  une  surface  ayant  pour  directrices  les  deux  |; 
droites  et  la  circonférence  décrite ,  en  prenant  pour  rayon  la  ;1 
perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  D  ;  nous  trouverons  de  jj 
même  la  surface  contenant  les  plus  courts  chemins  du  point  B,  I 
aux  différents  points  de  D  en  passant  par  l^;  les  intersections  | 
de  ces  deux  surfaces  seront  les  plus  courts  chemins  demandés.               '. 

Cherchons  l'équation  d'une  de  ces  surfaces.  I 

Déterminons  le  plan  des  3-^  tel  que  l'axe  des  z,  perpendi-  | 

culaire  fi  ce  plan,  soit  l'une  des  droites  données,  D  par  exem- 
ple, et  tel  aussi,  d  aid  étant  les  projections  de  l^  sur  les 
plans  des  xy  et  desj'z,  que  d  soit  perpendiculaire  à  l'axe  Ij 

des  X  ;  nous  aurons  dans  le  premier  plan  x  =  a,  a  étant  la  '| 

distance  de  l'origiDC  â  (/ ,  et  da  ns  le  second  z  ^=-  my  ;  ce  sont  | 

là  les  équations  de  D'.  Domf  me,  on  aura  pour  les  équations  de 
la  droite  génératrice  AI,  x^pz-\-q,  y=pz-\-q:p,p,q,q', 
étant  des  coefficients  qu'il  faut  déterminer;  appelant  n  la 
hauteur  (au-dessus  du  plan  des  xy),  du  cercle  perpendicu- 
laire à  D ,  nous  aurons  a  =  n ,  et ,  cherchant  la  projection  sur  f 
le  plan  des  xy,  j:'-}-^'=r';  ce  sont  là  les  équations  du  ' 
cercle,  son  rayon  étant  r. 

Cela  posé ,  nous  devons  trouver  dans  l'équation  de  H  la 
mCme  valeur  de  s,  sOit  que  nous  fassions  j:^==0,  ou.r^O;  la 

première  est  s=  —  '^i  laseconde  1  =  —  ^.,  donc  ^=^.  i, 

P  P  1        1  \ 

De^t^Aj  x=/>a-f"î'  ""US  tirons />s=^a — </,  î=  — -.  \ 

L       Â 


Dezs/7i^,^=3/9'2W,  nous  tirons  2(1 —mi/)=W,z=:—î22-- 

donc 

a — q  mq' 

p  1  —  m//' 
Nous  ayons 

F^=X*+jr\     x=pz+q,     jr:=zp'z+q%     z  =  /i, 

d'où 

^  =  {pn+q)'+{p'n+q')\ 

Nous  ayons  donc  cinq  équations ,  sayoir  : 

xs^pz+q,  (1) 

^  =/«+?'.  (2) 

q        qf 

^»  =  (p/l+î)•+(///t-f^')^       (5) 

Des  quatre  premières ,  nous  tirons 

xlx — a) 
^        zx  —  amy 

y[x—a) 

P  = -i 

zx—^amy 

ax{z — my) 
zx — amy  ' 

^_  ay(z  —  my) 
zx — amy  ' 

et  substituant  ces  yaleurs  dans  la  cinquième ,  nous  trouyons 
réquation  cherchée  du  k^^'^^  degré 

L  zx — amy  J 

Comme  il  n*y  a  pas  de  quantité  toute  connue ,  cette  surface 
passe  par  l'origine. 


9  = 


asO.  |Le9' deux  "droites  sont  ooo? eigeiftes ;  on  a  alors 
r^a*=n*(-c^-j-iy*)  5  c'est  un  cône  droit;  et  j:=0;  c'est  le  plan 
des  j^z  qui  résout  la  question. 

n=zO,  r=:0.  Le  cercle  est  réduit  à  son  centre  qui  est  à 
l'origine,  et  l'équation  devient  a*(j:'+y)  (« — mx)'«=0, 
qui  se  décompose  en  j^'-f-^'^^»  Qui  représente  l'origine  et 
zzsmjr^  la  projection  de  D  sur  le  plan  des  jrz. 

r=  0.  U  vient:  (0:?^+^) {a%r^^my+nx—any=0^  c'est- 
Ihdira  a?^-f-^*=0,  encore  l'origine,  et  un  plan  dont  l'équa- 
tion est  az — am^-f-nx — ait=0. 


SOLUTION  DU  PROBLEME  6  (p.  58). 

LIMITE  DE  LAGRANG?. 


— Ax*"»,  — Rr*"'',  — Cx**^,  etc. ,  étant  les  termes  néga- 
Ulk  d*UDe  équation  algébrique  h  coeflBeients  réels,  du  degré 
m:  OD  aura  une  limite  supérieure  des  racines  positives^  en 

additionnant  les  deux  plus  grandes  des  quantités  p^A ,  Ç^B , 

l^C,  etc. 

Démansh'aHon.  Le  cas  le  plus  défavorable  est  évidemment 
celui  où  réquation  ayant  tous  ses  termes  négatifr,  à  partir  du 
second,  est  de  cette  forme  : 

— A-=0,     (1) 
d'où  l'on  tire 

'=I+(^)"-(?-)V...(Ç)V...(^')'h- 

Soient  l/Aj» ,  kAi-  ,  les  deux  plus  grandes  quantités  de  la 
suite  A,,  kX,  |/A,,etc.., 


(2) 


« 

X 


—  24*  — 
Soit  de  plus  p^Ap  =  n  Ç^r,  n  étant  d*abord  plus  grand 
que  l'unité;  faisant  j:=|^Ap+|^=(/i+l)|;/Ar,  la  frac- 

tion  ^— ^  dévient  égale  à  -7-7 ,  toutes  les  autres  fractions 

—  , ' ,  etc.,  seront  plus  petites  que  — r-^»  vu  que  k  Ar» 

X       X  fi-f-i 

est  plus  grand  qu'aucune  des  quantités  A,,  kA^,  etc.; 
donc  le  second  membre  de  l'équation  (2)  en  y  substituant 
cette  valeur  de  x,  devient  plus  petit  que  la  somme 

^  11  1       ,  < 


1+/1    '    (1+/1)»    '   (1  +  11)5    •  •     (l+„)P    i         (i  +  ^)« 

n-^-iy  étant  plus  grand  que  l'unité,  cette  somme  est  plus 
petite  que  -  +  (  -r-; —  1  —  tt-, — ^  ;  or»  ^  trinôme  est 
plus  petit  que  l'unité;  en  effet,  on  voit  facilement  que 
-— -j — -y  < ;  il  suffit  de  diviser  de  part  et  d'autre  par 

n — i ,  donc  en  remplaçant  x  par  |/Ap + y^r ,  le  premier 
mepbre  de  l'équation  (2)  devient  à  fortiori  plus  grand  que  le 
second  membre  ;  il  en  est  de  même  dans  l'équation  {%),  etc. . 
Lorsque  n  =1  ;  la  somme  (3)  est  remplacée  par  la  progres- 
sion géométrique  o"f"i  +"+ô«»  P*^^  P®^^^  ^®  l'unité. 


-  «6  — 


RECHERCHES 

DkS 

PROPRIËTËS  DES  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS, 
d'après  m.  gbrgonne  (*). 


V  Les  recherches  de  ces  propriétés  étant  présentées  d'une 
manière  prolixe  et  difficile  dans  les  traités  classiques ,  Je  crois 
utile  de  rappeler  la  méthode  simple ,  facile ,  proposée  il  y  a 
plusieurs  années  par  le  vénérable  recteur  de  TAcadémie  de 
Montpellier. 
S*  Ellipse, 

a = premier  demi- diamètre  principal ,  axe  des  x, 
b=  second  demi-diamètre  principal,  axe  desjr» 
a^^  l/ssz  deux  demi-diamètres  coi^ugués, 
a/^y=  coordonnées  de  l'extrémité  de  a!, 
j/',y' =  coordonnées  de  l'extrémité  de  6'; 


posons 

■ 
■ 

a         *• 

« 

■ 

■*     Y'' 

•^  -y/ 

b  -   ' 

1 

3*  On  a  donc 

y" 

•i-  —  Y". 

■ 

» 

X"  +  Y'*=l, 

• 

X"'+r"=rl, 

V 

m 

X'X"  +  Y'Y"=0. 

O  Annilei  dei  mathématiques,  tome  ?,  p« 3f. 


—  a*6  - 

Les  deux  premières  équations  expriment  que  les  extré- 
mités des  diamètres  al^  V  sont  sur  l'ellipse ,  et  la  troisième 
exprime  que  ces  diamètres  sont  conjugués. 

Or,  on  sait  qu*un  tel  système  d'équations  peut  toujours  être 
remplacé  par  celui-ci  : 

(XT"— Y'X")^=1, 
et  remplaçant X>X", Y', y  par  leurs  valeurs,  on  a 

mais  a!'+y^=a\  a:'*+y=6'%  donc  a''+6'»=aH**; 
première  propriété. 

jdy'^j!'  est  Taire  du  parallélogramme  construit  sur  les 
demi-4iamètres  conjugués;  donc  cette 4iire  est  équivalente  au 
rectangle  construit  sur  les  demi-axes  principaux  ;  deuxième 
propriété. 

V  Hyperbole  ;  même  calcul  et  aussi  pour  les  surfaces  du 
second  degré.  Tu. 


PROBLÈMES  ET  THÉORÈMES  A  DÉMONTRER. 


23.  Déduire  des  propriétés  du  triangle  rectangle  que  le  mo- 
dule de  la  somme  de  deux  types  imaginaires  est  plus  petit  - 
que  la  somme  des  modules  de  ces  deux  types,  et  plus  grand  -• 
que  leur  difTérence.  Le  type  imaginaire  est  représenté,  comnoie 

on  sait,  par  a+bl^—i,  et  son  module  par  |/a*4-*%  PI*» 
positivement.  ^.  , 

m 

21^.  Pour  mesurer  un  angle  solide,  ou  conçoit  fuie  spbère 


de  rayon  quelconque,  ayant  son  centre  au  sommet  de  l'angle; 
la  portion  de  la  surrace  spliériquc  interceptée,  divisée  par 
le  ï  de  la  surrace  totale,  donne  un  quotient  proportionnel  h 
l'angle  solide.  Ainsi,  l'angle  solide  tri-rectangle  a  pour  me- 
sure l'unité,  et  la  somme  de  tous  les  angles  solides  du  cub« 
est  égale  à  8.  Quelle  est  la  somme  des  angles  solides  dans 
chacun  des  quatre  autres  corps  réguliers? 

Observation.  M.  Catalan  a  trouvé ,  fi  l'aide  du  calcul  inté- 
gral, la  mesure  de  l'angle  solide  du  cAne  inscrit  dans  un  seg- 
ment sphériquc ,  c'est-à-dire  d'un  cAne  ayant  son  sommet  sur 
la  sphère  et  pour  base  celle  du  somment.  Cette  mesure  est 
«xprimée  en  fonctions  elliptiques,  (  J.  de  MatfaématiqDes , 
tome  6,  p.  &19,  année  18!»1.] 

35.  De  tous  les  cAnes  inscrits  dans  un  segment  sphérique , 
celuiquia  poursommetlcpAlcdela  basea  le  plus  petit  angle  so- 
lide :  la  somme  des  deux  angles  solides  des  canes  qui  ont  pour 
sommets  respectils  les  pâles  de  la  base  commune  est  égale  à  &. 

26.  Dans  un  quadrilatère  inscriptible ,  on  prolonge  les  côtés 
opposés  pour  former  le  quadrilatère  complet.  Si  l'on  mène 
les  bissectrices  des  deux  angles  extérieurs  et  qu'on  prolonge 
ces  lignes  jusqu'à  ce  qu'elles  coupent  les  cAtés  du  quadrila- 
tère, les  milieux  des  portions  de  ces  bissectrices  interceptées 
dans  le  quadrilatère  et  les  milieux  des  diagonales  du  quadrila- 
tère sont  sur  une  m<^me  droite. 

27.  Étant  données  deux  équations  algébriques,  chacime 
à  uneinconnue,  trouver  une  troisième  équation  qui  ait  pour 
racines  les  diiïérences  que  l'on  obtient  en  retranchent  fiuc- 
ceSBTeDient  chaque  racine  de  la  seconde  équation  de  chaque 
racine  de  la  première  ? 

28.  Parmi  les  ni  quantités  a,,  a,,  a,....  a.,  il  y  a/i  quantités 
négatives.  Combien  y  a-t-il  de  termes  négatif  dans  le  déve- 
loppement de  (iï,+a,-ffl,-f-....a..)",  «  élant  im  nombre 
entier  positif? 


Â 


39.  Par  un  point  A  situé  dans  le  plan  d*une  conique,  on 
mène  un  diamètre ,  une  seconde  droite  conjuguée  à  ce  dia- 
mètre et  une  troisième  droite  quelconque  rencontrant  la  courbé 
en  deux  points;  menant  deux  tangentes  par  ces  deux  points, 
elles  coupent  la  seconde  droite  en  deux  points  également 
distants  du  point  A. 

30.  Trouver  la  loi  du  déyeloppement  de 
!•  sin  (a,+a,4-af+...am).  2*  de  cos  (û,+a,4-û,+  -^«) 
3*  En  déduire  les  formules  connues  pour  sinus  na,  cosna. 

AVIS. 

Désirant  publier  les  solutions  données  pac  les  élèves  qui  ont 
remporté  les  prix  de  mathématiques  aux  concours  entre  les 
coHéges  de  Paris  depuis  la  première  année  de  Tinstitution, 
nous  prions  les  lauréats  de  vouloir  bien  nous  adresser  des 
copies  authentiques  et  les  noms  des  professeurs  :  nous  en 
ferons  tirer  un  certain  nombre  d'exemplaires  à  part  pour 
les  tenir  à  leur  disposition. 
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THÉORIE 
DES  APPROXIMATIONS  NUMÉRIQUES, 


f 

Proresseur    de    mathématiques. 


1.  Les  quantités  incommensurables  ne  pouvant  être  réu- 
nies dans  une  expression  algébrique  quelconque ,  que  par 
voie  d'addition,  de  soustraction ,  de  multiplication,  d'éléva- 
tion aux  puissances,  de  division,  d*extraction  de  racines,  il 
suffit  de  considérer  successivement  chacune  de  ces  opérations. 

Je  supposerai  qu'on  sache  calculer  chaque  quantité  in- 
commensurable isolée  avec  le  degré  d'approximation  que 
l'on  veut,  comme  cela  a  lieu  pour  les  racines  d'un  degré 
quelconque 9  pour  le  nombre  v: ,  pour  les  logarithmes,  et 
les  lignes  trigonométriques. 

Le  problème  à  résoudre  pour  chaque  opération  est  celui- 
ci  :  déterminer  une  limite  que  ne  pourra  dépasser  l'erreur 
commise  sur  chacune  des  quantités  employées  dans  l'opéra- 
tion, pour  que  le  résultat  final  obtenu ,  diffère  du  résultat 

vrai  d'un  nombre  moindre  que  la  fraction  donnée  ^. 

•  Addition. 

1 

2.  Soit  à  calculer  A+B-f-C  à  -  près. 

0 

Je  suppose  qu'on  prenne  les  nombres  A ,  B ,  C  par  défaut, 
la  somme  calculée  sera 

(A-.0+(B-0+(C-0  =  A4.B+C-(e-|.c"  +  e'^), 

l3l!f.  DE  M ATUÉM.  1.  17 
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erreur  commise  e'-)-e"-|-^":  soit  e  la  limite  commune  à 
déterminer  de  c',  é\  é"\  à  cause  de  t'^f!^  c>c",  «>€"', 
on  a  3e>>  il-\-é*'\-é'' \^  suflira  donc  de  choisir  e  tel  que  3e 

soit  moindre  que  r-  ou  «<rT,  car  on  aura   à  fortiori 

On  calculera  donc  chaque  quantité  à  --  près ,  et  en  gé- 

néral  à  — r  près  ;  lorsque  le  nombre  des  quantités  incom- 

mensurables  à  additionner  sera  m. 

Soustraction. 

3.  Calculer  A  —  B  à  -  près. 

0 

Soient  pris  A  etB  par  défaut.  Différence  vraie,  A — B; 
différence  calculée  (A— c')— (B— c")=  A— B— c'+c";er- 
reur  commise  c" — ef;  à  cause  de  e>c",  c>e',  on  a  c>c" — e^ 
quelle  que  soit  la  plus  grande  des  quantités  e'\  e'.  n  suffira 

donc  que  la  limite  e  soit  moindre  que  -  ;  car  à  fortiori,  on 

0 

aura  ef' — c'<— . 


0 


On  prendra  donc  chaque  quantité  A,  B,  isolément  à  - 

près. 

En  opérant  ainsi ,  comme  on  ne  sait  pas  laquelle  est  la 
plus  grande  des  erreurs  ^,  é,  on  est  bien  assuré  que  Terreur 

commise  sur  la  différence  est  moindre  que  j,  maison  ne 

peut  dire  dans  quel  sens  elle  est  commise,  en  plus  ou  en 
moins. 


(ODanstoatceqai  sait,  f',  tf'^tf",..,  désigneront  les  errenrs  nnmériqnes 
commises  sar  les  diterses  quantités  incommensarables  qui  entrent  dans  les 
expressions  dont  on  s'occupe;  «  désigne  la  limite  commune  de  ces  erreurs. 
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Lorsqu'on  Toudra  le  savoir  d'une  manière  certaine,  on 
prendra  Tune  des  quantités  A  par  défaut,  et  l'autre  B  par 
excès  ;  alors  la  différence  calculée  sera 

(A_^)  —  (B+  O  =  A— B— (c' +0 , 
erreur  en  moins  e^  +  e";  mais  à  cause  de  c>c',  c>.c",  on  a 

2«>e'+è'',  il  suffira  donc  de  prendre  2c < 7  ou  «<— ; 

Si  la  différence  devait  être  calculée  par  excès,  on  prendrait 
A  par  excès  et  B  par  défaut. 

4.  Dans  le  cas  d'une  somme  composée  de  termes  additifs 
et  soustractifs  A+B — C+D — E — F,  on  peut  la  partager 
en  deux  parties  A4-B+D—(C+E+F)  =  M—N.  On  cal- 
culera M  et  N  isolément,  d'après  la  formule  relative  à  Tad- 

1  1 

diUon ,  à  r  ou  à  ^  près ,  suivant  qu'on  voudra  avoir  le 

résultat  à  -  près,  sans  s'occuper  du  sens  de  l'erreur,  ou 

0 

précisément  par  défaut  ou  par  excès. 

Multiplication. 

5.  (a).  Cas  d'un  seul  facteur  incommensurable. 

Calculer  mA  à  -  près. 

0 

Produit  vrai  mA ,  produit  calculé  m(A  —  e')  =mA — nul, 

1    • 

erreur  commise  me'  qui  doit  être  moindre  que  -;  on  choi- 

0 

«ira  donc  la  limite  e  telle  que  m«  <;  •->  ou  e<;  -— r. 

0  mo 

{h).  Calculer  un  produit  de  m  facteurs  incommensurables 

ABG...HKà  rprès. 

0 

Considérons  les  trois  produits. 

Prod.  TTti.  I  Prodait  calcalé.  1  Prodoit  anxilitire. 

ABC...HK,|(A-f'XB-#'';...(H— #,H-iXR-r«)|(A--e)(B-#)...(H-.»)(K-0 
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(On  sait  que  e  est  la  limite  commuDe  de  e'^  ef' ««  ). 

Ces  trois  produits  sont  rangés  par  ordre  do  grandeurs  dé- 
croissantes; la  différence  entre  les  deux  premiers  qui  est 
Justement  Terreur  commise  est  moindre  que  la  différence , 
entre  le  premier  et  le  troisième  ;  il  sufDt  donc  de  déterminer 
e  par  la  condition  qu'on  ait 

ABC...HK— (A  — e)(B— e)...(K— e)  <î       (1) 

0 

car  on  aura  à  fortiori 

ABC...HK— (A-e')(B— 0...(K— c„)<i 

0 

Pour  plus  de  commodité  et  pour  nous  débarrasser  des 
soustractions,  posons  A — e=A',  B — c=B',  etc....  ou 
A=A'-{-e,  B-s=B'+e,  etc. 

Alors  rinégalité  (1)  devient 

(3)     (A'+e)(B'+e)...(K'+e)(H'+e)— A'B'C...K'H'<î; 

Q 

or 

(A!+e)  (B'-H)  =  (A'+e)  F+e(A'+e)  =  A'B'+B'c+c  (A'+e) 

=  A'B'+e(B'+(A'+e), 

(A'+c)(B'+e)(C'+e)=(A'+e)  (B'+e)C'+e(A'+e)  (ff+e) 
=  A'B'C'+c[B'C'+C'(A'+e)  ]+e(A'+e)  {« +e) 
=  A!SC+e[B'C+G{A'+e)+{lL'+e)(B+e)l 

On  aperçoit  ici  une  loi  qu*il  est  facile  de  généraliser.  Le 
produit  de  m  facteurs  (A'+e)  (B'+c)  ...(H'-+-e)  (K'+e),  est 
égal  au  produit  A'V...R'  des  m  termes,  plus  le  produit  de  e 
parla  somme  desproduits(/n— l)à  (m — 1}  des  mêmes  facteurs 
A',  B',  C^..»  K',  produit  dans  lequel  certains  de  ces  facteurs 
seraient  remplacés  par  les  mêmes  nombres  augmentés  de  e, 
exemple  A'  par  A'4-^- 

En  effet,  supposons  cette  loi  vraie  pour  n  facteurs,  et 
supposons  qu'on  ait  (A'4^)(B'+e)...(F'+e)=A'B'...F+eS'«-i, 
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en  désignant  par  S',.|  la  somme  de  produits   indiquée. 

Prenons  un  facteur  de  plus  (A'+c)(B'+c)...(F'+c)(G'+e)  ; 

il  suffira  de  multiplier  le  précédent  par  G'+e,  ce  qui  donne 

A'B'...FG'4-cS'«-iG'+c(A'+c)(B'+e)...(F'+c) 
=  A'B'...FG'+e[S',-,G'+{A'-|-e)  (B'  +  c)  ...(F+c)]. 

[S'i^,G'4-(A'+e)(B'4-e)...(F-{-c)]e  est  bien  le  deuxième 
terme  qu*on  doit  obtenir  d*après  la  loi  ;  celle-ci  est  donc  vraie 
pour  {n+i)  facteurs.  Or  elle  est  vraie  pour  3,  donc  elle 
Test  pour  i,  etc.. 
Puisque  (A'+c)(B'+c)...(K'4-e)  =  A'B'...K'-fcS'^i, 

rinégaUté  (2)  devient  eS'««,  <  i. 

0 

Hais  si  dans  S'm—t ,  Je  mets  partout  A ,  B,  C,...  K,  au  lieu 
de  A\  V,...  R',  A'-j-e,  ^'+^9  etc....  la  somme  augmentera 
de  valeur,  puisque  A=:A'+e,  B=B'-t-«»  etc...,  et  si  on 
désigne  par  Sm^t  la  somme  des  produits  (m — 1)  à  (m — 1)  des 
nombres  A,  B,...  K,  on  aura  eS «^i  <C  «S».i ,   donc  si 

on  choisit  c  tel  que  eS«— i  <  j  ou  c  <-^ ; ,  à  fortiori 

0  Sir-— 1  0 

eS  «.1  <C  -  ;  on  peut  donc  prendre  pour  limite  de  e  la  quan- 

0 


tité 


Comme  on  ne  conrfalt  pas  les  nombres  AB...K ,  on  pourra 
les  remplacer  dans  Texpression  de  cette  limite  par  des  nom* 
bres  supérieurs  quelconques. 

6.  On  peut  arriver  autrement  à  la  détermination  de  cette 
limite  9  en  partant  de  la  composition  du  produit  (A'-f-^) 
(F+e)...(H'  +  e)(K'+e),  que  Ton  sait  être  égal  à 

il  résulte  de  là  que  Tinégalité  (1)  devient 
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(S'm-.i  ,  Sm^^,  etc. ,  désignent  les  sommes  des  produits  m — 1 
à  m— 1 ,  m— 2  à  m— SK,  etc.,  de  k\  V,  C,...  K'). 

Or  en  désignant  par  S».i ,  la  somme  des  produits  m — 1  à 
m— 1  des  nombres  A.B.G,.-.  K,ou  (A'+«),  (»+e)...(K'+€); 
ontr  ouve 

(Voir  note  à  la  fin) ,  donc 


Il  suflSt  donc  de  prendre  e  tel  que  eSm-.i  <Ct  comme  ci- 

0 

dessus. 

7.  Cette  démonstration  étant  générale ,  supposons  les  fac- 
teurs égaux,  et  soit  à  calculer  A**  à  j  près. 

0 

La  limite  défient  ici  e  <r      ,,,,,.  Car  tous  les  produits  de 

mA     d 

{m  —  1)  facteurs  sont  égaux  entre  eux  et  au  nombre  de  m. 
On  remplacera  encore  A  par  un  nombre  supérieur  quel- 
conque. 

Division,  l  Approximation  -  V 

8.  (a)  Premier  cas.  Le  diviseur  seul  étant  incommensurable^ 
soit  à  diviser  m  par  B. 

Quotient  exact  -^^  quotient  calculé  _  ,    ,,  si  on  prend  B 

o  B-j-c 

par  excès.  Erreur  commise  p— ^  ,    ,,  qui  doit  être  moin- 
dre  que  -.  On  a 

0 


B^  B-f/^  B  +  e' 


/ 
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d'où 

m  mm  m 


B       B+«^B       B  +  e'" 

n  sofflt  de  prendre  ^^^^<\  ou  ^^<\-  Soit  B" 
un  nombre  inférieur  à  B  et  par  suite  à  B-f-e,  on  a  éyidem- 
ment^;^  ou  ^,>  j^^;  donc  si  on  prend  e  tel 

qwe  g^  <  j,  à  fortiori  aura-t-on  ^^  <  ^»  ^"*  P"^"*" 

dra  donc  pour  limite  «<C  — i. 

/7I0 

17        1 

Application.  -^  à  ^près.  On  prendra  ira  rapproximation 

3*  9  1 

ÎTOÔ""  Ï7ÔÔ  **"  /i7oo>  •  É^de™"»®"»*  "  »"W*  *«  prendre  « 


(T) 


{b)  Deuxième  cas.  -^  ,  A  et  B  étant  tous  deux  incommen 

surables. 
Je  prends  A  par  défaut  et  B  par  excès  ;  on  a 

A      A— c'.    A— c 


B'^B+e'-^B+e' 
d'où 

A       A— g       A       A— </ 

B       B  +  c-^B       B+e" 
qni  est  Terreur  commise.  Il  suffit  donc  de  prendre  e  tel  que 

Soient  A'  et  B'  deux  nombres  plus  grands  que  A  et  B, 
B"  un  nombre  inférieur  à  B  et  par  suite  à   B  +  e  on  a 

A'  +  B'>A  +  B,  et  rxB"  ou  r'<B(B  +  e),   donc 


—  256  — 

e{A'+F)  ^  c(A+B)     _,         .  ,  ,  ^ 

B^      -^BfB+eV  "  "**"*  prenons  «  tel  que 

*  <  /Af     p/,  V  C'est  pour  ce  cas  la  limite  de  Tapproxima- 

(A  +  B  )  o 

tion  avec  laquelle  on  doit  calculer  séparément  A  et  B. 

Il  faut  se  rappeler  que  A  doit  être  pris  par  défaut  et  B  par 
excès. 

Application. à  -—près;  on  prendra  Kl7etTr,cha- 

n  100 

cuD  à  l'approximation  j^^^  =  ^  =  -^.  On  TOit 

qu'il  suffit  pour  Tobjet  que  Ton  a  en  vue  de  calculer  1^17  et 
n  chacun  à  0,01  près. 

Ainsi  la  question  de  Tapproximation  numérique  est  résolue 
pour  un  polynAme  algébrique  quelconque,  composé  d'un 
nombre  limité  de  termes. 


9.  Je  vais  pour  plus  de  commodité  récapituler  les  diverses 

1 


formules,  pour  Tapproximation  j  relative  au  résultat  de 


chaque  opération. 

(a)  Addition,  (A-f-B-fC..),  m  quantités  incommensu- 
rables. 

Limite  commune  de  Tapproximation  avec  laquelle  chaque 
quantité  doit  être  calculée  : 

i    '  1 

(b).  Soustracliùn.  A—B.  Limite  e<  r  ou  e<--,  suivant 

qu'on  veut  ou  non  connaître  sûrement  le  sens  de  Terreur. 
(c).  Multiplication.  Cas  d'un  seul  facteur  incommensurable  : 

mA.  Limite  «<  — :• 

Tn9 
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[d).  Cas  de  m  facteurs  ABCD....  FH  incommensurables. 

Limite  e  <  =; — ;,  S"m-i  étant  la  somme  des  produits  dif- 

férentsm— 1  à  m — 1  des  nombres  A, B,  {],...F,  H, remplacés 
respectivement  par  des  nombres  plus  grands  quelconques. 

(d).  Puissances.  A*:  approximation  e< 


(e).  Division.  ^.  B  seul  étant  incommensurable.  On  prendra 
B 

B  par  excès  à  Tapproximation  •— ; ,  on  sait  ce  que  désigne  B". 

mo 

(e').  --y  A  et  B  étant  incommensurables.  On  prendra 
n 

A  par  défaut ,  B  par  excès ,   chacun  à  l'approximation 
B"' 

(f).  Extraction  de  racines.  On  s*en  rapporte  aux  règles 
connues. 

10.  Applications.  Soit  ^  =  — -i— ; — à  — -  près. 

Il  s*agit  ici  d*un  quotient;  employons  la  formule  e< 


Il  faut  voir  quels  nombres  on  mettra  pour  A',  B',  B". 
Pour  avoir  A'>»A,  je  prendrai  k,  nombre  supérieur  à  yt. 
45-|-4a=80;  je  prends  7  X  1  au  lieu  de  "^k  2,  pour  avoir 
moins  à  retrancher ,  puisque  je  tends  à  avoir  un  plus  grand 
nombre  que  le  numérateur;  je  prendrai  donc  pour  A',  80—7 
ou  73.  Pour  avoir  B\  je  prends  k  au  lieu  de  v  et  j*aurai  pour 

B',  15>7r'— 1 

Comme  B"  doit  être  moindre  que  que  B,  ou  «'  —  1,  je 
prends  3  au  lieu  de  ^  et  9 — 1  ou  8  pour  B",  alors  on  voit 

qu'il  suffit  de  prendre  e= r——  =  — —  ;  on  calculera 

'  (73  +  15)100       8800 
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doncA  pardéfautà  g^  ^^  7^  =  \^'^^  ^*  «P" 

excès  de  même. 

Or  A  est  la  différence  de  (^5+'^')  ^  "^^^2. 11  faudra  calcu- 
ler 9r^-f-^*  ^^  7k  2,  chacun  séparément  à  rapproximation 

aJ  ^^  /  2  X  8800\  '  ''*"^''*  ^^  ^^^*"*  ^*  '^'^^  ^"^  ^*^" 


/  2  X  8800\ 
V      64      y 


On  sait  ce  qu'il  faut  faire  pour  7K2;  quant  à  w^+^S  ^'*-" 
près  ce  qui  a  été  dit  pour  une  somme ,  on  prendra  n^  et  ir*  à 

— j  près ,  ou  rr^ ,  et  d'après  la  formule  relative  aux  puis- 
sances,  on  prendra  le  premier  n  à  l'approximation       ,     , 

ou  ^^ ,   le  deuxième  à  l'approximation  -^jjî'  ^"  3^  ' 
mettant  pour  f  sa  valeur ,  on  aura  pour  le  premier  ir  Tap- 

64 

tre  ■    '         = près. 

32.8800       4400  ^ 

64 

Quant  au  ir*  du  dénominateur,  comme  le  terme  —  1  est 

commensurable  il  faudra  n*  à  l'approximation  ~  ,  ou  vr  à  Tap- 

0 

proximation  ^  ou  ^  =  «4  =  îï^  '  '*  ^°  P""^' 

6k 
dra  ici  r  par  excès.  Ainsi  on  mettra  pour  ^  »  en  ne  prenaDt 
que  des  approximations  décimales , 

(3,14159)^  +  (3,1415)— 7l^'2 
(3,1416)'  — 1 
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le  n*ai  pas  pas  mis  la  yaleur  de  7|/2 ,  on  la  calcule  à  Tap- 

,     ,.  1  32  4  1  1100 

proximaiion  t-ttt:,  = = =     ,  ^  ^     or  — -- , 

^  2.8800       8800       1100       /1100\  4   ' 

64  \   4    / 

étant  <Z  1000 ,  il  suffira  évidemment  de  prendre  7|/2  ou 

l^m  à  0,001  près. 

On  voit  facilement  qu*il  faut  mettre  pour  A\  B\  etc. ,  les 
nombres  les  plus  petits  possibles ,  et  pour  V  et  les  nombres 
qui  doivent  être  inférieurs ,  les  nombres  les  plus  grands  pos- 
sibles. 

Il  j  aura  dans  chaque  exemple  particulier  des  simplifica- 
tions qu*on  ne  peut  qu*indiquer  ici,  et  qui  tendent  à  rendre 
le  dénominateur  de  e  le  plus  petit  possible,  h  ferai  seule- 
ment quelques  observations. 

En  substituant  des  nombres  supérieurs  ou  des  nombres 
inférieurs  aux  nombres  incommensurables,  suivant  le  cas,  il 
sera  souvent  plus  avantageux  de  prendre  au  lieu  des  nombres 
entiers  qui  les  suivent  ou  les  précèdent  immédiatement  des 
valeurs  plus  approchées,  ayant  une  ou  deux  décimales,  quand 
surtout  on  les  connaîtra  facilement.  Je  citerai  pour  exemple 
le  cas  où  il  fallait  prendre  un  nombre  supérieur  à  n^;  on  peut 
prendre  3,2  comme  nombre  supérieur  à  tt  ,  et  alors  (3,2)^  ou 
32,768  est  plus  grand  que  tt^  ;  on  prendra  33  pour  plus  de 
simplicité  à  la  place  de  tt^  dans  la  composition  de  A'  (exemple 
précédent) ,  au  lieu  de  V  ou  Qk ,  et  ainsi  des  autres.  Cela  est 
facile  à  pratiquer  et  on  aura  ainsi  des  limites  plus  simples. 
J'ai  seulement  ébauché  le  calcul  pour  faire  voir  que  les  for- 
mules données  permettaient  d'obtenir  avec  certitude  Tex- 

pression  assez  compliquée   — ■ ,  et  toMte  autre 

«* — 1 

comme  celle-là  à  telle  approximation  que  Ton  voudrait. 

11.  La  limite  e  se  présente  souvent  sous  la  forme  —  ;  si  on 

n 
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veut  la  remplacer  par  une  limite  décimale ,  on  récrira  sous 

1  n 

la  forme  —  ;  on  verra  à  la  simple  inspection  de  —,  le  nom- 

n  m 

m 

bre  des  chiffres  de  la  partie  entière  du  quotient;  on  pourra 

remplacer  la  limite  par  Tunité  décimale  de  Tordre  marqué 

54 
par  ce  nombre  de  chiffres.  Exemple.  Soit  e  =  ,  on 

écrira  e  =  .  La  division  partielle  de  367  par  54  don- 

36762 

54 

nera  un  chiffre  qui  sera  ensuite  suivi  de  2  autres  ;  la  partie 

entière  du  quotient  ayant  3  chiffres ,  on  pourra  prendre  pour 

limite  -— -  ou  0,001. 
1000 

12.  Lorsqu^on  résout  cette  question ,  évaluer  un  quotient 
-  à   -  près,  la  formule  donnée  pour  ce  cas,  fait  voir  qu*on 

D  0 

peut  changer  la  division  de  A  par  B,  en  celle  de  deux  nom- 
bres approximatifs  que  je  désignerai  par  a  et  p ,  tels  que  le 

«  A      . 

quotient  exactement  calculé  r-,  diffère  du  véritable  ^9  dun 

P  B 

1 
nombre  moindre  que  - .  Mais  dans  la  plupart  des  applica- 

tions,  on  évalue  le  quotient  -  en  décimales,  quand  on  ne 

P 

peut  Tobtenir  exactement,  et  on  s*arréte  au  chiffre  décimal 
d*un  certain  ordre;  Terreur  commise  alors  s'ajoutant  à  celle 

a  A 

que  Ton  commet  en  considérant  -  au  lieu  de  —  peut  être  plus 

J3  B 

grande  que  -.  En  effet  soit  -  — ^=e'  ou  -=  ^+e',  dési- 
0  B      p  B      p 

gnons  par  q  le  quotient  décimal  approché  qui  doit  rempla- 
cer- etsoit -— ^=e''on  a  -^==^+c'' et -=^-f  «'+«"• 
P  P  p  B 
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Or  é  pouvant  approcher  t-  de  très-près ,  c'+e"  peut  éyidem- 

0 

ment  dépasser  -.  On  évitera  cet  inconvénient  en  prenant  la 

A       a         1 

limite  donnée  par  la  Tormule  générale  telle  que  - — --  <  --, 

B      p       29 

et  on  évaluera  -  en  décimales  à  -    près. 

13.  On  a  souvent  besoin  de  calculer  exactement  leplus  grand 
nombre  entier  contenu  dans  la  valeur  d'un  résultatcompliqué 
d'incommensurables.  Prenons  Texemple  bien  simple  /nir.  On 
se  met  tout  aussitôt  à  chercher  la  valeur  de  ce  produit  à  moins 
d*une  unité ,  et  pour  cela  on  décide  qu'il  faut  prendre  tt  avec 
on  nombre  de  décimales  tel  que  Terreur  commise  sur  ce  rap* 

port,  soit  moindre  que  -- .  Soit  p  le  nombre  adopté.  On 

aura  «  =p+  e',  é  étant  moindre  que  —  ;  donc  mp  exprime  la 

valeur  de  mir  à  moins  d'une  unité  ;  mais  mp  est  le  plus  ordi- 
nairement un  nombre  décimal  et  c'est  un  nombre  entier  qu'il 
nous  faut.  Soit  n  la  partie  entière  de  mp  et  d  la  partie  dé- 
cimale, on  aura 

mprzz^n-^-d      or      mT:=:mp-\-me\ 

donc  m7r=ii-f^4'^^'  ^^  saitseulementqueme'estplus  petit 
que  1  ;  mais  peut-on  affirmer  que  d-^-mé  est  plus  petit  que  1, 

et  que  n  répond  à  la  question?  Ex.  89r.  Je  prends  ^  à  -- 

ou  plutôt  à  7--T  près,  j'ai  3,14  > 

3, 14.89=279,46. 

On  peut  affirmer  que  279,46  est  la  valeur  de  89;r  à  une 
unité  près ,  mais  peut-on  dire  que  279  est  le  plus  grand 
nombre  entier  contenu  dans  ce  produit. 

Pour  obvier  à  cet  inconvénient ,  je  proposerai  la  méthode 
suivante;  on  choisira  la  limite  de  l'erreur  commise  sur  i?  d'à- 
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I 

près  la  condition  que  ia  valeur  décimale ,  à  laquelle  on  arrive 
après  la  multiplication  par  m  soit  approchée  à  0,  1  près.  Tout 
calcul  fait,  si  le  premier  chiffre  décimal  du  résultat  est  moin- 
dre>que  9,  le  nombre  entier  qu'il  contient  répond  évidemment 
à  la  question. 

S*il  arrivait  que  ce  premier  chiffre  décimal  fût  un  9,  on  re- 
commencerait en  se  proposant  d'avoir  mit  à  0,01  ;  si  les 
deux  premiers  chiffires  décimaux  ne  forment  pas  0,99,  le  nom- 
bre entier  du  résultat  répondra  à  la  question  principale;  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  le  chiffre  décimal  de  Tordre  de 
l'approximation  avec  laquelle  on  s*est  proposé  de  calculer  mtc 
ne  soit  pas  un  9,  si  cela  est  possible. 

Cette  remarque  est  importante  dans  le  calcul  de  l'extractioB 
des  racines  et  la  marche  indiquée  pourra  être  suivie  pour  une 
quantité  incommensurable  quelconque ,  dans  le  cas  de  la 
question  posée. 

NOTE.  (Voir  p.  Iblu) 

Voici  comment  on  trouve  cette  valeur  de  Sm—i  :  on  forme  un 
des  produits  de  /n— 1  facteurs  (A'-t-«)(B'+c)....(H'-t-«)  ;  on  a 
(A'+e)(B'+e)...(H'+e)=A'B'...ff+S'«-2e-|-S'^i6^+..e— , 
S'«H-3  9  S"— 3  étant  la  somme  de  produits  m  — 2  à  m — 2, 
m— S  à  m— 3  des  m — 1  nombres  A',  B',.-*  H'. 

Supposons  formés  les  m  produits  qui  composent  S.,.1  et 
joutons-les.  Le  développement  sera  de  la  forme 

Chaque  coefficient  est  symétriqueparrapportà  A',  B',...ErR'; 
P«^y  Pi»-8  9...  désignent  des  sommes  de  produits  /n— -S  à 
m — 2,  m — 3  à  m — 3 ,...  de  ces  m  nombres.  Pour  savoir  com- 
l)ien  de  fois  un  produit  klSG. . .  de  m — n  facteurs  entredans  le 
coefficient  P»-^  de  e*^',  ilsuffitd'observerquepourquelepro- 
duit  A'ffC.  se  trouve  dans  le  coefficient  de  e*^'  dans  un  des 
produits  partiels  de  m— 1  facteurs  (A'-f-^)  (V4-^)--(H'4'^)> 
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il  faut  et  il  suflSt  que  le  facteur  tel  que  K'-f  e  laissé  de  côté 
pour  former  ce  produit,  ne  soit  pas  un  de  ceux  qui  corres- 
pondent aux  m — n  facteurs  A',  F,  C.  du  produit  considéré. 
Or,  on  peut  laisser  successivement  n  facteurs  de  côté  sans 
en  laisser  aucun  de  ceux-là  ;  donc  chaque  produit  de  m — n 

facteurs  A'ffC', se  trouve  dans   n  produits  partiels, 

donc  Vm-^'=-nSm-^.  Donnant  à  n  les  valeurs  successives  1, 
2,  3,...  m  —  1,  on  à  la  formule 

qu*il  fallait  démontrer  f). 

On  peut  choisir  entre  les  deux  démonstrations;  mais  la 
première  me  semble  se  rapprocher  davantage  de  Tarithnié- 
tique  proprement  dite. 


LIEU  GÉOMÉTRIQUE 

DES  POLES  DUNE  SECTION  CONIQUE, 

PAR  RAPPORT  A  UNE  AUTRE. 

]PAa   M.   HS&KXTS, 

Elève  du  colléffe  Louif-le-Grand  (  insUtation  Mtyer). 


On  donne  sur  un  plan  deux  sections  coniques  A ,  B  ; 
on  considère  une  tangente  menée  à  la  première,  comme 
une  polaire  par  rapport  à  Tautre ,  et  on  demande  le  lieu  de 
son  p61e  en  supposant  que  le  point  de  tangence  parcourt  la 
courbe  A. 


n  Par  «lempledans  P,  le  prodait  A'B'  existe  m— 3  fois,  car  ee  prodaU  le 
trovTe  chaque  fois  qu'une  des  autres  lettres  manque.  Tm. 


Soit  rapportée  la  courbe  A  à  un  axe  et  à  la  tangente  au 
sommet,  Qr,  son  équation  sera  :  y=2px'\'nx\  et  celle 
de  sa  tangente  au  point  (a ,  p)  : 

fyrz=p{x+a)+nxci,  (1) 

avec  la  condition 

p*  =  2pa+/ia'.  (2) 

Soit  A^'4-B:c>-+....=0,  l'équation  de  la  courbe  B,  celle 
de  sa  polaire  par  rapport  au  point  j/,  y,  sera  comme  on  sait 
^Y'+xX'+V'  =  0,  en  ridentiQant  avec  Téquation  (1)  de  la 

tangente,  on  aura:  —  —  =^— - — >  —  v>  =T"»  "®  ^^ 
sorte  que  si  a  et  (5  étaient  cOèctivement  donnés ,  ces  relations 
détermineraient  les  coordonnées  du  pôle ,  x'  et  y  ;  on  aura 
donc  réquation  du  lieu  cherché  en  éliminant  «  et  p ,  entre 
ces  équations  et  l'équation  (2).  Pour  faire  le  calcul ,  j'observe 
qu'elles  donnent  tout  d'abord  : 

d'où  il  résulte  en  substituant  dans  (2) , 


(pY'— /iVr  "■  pX'— «V  "^  ipX'—nVy 

d'où 

p*Y''  =  2V'(j5X'— /iVO^-  nY'\ 
et  enfin 

p*Y":=2pVX'^nY\ 

comme  X',  Y',  V,  sont  des  fonctions  linéaires  de  x'  et  y,  le 
lieu  est  encore  une  section  conique(*). 


O  Le  théorème  avec  It  réciproque  est  de  M.  Poncelet  (Annates^de  Gergonnê, 
1. 13,  p.  20i).  Si  B  est  un  cercle  ayant  pour  centre  un  foyer  de  A ,  la  troisième 
eoniqae  est  aussi  un  cercle.  (Voir  le  Géomètre,  p.  ii3).  Tm. 
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SOLUTION  DU  PROBLÈME  12  (page  59). 

(S1N>VAB1>). 


BétermiDer  Téquation  d*une  ligne  telle ,  qu'en  lai  menant 
une  tangente  en  un  point  quelconque,  la  partie  de  cette 
tangente  comprise  dans  Tintérieur  d*un  angle  donné ,  soit 
constamment  égale  à  une  droite  donnée. 

Flg.  61.  Prenons  pour  axes  les  deux  cAtés  de  Tangle  donné; 
appelons  /la  droite  donnée ,  et,  cette  droite  étant  dans  une 
certaine  position,  a  et  6  les  distances  à  Toriglne  de  ses 
intersections  avec  les  axes  des  x  et  des^. 

L*équation  de  la  droite  sera  évidemment 

— hT  =  *     o"    ar+6a:=ra6,  (1) 

au 

et  on  aura  dans  le  triangle  formé  par  a,  b^l, 

/*  =  a^+6*— aaécos^,,  (2) 

7  étant  Tangle  donné. 

Supposons  maintenant  qu'on  fasse  varier  infiniment  peu 
cette  première  position  de  /,  de  sorte  que  a  devienne  a'\'h, 
etb,  b-^-k,  het  k  étant  très-petits;  on  aura  alors  les  deux 

éouations  * 

\a+h)y+{b+  k)  x=[a+h)  {b+k) ,        (3) 

f  =  (a+Ar+(6+^r— 2(a+A)(6+A:)cos7;     (4) 

Atant(2)  de  (b) ,  il  vient  : 

2ah  +h^  +  ^bk+k^—2{ak'\'bh'\'kh)  cos7=0. 

V^  h*  et  kh  étant  des  infiniment  petits  du  second  ordre , 
nous  pouvons  les  supprimer  et,  divisant  par  2,  écrire  ainsi 

cette  équation  : 

k{acosy-^b) 
ah^bk — akcosy — Mcos7=0,     d'où    A= r • 

Ami.  SK  Mathéx.  I.  18      ' 
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Maintenant ,  résolvant  les  équations  (1)  et  (3) ,  par  rapport 

à  xet  àj^, 

ab(a+h)—a(a+h){b+k)_-'ak{a+h)  ___  —a^k 
•^""        b[a-{'h)^a(b+k)       ""     bh—ak     "  bh—ak' 

b{a+h){b+k)—ab{b^k)_   bhjb^k)    _     b'h 
^'^        b(a'{-h)—a(b+k)       ""     bh—ak    ~  bh—ak* 

Remplaçant  à  par  sa  valeur, 

— a*k{a — frcos7)  a*  (a — frcosy) 

bk(acosy — b) — ak{a — 6CO87)  T 

d'où  rx= a'  {a — b  COS7) , 

b*k{b — acos7)  6' (6 — tfoo$7) 

frA(aco57 — ^) — ^k(a — fecos7)  /*  * 

d'où  ty = 6*  (ô  —  a  cos  7) . 

Nous  avons  donc  le  système  d'équations  : 

ay-^-bx^^abj 
r    =a'+fe'— 2a6cos7, 
Px^ssa^{a — 6  cos  7), 
Pyz=:b^{b — acos7) , 

équations  entre  lesquelles  il  faut  éliminer  les  variables  a  et  b; 
or  cette  élimination  est  très-longue;  elle  se  simplifie  beau- 
coup lorsque  7  =  90°;  alors  les  équations  deviennent  : 

ay-^-bx^ab^  (I) 

l'    =ra'-f-6\  (II) 

l'x=a\  (III) 

rx=b\  (IV) 

De  (III)  et  de  (IV) ,  nous  tirons  :    a = l'/Fi ,  b = i/Py  ; 
substituant  dans  (I)  ou  (II),  J/'/'  =  J^a:>4-|/y\ 

De  cette  dernière  équation ,  on  obtient  par  une  double 
élévation  au  cube ,  Téquation  demandée  qui  est  du  sixième 
degré  : 
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La  courbe  ne  passe  donc  pas  à  Toriguie,  ce  que  l'intui'* 
tion  montre  suffisamment.  £Ue  est  symétrique  par  rapport  à 
la  bissectrice  de  Tangle ,  car  on  ne  change  en  rien  l'équation 
en  remplaçant  partout  x  par  j^  et  y  par  x.  En  prenant  les 
bissectrices  pour  axes,  Téquation  devient  : 

Elle  a  quatre  branches;  car,  reprenant  la  première  équa- 
tion, si  nous  faisons  j:=  0,  nous  avons  /*— ^^=0,^=±:/, 
ce  qui  prouve  qu*en  portant  /  de  Torigine  sur  Taxe  des^  po- 
sitivement et  négativement ,  les  deux  points  appartiennent 
également  à  la  courbe;  de  même  sij^  =  0,a:=dz/yce  qui 
prouve  qu'en  portant  /  de  Torigine  sur  Taxe  des  x  positive- 
ment et  négativement ,  les  deux  points  appartiennent  encore 
à  la  courbe.  Ces  branches  sont  finies,  car  il  est  évident  qu'on 
ne  peut  donner  à  x  et  à  y  des  valeurs  plus  grandes  que  /. 

L'équation  /l^'=  l^a:'+l^r'  peut  s'écrire  a7'-|-jr'  =  Z% 
d'où  l'on  voit  que  la  courbe  est  de  forme  circulaire.  Elle  a 
un  centre  ;  et  ce  centre  est  l'origine,  car  les  axes  des  x  et  de» 
y  sont  évidemment  des  diamètres. 

Si  nous  faisons  varier  /  de  grandeur,  toutes  les  courbes 
seront  semblables  ;  car  développons 

(/"  —  .r*  — y  )5 — 27/*^:^  =  0 , 
il  vient  t 

\x^ + 3a:y  -f  3  x  V  +/]  —  3r[  x*  -  7a:y  -|-jr4] 
+  3/*[jt:>+j^']— i«==0. 

Si  /  devient  a/,  on  aura  : 

[a:«+3xy  +  3;c>*  +/] — 3a'r  [a:4— 7xV+>^ 

On  voit  que  les  termes  des  degrés  /!}• ,  2  et  0 ,  sont  multi- 
pliés par  a',  a*,  a*,  cc  qui  est  le  caractère  des  courbes  sem- 
blables. Cette  propriété  démontre  qu'on  peut  employer  cette 
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courbe  pour  mener  la  ligne  minima  dans  un  angle  droit 
donnée  par  un  point  donné. 

Supposons  que  dans  l'angle  xOy  {fig.  61) ,  il  faille  mener 
par  le  point  A ,  la  droite  la  plus  courte  interceptée  entre  Ox 
et  Oy  ;  si  on  mène  par  le  point  A  une  courbe  semblable  à 
celle  que  nous  traitons,  la  tangente  RS  sera  la  droite  de- 
mandée. 

En  effet ,  car  si  RS  n*est  pas  la  droite  minima  passant  par 
A,  supposons  que  ce  soit  R'S';  cette  dernière  sera  tangente 
à  la  branche  M'N'  d'une  courbe  semblable  à  MNPQ  ;  or  OIT 
étant  évidemment  >  OM  et  OM'=:R'S\  OM=RS,  on  aura 
R'S'>>  RS  ;  donc  RS  est  la  droite  minima. 

Les  milieux  des  tangentes  RS  à  la  courbe  sont  sur  une 
même  circonrérence,  caries  triangles  rectangles  ORS,  OR'^S'' 
ont  l'hypoténuse  égale,  donc  les  médianes  passant  par  l'angle 
droit  sont  égales  (*). 


LS 


NOTE 

SUR 

LA  DÉTERMINATION  DES  TANGENTES  AUX  COURBES. 

VAa  M.  H.  CO&ABD, 

Professeur  de  mathématiftues,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique. 


Il  ne  sera  peut-être  pas  sans  intérêt  de  présenter,  sous  un 
point  de  vue  géométrique ,  la  détermination  de  la  tangente  à 
une  courbe  dont  l'équation  renferme  impHcitement  la  fonction 
et  la  variable  indépendante. 

1.  On  sait  que,  lorsque  la  fonction  est  sous  forme  finie  ex- 
plicite, c'est-à-dire  lorsque  Téquation  de  la  courbe  est  résolue 


(*)  Cette  courbe  peut  servir  à  mener  par  un  point  pris  sur  une  hyperbole 
équilatère,  une  normale  à  l'autre  branche.  Tm. 
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parrapportà  cette  fonction,  comn)e.r=/'(^)9C*est  la  définition 
même  de  la  tangente  à  une  courbe  qui  fournit  immédiatement 
son  équation.  Ainsi,  de  la  considération  d'un  petit  triangle, 
dont  un  des  côtés  est  la  sécante,  dans  une  de  ses  positions  par- 
ticulières autour  du  pointde  contact  {x\y),  etdont les  autres 
côtés  sont  les  accroissements  que  prennent  Fabscisse  et  For- 
donnée  ou  la  variable  et  la  fonction,  quand  on  passe  de  ce  point  à 
un  second  point  voisin  situé  sur  la  courbe,  on  tire  sur-le-champ  : 

j—yz=^LsiJzÙJi  (x— jc'),  pour  l'équation  de  la  sé- 
cante; et  Ton  en  conclut  à  la  limite,  c'est-à-dire  pour  l'équation 
de  la  tangente  au  point  a/, y  : 

2.  Ceci  rappelé,  supposons  la  fonction  implicite.  Soit  donc 
F  {x,jr)=0  l'équation  de  la  courbe;  équation  telle  que  la 
fonction  s'y  trouve  liée  à  la  variable  indépendante,  sans  qu'on 
veuille  lui  donner  une  forme  finie,  comme  cela  pourrait  se 
faire  pour  les  équations  des  quatre  premiers  degrés,  ou  sans 
qu*on  puisse  lui  donner  cette  forme,  comme  on  Ta  démontré 
pour  l'équation  complète  du  cinquième  degré  et  des  degrés 
supérieurs. 

Prenons  des  axes  quelconques,  ox,  qy  ifig^^k),  et  figurons 
par  MAN  lelieugéométriquede  l'équation  F(a',j^)=0  par  rap- 
porta ces  axes,  au  moins  dans  le  voisinage  du  point  M,  (^,y), 
que  nous  choisissons  pour  point  de  contact.  Dans  le  premier 
membre  de  l'équation  ¥(x,  y)=Or  regardons j' comme  ayant 
une  valeur  constante  et  égaleà  Tordonnéey  du  point  de  con- 
tact, et  représentonsla  fonction  F  (x,yj,  variable  par  rapport 
à  X  seulement,  par  l'ordonnée  Y  d'une  courbe  dont  x  serait 
l'abscisse.  L'équation  Y=F  (x,  y)  sera  celle  d'un  lieu  géomé- 
trique tel  que  M'A'N'  passant  par  le  pied  de  l'ordonnée  y:  ce 
qu'il  est  facile  de  reconnaître  dans  l'équation  Y=F(a:,y) 
qui  donne  Y =0  pour  j:= j/.  Si,  au  contraire,  daûs  le  pec- 
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mier  membre  de  Téquation  F  (x,  y)=0,  l*on  regarde  x  comme 
ayant  une  valeur  déterminée  et  égale  à  x\  abscisse  du  point 
de  contact,  et  qu'on  représente  par  X  la  fonction  F  (a/,y)y 
yariable parce  rapport  à^  seulement,  l'équation X==F (:>/, j^) 
appartiendra  à  un  certain  lieu  géométrique  M"  A"  M"  passant 
par  te  pied  M"  de  l'abscisse  x  comptée  parallèlement  à  Taxe 
des  x;  carX  s'annule  pour,^^==r'  (*)• 

Cela  ppsé ,  le  point  M  de  la  courbe  MAM  ayant  déterminé 
le  système  des  deux  courbes  ÏTA'N',  M"A"N",  partant  leurs 
tangentes  en  Mi  M";  et,  réciproquement,  le  système  des  deux 
courbes  M'A'N',  M"A"N",  et  par  suite  celui  de  leurs  tangentes 
en  M',  M"  déterminant  le  point  K  de  la  courbe  MAN  et  la 
tangente  en  ce  point,  il  est  clair  qu'il  existe  une  relation  uni- 
que entre  les  fonctions  qui  déterjninent  les  inclinaisons  des 
tangentes  aux  trois  courbes  en  ces  points.  C'est  cette  relation 
que  noi|s  allons  établir. 

Considérons  à  cet  effet  les  trois  sécantes  correspondantes 
MM,  MTf,  M''N"  dont  les  positions  limites  sont  simultanément 
les  trois  tangentes  aux  trois  courbes,  aux  points  M,  M',  M''^ 
et  composons  les  triangles  MNP,  M'N'F,  M'N'F'  dont  l'usage 
a  été  indiqué  n°  i .  Nous  aurons  évidemment  : 

/NF\ 
NP_M  F  _  WF/    NTF' 
MP""  MP"~ / N"P' \  '  'WF 


/NT'\ 


Observons  que  les  quantités  N"P"  et  N'P'  diminuent  en- 
semble  à  mesure  que  le  point  N  se  rapproche  du  point  M , 
mais  de  telle  façon  que  leur  rapport  tend  vers  l'unité.  Si  l'on 
considère  en  effet  les  deux  fonctions  T{x,  b),  F  (a,  y),  aeXb 
désignant  deux  quantités  numériques  quelconques  mises  à  la 
place  d'x  et  d>  dans  la  fonction  F  (x,  y  ),  on  reconnatt  que 


C)  La  lettre  A"  est  omiie  dans  la  figure. 
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F  ia  y) 
le  rapport.       ^      converge  vers  l'unité,  quand  x  converge 

vers  aeijr  vers  b,  et  qu'enfin  ce  rapport  est  1  quand  on  pose 
x=afX=^'  Ce  résultat;  qui  est  une  conséquence  même  de  la 
forme  des  deux  fonctions,  ayant  lieu  quelles  que  soient  les  quan- 
tités a,  b,  aura  lieu  encore  quand  on  fera  a=:x',  b=y\  dou- 
ble hypothèse  par  laquelle  le  rapport  en  question  se  présente 
sous  la  forme  S,  lorsque  les  variables  des  deux  fonctions  de 
viennent  en  même  temps  a/  ety. 

Si  nous  établissons  maintenant  du  même  coup  la  triple  réu- 
nion des  points  N,  N',  N",  aux  points  M,  RT,  M"  respective- 
ment, et  que,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  nM,  nous  dé- 

NP 
signions  par  r  {a/)  le  rapport  cherchè-77gr(la  fonction  j^  étant 

conçue  sous  la  forme  explicite j^=/(j:))  par  — FV  {x',  y), 

WF    N"P" 
F'*'  (^»  y)  les  rapports  analogues  — — ,  rppr,  nous  obtien- 
drons la  relation  suivante  : 

Il  reste  encore  ù  présenter  une  observation  essentielle.  Le 
signe — ,  qui  affecte  le  second  membre  de  cette  équation,  pro- 
vient uniquement  de  ce  quc^  dans  notre  tracé  des  courbes 
M' A'N',  M"A"N",  nous  les  avons  fait  s'étendre ,  celle-ci  dans 
Tangle  supérieur,  à  droite  des  coordonnées  ;  celle-là  dans  l'an- 
gle inférieur,  à  droite,  pour  les  valeurs  dy  et  d'x  croissantes 
à  partir  d'y  et  û'x'.  Mais  rien  de  formel  n'ayant  été  dit  à  cet 
égard,  il  s'ensuit  que  l'égalité  ci-dessus  n'est  rigoureusement 
démontrée  qu'au  signe  près  du  second  nombre,  et  qu'il  faut 
Justifier  l'explication  du  signe  — .  C'est  le  cas  particulier  où 
réquation  F(j:,^)=0  a  la  forme  implicite  ^-/(:r)=0,  qui 
va  décider  la  question  ;  il  suffira  pour  cela  de  lui  appliquer  la 
règle  qui  résulte  de  ce  qu'on  sait  de  vrai  sur  l'égalité  ci- 
dessus. 
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Or,  on  a  dans  ce  cas  : 

raf{^,y)—f{^')    et    F,r(a/,/)=l, 
ce  qui  donne  éyideroment  : 

F^  (x',y) 

On  pourrait  d'ailleurs  concevoir,  à  priori ,  que,  si  la  dé- 
rivée/'(x)  était  positive,  par  exemple,  les  deux  dérivées 
F*'  {x\  y },  FV  (j:^,  y  )  devaient  être  de  signes  contraires  ;  ce 
qui  signifie  en  d'autres  termes,  que  si  xet  j^  allaient  en  crois- 
sant à  partir  dV  et  dy,  les  fonctions  F  (x,  y),  F  (j/,y)  de- 
vaient aller  Tune  en  croissant,  Tautre  en  décroissant  à  partir 
dV  et  dy,  c'est-à-dire,  dans  ce  cas,  être  de  signes  contraires, 
puisque  F  (j:',  y  )  est  nul. 

En  eiTet,  si  Ton  a  en  même  temps  :  F(j/,y)=0  et 
F(:«/+^,y)<0,  l'équation  de  condition  T{a/+h,y+k)=0 
relative  à  tout  point  voisin  du  point  (a:\y),  indique  qu'on  doit 
avoir  F(x',y-(-A:)>0;  h  étant,  comme  on  V  voit,  un  accroisse- 
ment qui  fait  diminuer  F  {a/,  y  )»  et  A:,  un  accroissement  qui 
fait  augmenter  F  (x'-f  A,  y  )  et  par  suite  F  (j/,  y). 


NOTE 

LA  CONSTRUCTION  DES  TABLES  DE  SINUS  NATURELS  » 

Principalement  en  ce  qui  a  rapport  au  degré 
d'approximation  des  ealcult, 

VAa  A..J..H.  TiHcsarr, 

Professeur  aa  collège  St.-Louis. 


Partons  de  la  formule 


sina=:3sin-a^-4sin'  -a, 
3  3 
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qui  donne,  en  substituant  dans  le  dernier  terme ,  ^a  au  lieu 


desm-, 


sina^  3sin-  a — r-a^. 
"^         3         27 


a 
Dans  cette  inégalité ,  remplaçons  partout  a  par  -• ,  nous 


aurons 


remplaçons  de  même  a  par  -  dans  cette  seconde  inégalité, 

o 
il 

puis  de  même  a  par  -  dans  l'inégalité  obtenue,  et  ainsi  de 

suite  ;  nous  obtiendrons  de  cette  manière  une  série  d'inéga- 
lités successives  que  nous  pourrons  écrire  ainsi ,  en  repre- 
nant à  partir  de  la  première  : 

sina>38in-  — 4p, 

a  a        a^ 

sin->3sin-  — 4-,, 

a  a        a} 

«n^>38in-— 4^, 

a  a        à? 

33  —         34        3'>  ' 


a  ^     ^  .    a       .  cfi 


et  généralement 

sin-^>3sin^ — 4^. 
3    '  3  3^ 

Maintenant,  supposons  que  l'on  multiplie  ces  diverses  iné- 
galités, à  partir  de  la  seconde,  par  les  puissances  successives 
de  3  jusqu'à  3*^',  et  que  l'on  ajoute  tous  les  résultats;  il  en 
résultera ,  quand  on  aura  supprimé  tous  les  termes  qui  se 
détruisent  : 


Mna 


^""4-*ë{^+i+F'+è+-l 
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CL 

Bans  ce  résultat,  faisons  n=Qo  ;  l*arc  infiniment  petit--;^se 

«s 

confondra  avec  son  sinus,  ce  qui  réduira  la  première  partie 
du  second  membre  à  Tare  a  lui-même,  en  introduisant  aux 
deux  termes  de  la  fraction  le  facteur  commun  3*"  que  Ton 
pourra  Isupprimer.  Quant  à  la  seconde  partie,  la  progres- 
sion indéfinie  par  quotient  qui  est  dans  Taccolade  se  réduira 

9  /  4        9       1\ 

à  --  ;  et  ainsi  (  attendu  que  5;;  X  -  =  -r  ) ,  l'inégalité  se  ré- 
duira à  la  suivante  : 

6      . 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

a — sma <r-û  : 

Cest-à-dire  que  la  limite  de  Terreur  commise  quand  on 
prend  un  petit  arc  à  la  place  de  son  sinus,  est  égale  à  un 
sixième  du  cube  de  ce  petit  arc. 

Sous  un  autre  point  de  vue,  les  quantités  a  et  a  — -  a}, 

étant  deux  limites.  Tune  supérieure,  l'autre  inférieure, 
entre  lesquelles  se  trouve  comprise  la  valeur  de  sin^ ,  cher- 
chons de  même  deux  limites  pour  cosa.  Or,  celles-ci  s'obtien- 
dront en  substituant  danscos  a  exprimé  en  fonction  de  sin  a, 

ou  mieux  de  sin  -  a ,  les  deux  valeurs  limites  de  cette  der- 

nière  ligne  trigonométriquc,  ce  qui  donnera  : 

1 

1*  cosa  =  l  —  2sin'-rt, 

2 

a"  a' 

2*  cosa>i — 2  —  ,     ou     cosa>1  —  -, 


ou  cos 


«<^-¥{*-KOT' 
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et  il  fùrUori ,  en  développant  et  supprimant  le  terme  négatif 
du  sixième  degré  dans  le  second  membre , 

a'       a* 

cosa<Cl h  Ti' 

^         2  ^  24 

a 
Ainsi,  comme  on  le  voit,  au  moyen  des  quatre  termes  7, 


1 


a*        a}  a^ 


—— ,  . et r ,  on  peut  exprimer  les  valeurs  appro- 

1.2    1.2.3        1.2.3.4         ^  ^ 

chées  des  AnuA  et  des  coîxn\k&y  ainsi  que  les  limites  de  ces 

valeurs  approchées;  ce  sont:- 

Pour  la  valeur  approchée  en  plus ,  de  sina,  le  terme  a, 

et  pour  la  limite  de  Terreur  -- . 

6 

Pour  la  valeur  approchée  en  matn»,  de  cosa,  Texpression 

a*  a* 

1 ,  et  pour  la  limite  de  Terreur  — -,  c'est-à-dire,   un 

2  '^  24 

vingt-qtuUrième  de  la  quatrième  puissance  de  Varc. 
Et  par  suite  encore  y  a serait  une  valeur  du  sinus 

approchée  en  plus. 

(L'unité  ou  le  terme  1 ,  peut  même  aussi,  quand  Tare  est 
extrêmement  petit,  être  lui-même  considéré  comme  une 
valeur  du  cosinus  approchée  en  plus,  la  limite  de  Terreur 

étant  alors  —  ou  la  moitié  du  quarrè  de  Varc.) 

Prenons  pour  a  la  seconde  du  degré  centésimal,  ou  la  mil- 
lionième partie  du  quadrant,  dont  la  valeur,  quand  on  fait 
le  rayon  égal  à  Tunité ,  est 

j^^  =  0,000001570796326795  : 

Terreur  commise  en  employant  cet  arc  pour  son  sinus^  sera 
alors  moindre  que 

-  (0,0000016)5,     ou    -  (0,000000000000000004096), 
t)  6 
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ou  0,000000000000000001 ,  c'est-à-dire  runité  décimale  du 
âix-hoitième  ordre  :  on  pourra  donc  pousser  le  calcul  de  la 
yaleur  de  a  jusqu'à  la  dix-huitième  décimale ,  et  considérer 
le  résultat  comme  représentant  jusqu'à  cette  limite  la  yaleur 
de  sin  a,  ce  qui  exige  l'emploi  des  douze  premières  décimales 

du  nombre  n. 

a" 
Quant  à  la  yaleur  de  cos  a ,  en  la  supposant  égale  à  1 —  -r , 

on  ne  commettra  pas  d'erreur  dans  les  yingt-quatre  premières 

décimales,  car  il  est  facile  de  yoir  que  -7  (0,000002)^ ,  est 

moindre  que  l'unité  du  yingt-quatrième  ordre  ;  et  pour  at- 
teindre ce  degré  d'approximation  pour  le  cosinus,  la  même 

yaleur  de  a  est  encore  suffisante  :  en  effet,  le  terme  —  ayant 

onze  zéros  avant  le  premier  chiffre  significatif,  et  présen- 
tant d'ailleurs  autant  de  chiffres  significatifs  exacts  que  a , 
les  12  décimales  de  tt,  ou  les  18  de  a,  nous  en  donneront 
24  pour  cosa. 

Cela  posé,  prenons  les  deux  formules  de  Th.  Simpson: 

sva(m-\'i)a  =  sin/n/zX2cosa — sin  (m — l)a, 
cos(/7t4-l)^  =  cosmaX2cosa — cos{m — i)a, 

dans  lesquelles  nous  ferons  a=l'';  et  supposons-y  succes- 
sivement m=l ,  m  =  2 ,...  jusqu'à  i7i=999999,  hypothèse 
finale  qui  reproduit  le  quadrant.  En  réalité  d'ailleurs ,  on  n'a 
pas  besoin  de  dépasser  le  demi-quadrant  ;  mais  en  admettant 
même  le  cas  défavorable  où  l'on  irait  jusqu'au  quadrant 
entier,  nous  youlons  faire  yoir  que  néanmoins,  et  malgré 
V accumulation  successive  des  erreurs,  on  obtiendrait  encore 
douze  décimales  exactes  pour  les  sinus  et  cosinus  des  arcs 
même  les  plus  rapprochés  de  cette  limite  extrême. 

A  cet  effet,  soit  représentée  par  S  la  fraction  d'unité  du 
dix-huitième  ordre  dont  sin  i"  est  en  défaut;  Terreur  de 
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C06 1"  de?ra  être  négligée  comme  étant  d*un  ordre  décimal 
beaucoup  plus  élevé ,  ou  plutdt  parce  que  le  nombre  de  chif- 
fres significatifs  exacts  de  cos  1"  est  beaucoup  plus  élevé  que 
celui  de  sinl"  (24  au  Ueu  de  18). 

D'après  cela ,  la  limite  de  Terreur  de  sin  T  sera  2^,  celle  de 
sin  3"  sera  2^x2—^,  ou  3^,  celle  de  sin  k"  sera  3^2—2^, 
ou  U,  et  généralement  la  limite  de  Terreur  de  sin(m-f- 1)1"» 
sera  m^X2 — {m — 1)^,  ou  (m+1)^.  Par  conséquent,  ces 
erreurs  successives,  ou  plutdt  leurs  limites  supérieures,  for- 
mant une  progression  par  différence  dont  la  raison  est  9,  il 
en  résultera  pour  Tare  de  1000000",  c'est-à-dire  pour  le  qua- 
drant, une  erreur  limite  de  1000000^,  ce  qui  fait  la  même 
fraction  de  Tunité  décimale  du  12'  ordre ,  que  S  Test  du  18*. 
Conséquemment ,  le  nombre  des  décimales  certainement 
exactes  ou  sur  lesquelles  on  peut  compter,  se  trouvera  ainsi 
réduit  de  18  à  12;  mais  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  descendre 
au-dessous  de  ce  dernier  nombre. 

De  même ,  soit  c  la  fraction  de  Tunité  décimale  du  2¥  or- 
dre ,  dont  le  cos  i"  est  en  défaut.  L*erreur  limite  de  cos  2" 
sera  kt^  parce  qu'ici  les  deux  facteurs  du  terme  cosl"x2eosl'' 
étant  comparables ,  on  ne  doit  plus  rien  négliger.  Celle  de 
cos  S''  sera  5c  X  2  —  c  =  9f  ;  celle  de  cos  V  sera  de  même 
10ix2— 4€=  166  î  celle  de  cosff'  sera  17«  X  2— 9«=25f ,  et 
ainsi  de  suite  ;  c'e^t-à-dire  en  généralisant ,  que  cos  (m-f-1)  1" 
comporte  une  erreur  limite  de 

(m*-f-l)6X2  — (/n— 1)'e=(m  +  l)^, 

ce  qui  montera  pour  Tare  de  100%  à  10"< ,  et  fera  par  consé- 
quent perdre  à  la  série  des  cosinus ,  12  décimales  sur  les  2&, 
de  même  que  la  série  des  sinus  en  avait  perdu  6  sur  18. 

On  voit  donc  que  d'un  côté  comme  de  l'autre ,  on  conserve 
12  décimales  exactes  dans  toute  la  suite  des  calculs. 
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NOTE 

SUR 

LE  CENTRE  DE  GRAVITÉ  DE  L'ARC  DE  CERCLE 


ET 


DES  SURFACES  SPHÉRIQUES. 


Arc  de  cercle. 

V  Soit  une  droite  de  longueur  /  uniformément  pesante  et 
touchant  un  cercle  d'un  rayon  r,  soit  h  la  distance  du  point 
de  contact  à  un  diamètre  donné,  ce  point  de  contact  étant 
le  centre  de  gravité  de  la  droite,  et  désignons  par  f  la  pro- 
jection de  /  sur  ce  diamètre.  Le  moment  statique  de  la  droite 

/  par  rapport  à  ce  diamètre  =  hl  et  les  triangles  semblables 

rH 
donnent  hl=rl' ,  d'où  h=j, 

â°  De  là  on  conclut  facilement  que  la  somme  des  moments 
d'un  système  quelconque  de  droites  uniformément  pesantes, 
et  touchant  une  circonférence  par  leurs  centres  de  gravité , 
relativement  à  un  diamètre,  est  égale  au  rayon  multiplié  par 
la  somme  des  projections  de  ces  droites  sur  le  diamètre. 

3"*  A  la  limite ,  un  arc  de  cercle  se  confondant  avec  le  po- 
lygone circonscrit,  11  s'ensuit  que  le  moment  statique  d'un 
arc  de  cercle  uniformément  pesant ,  relativement  à  un  dia- 
mètre ,  est  égal  au  rayop  multiplié  par  la  projection  de  l'arc 
sur  ce  diamètre. 

4°  La  distance  du  centre  de  gravité  de  l'arc  à  un  diamètre, 
étant  égale  au  moment  statique  divisé  par  la  longueur  de 
l'arc ,  il  s'ensuit  que  cette  distancé  est  une  quatrième  propor- 
tionnelle à  l'arc,  à  sa  projection  sur  le  diamètre,  et  au 
rayon. 
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5*  La  distance  du  centre  de  gravité  d'un  arc  au  diamètre 
parallèle  à  sa  corde,  est  donc  une  quatrième  proportionnelle 
à  Tare ,  à  la  corde  et  au  rayon. 

Surfaces  sphériques. 

G^  Soit  une  surface  plane  d'une  aire  P,  unirormément  pe- 
sante et  touchant  par  son  ceAtre  de  gravité  une  sphère  d*un 
rayon  r;  et  h  la  distance  du  point  de  contact  à  un  plan  dia- 
métrai  donné  ;  désignons  par  P  Taire  de  la  projection  de  P 
jsav  ce  plan  diamétral  ;  le  moment  statique  de  Taire  /%  pris 

par  rapport  à  ce  plan,  esi=hP=  rl'\  car  -  est  le  cosinus  de 

r 

Tangle  que  forme  le  pian  tangent  avec  le  plan  diamétral  ;  et 
on  sait  que  /"  =  /'-. 

r 

T  De  1^  on  déduit  que  la  somme  des  moments  d'un  sys- 
tème quelconque  de  surfaces  planes,  uniformément  pesantes 
relativement  à  un  plan  diamètre ,  et  touchant  une  sphère  par 
leurs  centres  de  gravité,  est  égale  au  rayon  de  la  sphère  mul- 
tiplié par  la  somme  des  projections  de  ces  aires  sur  le  plan 
diamètre. 

8"*  Passant  aux  limites  >  il  s'ensuit  que  le  moment  statique 
d*une  surface  sphérique,  pris  par  rapport  à  un  plan  diamètre, 
est  égal  au  rayon  de  la  sphère  multipliée  par  Taire  de  la  pro- 
jection de  cette  surface  sur  le  plan. 

9^  On  conclut,  comme  ci-dessus ,  que  la  distance  du  centre 
de  gravité  d'une  surface  sphérique  à  un  plan  diamétral, 
est  une  quatrième  proportionnelle  à  Taire  de  la  surface,  à  sa 
projection  sur  le  plan  et  au  rayon  de  la  sphère. 

i(y  Soit  ABC  un  triangle  sphérique  ;  0  le  centre  de  la 
sphère  ;  choisissons  pour  plan  diamètre  celui  dont  A  est  le 
pôle;  la  projection  du  triangle  sphérique  se  confond  avec  celle 
du  secteur  OBC  ;  Taire  de  ce  secteur  est  {r.a;  a  désignant  la 
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longueur  métrique  de  l*arc  a  opposé  à  l'angle  A  ;  le  cosinus 
de  Fangle  que  forme  le  plan  de  ce  secteur  avec  le  plan  dia- 
mètre est  =sincsinB;  donc  la  projection  du  triangle  sphé- 
rique  =fmsincsinB;  nommant  S  Taire  du  triangle,  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  au  plan  diamètre  sera 
r'asincsinB 

11*"  Autrement;  soit  a  Tarcperpendiculaireabaissé  du  som- 
met A  sur  la  base  BC;  on  a  sin2=sincsinB;  désignant  par  £< 
la  distance  du  centre  de  gravité  du  triangle  sphérique  au  plan 


ra  sin  a 


polaire  de  A ,  on  a  donc  d= 

12*  Soit  P  le  volume  de  la  pyramide  qui  a  pour  sommet  le 
centre  0  et  pour  base  le  triangle  sphérique  ABC ,  et  Q  le  vo- 
lume de  la  pyramide  qui  a  pour  sommet  A  et  pour  base  le 
secteur  OBC  ;  on  a 
3P=rS, 

r^/zsina 

3Q=  — - — ;  carrsina  est  la  hauteur  de  cette  pyramide, 

rO 
donc  dz=i  —\  ainsi  les  trois  distances  du  centre  de  gravité 

d'un  triangle  sphérique  aux  trois  plans  polaires  des  sommets, 
sont  proporiionnelles  aux  volumes  des  pyramides  qui  ont 
respectivement  pour  sommet  un  des  sommets  du  triangle , 
et  pour  base  le  secteur  opposé. 

13°  Les  trois  distances  du  centre  de  gravité  aux  plans  po- 
laires, sont  parallèles  respectivement  aux  trois  arêtes  de  la 
pyramide  sphérique,  et  forment  un  angle  trièdre symétrique 
à  l'angle  trièdre  donné.  Tm. 
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NOTE 


Sur  un  moyen  élémentaire  de  résoudre  les  questions  de  géométrie 
relatives  aux  intersections  successives  de  lieux  géométriques 
renfermés  tous  dans  une  même  équation  ou  dans  un  même 
système  d'équations. 


Prafesteurdemathémaiiqiiet,  ancien  élère  de  l'École  polyteehniqve. 


1.  Soit  ABifig.  55)  un  lieu  géométrique  quelconque  donné 
par  une  équation  à  deux  variables  F  (j:  ,  ^) = 0.  Supposons 
que ,  par  rapport  à  un  point  quelconque  If  (a/,  y)  de  ce 
premier  lieu,  on  en  considère  un  nouveau  N'P'  satisfeisantà 
des  conditions  géométriques  données,  parmi  lesqueUes, 
d'ailleurs,  se  trouve  ou  non  celle  de  passer  par  le  point  en 
question.  Celui-ci,  en  coordonnées x  et  j^,  pourra  être  re- 
présenté par  le  système  des  équations 

Si  Ton  bdt  varier  j/;  [ce  système  produit  diverses  lignes  ViV 
vrV\VrV,  el».,  relatives  aux  divers  points  M'^MMI"',  etc., 
de  la  courbe  prqmée.  Ces  lignes ,  par  leurs  intersections 
consécutives,  foraient  un  polygone  N'N'^'"...,  et,  si  Ton 
Tient  è  supposer  que  le  paramètre  x^  varie  d*une  manière 
continue,  le  polygone  N^N'^N'"  se  cbange  dans  la  courbe  dont 
on  demande  Téquation. 

Pour  fixer  les  idées ,  soient  a  et  p  les  coordonnées  du  point 
If  commun  aux  deux  lieux  géométriques  relatife  aux  points 
M' et  M"  de  la  courbe  donnée ,  on  aura,  pour  déterminer  ce 
point,  les  équations 

?(«,P,a:',y)  =  0,      F(x',y)  =  0, 
7»),P,J^',y')=0,      F(xV)=0. 

Anw.  bk  IIatULh.  I.  i® 
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Si  l'on  interprète  maintenant  ces  équations  par  rapport  au 
système 

on  y  trouve  exprimé  la  double  condition ,  que  le  Heu  STQV 
représenté  par  «p  (a ,  p ,  x,^)  =  0  passe  par  les  deux  points 
i^'^y)  )  i^'>  y')  ^^  1^  courbe  proposée.  En  sorte  que,  pour 
établir  la  réunion  de  ces  points  en  un  seul ,  comme  cette 
réunion  a  lieu  en  môme  temps  sur  deux  courbes,  il  suffit 
d'exprimer  que  le  lieu  géométrique  proposé,  et  la  courbe 
H'QM",  que  nous  pouvons  appeler  courbe  auxiliaire,  ont  une 
tangente  commune  au  point  a/,j^'.  Or ,  d'après  ce  que  nous 
avons  établi  ailleurs  {*)  par  des  considérations  purement  géo- 
métriques, les  coefficients  angulaires  des  équations  des  deux: 
tangentes  relatives  au  même  point  (a/,  y) ,  des  deux  courbes 

^^°^  ~  '.f     A  y  J\  ^  ■"  pv   .^     .,;  donc,  on  aura  en- 

tre  les  coordonnées  a  et  p  d'un  point  du  lieu ,  la  nouvelle 
équation 

et  la  question  se  résoudra  par  rélimination  des  quantités  x'  et 
y  entre  cette  équation  et  les  deux  autres  f  (a,  p*  <a/,y)  =*0 , 
F  {^jy)=^0,  ou ,  plus  généralement ,  entre  les  équations 

?  {x,y>^.y)=o,    F(j/,y)=o, 

les  coordonnées  x,jr  appartenant  alors  à  un  point  quelcon* 
que  du  lieu  demandé. 

Dans  les  applications,  on  se  rappellera  que  la  troisième 
équation  à  joindre  aux  deux  équations  du  lieu  proposé  et  de 
la  ligne  variable,  pour  éliminer  x^  et  y,  s'obtient  en  égalant 

(')  V.  Ml. 
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entre  elles  les  dérivées  par  rapport  à  od  des  fonctions  y  qui 
entrent  implicitement  dans  ces  deux  équations;  toutes  les 
autres  quantités  qui  s*y  trouvent  étant  considérées  comme 
des  constantes.  Au  point  de  vue  algébrique,  voici  donc  le 
théorème  qui  se  trouve  établi  :  si  deux  fonctions  de  x  pren- 
nent des  valeurs  égales  pour  une  même  valeur  x'  aUribuée  à 
X ,  et  qtée  cela  ait  encore  lieu  pour  une  autre  valeur  x"  aUrihuée 
é  Xj  les  dérivées  de  ces  fonctions  seroni  égales  quand  on  aura 
x'  =  x"  (•). 

2.  Lorsque  les  lignes  dont  les  intersections  successives  for- 
ment le  lieu  demandé ,  sont  renfermées  dans  une  seule  et 
même  équation,  contenant  par  conséquent  un  paramètre  arbi- 
traire, comme  <p(ar  ,^,  w)  =  0,  Téquation  do  la  courbé  cber- 
ctaée  est  le  résultat  de  Télimination  de  m  entre  les  équations 
7{j:,r»''0  =  0      et      ^'(x,^,  m)=0. 

En  effet,  soient  m'  et  m"  deux  valeurs  particulières  à  m,  et 
tC-^,^,  ''0  =0,       ?(j:,  J',  m")z=0 
les  équations  des  deux  lieux  géométriques  correspondants. 
Désignons  encore  par  «  et  ^  les  coordonnées  de  leur  point  de 
rencontre  ;  il  vient 

€ft  par  suite 

m  —  m 

équation  qui,  à  la  limite,  c'est-à-dire  lorsqu'on  poseW=m'', 
se  transforme  comme  on  sait  dans  celle-ci  : 

On  a  donc  entre,  les  coordonnées  «  et  p  d*nn  point  •du  Hau 
cherché ,  les  deox  équations 

y(a,  p,  m')  =0,  ^     çV(«,  p,  m')  =0, 

#  • ■ 

; « : 

toi  Talean  infiniet  font  exceptées.  Tm. 


—  28fc  — 

et  l'élimination  de  m'  entre  ces  deux  équations,  ou  de  m 
entre  les  suivantes 

conduira  à  Téquation  du  lieu  cherché.  C.Q>F.D. 

Dans  ce  cas ,  on  voit  que  l'équation  à  joindre  à  celle  qui 
représente  la  famille  des  lieux  géométriques  considérés  est 
résoilton  dérivée  par  rapport  à  m  de  celle  qui  renferme  ce 
paramètre  variable  {*).  * 

3.  La  théorie  ainsi  établie  d*une  manière  élémentaire»  nous 
rappliquerons  successivement  à  deux  grandes  questions,  celle 
des  développées  des  courbes  planes  et  celle  des  contacts  d'un 
orditÂVPclconque  de  deux  courbes  planes. 

SiBJ4^osons  qu'il  s'agisse  d'abord  de  trouver  la  développée 
d'une  courbe  plane,  en  d'autres  termes,  le  lieu  géométrique 
des  intersections  successives  des  normales  aux  différents 
points  de  cette  courbe ,  qui,  par  rapport  à  la  développée ,  est 
dite  développante.  Soit  F  (j:  ,  ^)  Téquation  de  la  courbe  con- 
sidérée, équation  que  nous  pouvons  concevoir  sous  la  forme 
explicite  .)^/*(ar)  ;  soient,  d'ailleurs  j:'  et  y  les  coordonnées 
d'un  point  particulier  de  cette  courbe,  nous  aurons  pour 
déterminer  la  normale  en  ce  point ,  les  équations 

•  •* 

Nous  juppellerons  que  la  composition  de/*(x^)^  établie 
plus  haut,  ne  dépend  nullement  de  la  connaissance  dey*(j:). 

Égalons  maintenant  les  deux  dérivées  des  foncticHisy  qui 
entrent  dans  ces  équations ,  après  avoir  calculé  ces  dérivées 
comme  il  a  été  prescrit  pour  toute  fonction  implicite,  et 
joignons-la  aux  équations  qui  précèdent,  nous  obtiendrons 
le  système  suivant,  qui  fournira  Téquatipn  de  la  développée, 
par  l'élimination  des  quantités  x^  ety: 

(*)  Ce  cas  particnliar  entre  dins  le  théorème  général.  H  suffit  de  remplacer 
lér»  pat  une  fonction  arlMtraire  de  x,  y,  m  identiquement  nulle.  Tm. 
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(r-y)/(«')+(*-j:')=o,    F(y,y)=o, 
Cr-/)/'(x')-i_^„^, 

--?V) — -•^^'''' 

et  ce  système ,  si  nous  substituons  à  Z'  (j/)  »  son  expression 
S^oi^^  —  p/  /  *^^v  >  Que  nous  désignerons ,  pour  plus  de 

simplicité ,  par  —  ^r~»  pourra  lui-même  être  remplacé  par 

t  ^ 

cet  autre 

tr-y)F^  -(jr-  j/)  F^  =0,.    F  (xvar') = o, 

F^«r,yr  désignant  la  dérivée  de  F^  par  rapport  à  x\  ou  dé 
F/  par  rapport  à  j:'.      (*)  ^ 

4.  Application  â  Vellipte. 

F'^=26S    FV=2a%    FV,y'=0. 
La  système  des  équations  précédentes  devient 

En  écrivant  la  prentière  et  la  troisième  ainsi  qu'il'suit  : 

Aiminant  ensuite  par  réduction  la  quantité  fr^j'+cy  ;  pqis 
enfin ,  remplaçant^*  par  sa  valeur  en  fonction  de  j/,  on  rend 
plus  prompte  Télimination  de  y,  et  l'on  obtient^  réductions 
lûtes  a^x — c*j/3=rO,  c  désignant  la  demi-excentricité. 
Or»  la  symétrie  permet  d'écrire  sur-le-champ,  comme  résul- 
tat de  rélimi  nation  de  j/,  l'équation 

&îr-cy=0; 

voici  donc  deux  équations  très-simples ,  pour  remplacer  la 


^^ 


'    ^^  Tm.    ^^ 
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première  et  la  troisième  du  système  ci-dessus.  On  eu  déduit 
immédiatement ,  pour  équation  de  la  développée  de  Tellipse  : 

équation  qu*il  ne  s'agit  pas  ici  de  discuter. 

jéppKcaiion  d  rhyperbole. 
En  changeant  simplement  b*  en  —  b*,  on  obtient 


4 


c  désignant  encore  la  demi-excentricité. 

j^pplication  à  la  paraboU. 

'  F(j/,/)==y-.2py,  F^=-2p,  FV=2y,  r^=o. 

Le  système  en  question  devient  donc 

Partant ,  l'on  obtienf  pour  équation  de  la  développée, 
*  •        8  . 

On  sait  que  cette  équation  es^  aussi  celle  du  lieu  des  point» 
d'où  Ton  peut  mener  deux  normales  à  la  parabole ,  lieu  qui 
sépare  la  région  des  points  d'où  l'on  peut  mener  trois  nor- 
males à  cette  courbe,  de  celle  des  points  d  où  l'on  n*en  peut 
mener  qu'une. 

5.  Théorie  des  contacts  des  divers  ordres. 

On  sait  que  deux  courbes  sont  dites  avoir  un  contact  de 
Tordre  n ,  lorsqu'elles  ont  n  -)- 1  points  communs  réunis  en 
un  seul ,  ou  n  éléments  consécutifs  communs. 

(*)  Lieu  géométrique  des  points  d'oA  Von  peut  mener  trois  normales  à 
laconique;  par  des  points  à  Tintérieur  ou  peut  mener  quatre,  et  à  l'eitérieor 
deux  normales;  de  même  pour  Thyperbole.  Toutes  les  courbes  données  par 
réqoatioD  a**  w^+b'"^  y*"  —c*"*  Jouissent  de  propriétés  communes  que  M.  Lamé 
a  développées  dans  un  admirable  ouvrage  publié  en  1818.  Tm. 
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n  esl  ftidto ,  d'âpre!  ee  qui  précède  »  d'établir  les  conditions 
analytiques  de  cet  ordre  de  contact  ;  mais  commençons  par 
le  contact  da  deuxième  ordre ,  celui  du  premier  ordre  étant 
d^à  connu. 

Soient  M,  H",  M"'  trois  points  communs  à  deux  courbes 
Aet  B,  dont  les  équations  sont  généralement  F(x,^)=rO 
0^  ?  («^9  J^) =0  >  quo  nous  pouvons  concevoir  sons  les  formes 
explicites  j^==/(x)  et  j^=ç(x).  (Nous  nous  dispenserons  de 
tracer  une  figure,  il  est  facile  de  se  la  représenter).  Si  nous 
désignons  par  j/  ety,  j/'  et^",  j/"  et  j^',  les  coordonnées 
de  ces  trois  points ,  nous  avons  les  trois  équations  de  condi- 
tion : 

F(a/,/)=0,     y(x',y)  =  0, 

ou      /(j/)=(p(j/), 

(2)  f(a:^)=^{j/'), 

(3)  /(a/")  =  ?(J^"); 

dans  lesquelles  il  faut  exprimer  que  les  quantités ,  d*abord 

m 

dbtinctes,  j/,  af',  x"\  viennent  se  confondre  dans  la  seule 
quantité  a/,  par  exemple.  * 

Le  théorème  énoncé  n;  1  (p.  283)^ appliqué  au  système  des 
équations  (1)  et  (2),  où  Ton  voit  deux  fonctions/' (x) ,  y(x). 
qui  sont  égales  pour  une  même  valeur  x',  puis  pour  une  autre 
valeur  jcf\  que  Ton  considère  ensuite  comme  devenant  égale 
à  af,  nous  permet  de  remplacer  Téquation  (2)  par  celle  qu'on 
obtient  en  égalant  les  deux  premières  dérivées  de  ces  fonc- 
tions, savoir/"' (a/) ,  ^'(jo^).  Pareillement  l'équation  (3),  par 
rapport  à  l'équation  (2),  peut  se  remplacer  par  l'équation 
/'(j/')=ç'(x");  en  sorte  que  nous  avons  déjà  le  système 
suivant,  pour  remplacer  les  trois  équation^  primitives  : 

/'(y)  =  y'(x'). 
/'(a.'')=^'(j/'). 
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£o  appliquant  encore  le  iMotiÉ^^oiit  A  j'Églt  aux  deax 
dernières  équations ,  dans  lesqpiditt  oatroof  e  deux  foncUocis 
f'(x')  et  ff  (a/) ,  qui  satisfont  aux  condittons  de  ce  théorème  » 
nous  obtenons  enfin  les  équations: 

/(j/)  =  y(j/),  /  =  y, 

y '(a/)  =  y'  (j:%    ou  simplement  f* = ^p', 
/«'(x')=t"(x'),  /"=?"/ 

qui  présentent  les  trois  conditions  connues  d*un  contact  du 
deuxième  ordre ,  savoir  Fégalité  des  fonctions,  au  point  que 
Ton  considère ,  Tégalité  de  leurs  premières  dérivéek  et  Féga- 
lité  de  leurs  secondes  dérivées. 
Passons  au  contact  du  troisième  ordre. 
Soient  M',  M",  M''',  M*^,  les  quatre  points  communs  aux 
deux  courbes  A  et  B,  et  j/  ety,  J'  et  y,  af"  et  y\  etc.  ; 
les  coordonnées  respectives  de  ces  points.  Les  équations  pri- 
mitives^ont 

(2)  f^a:")=^{af'), 

'       (3)    •    ;     ^  /(a/")  =  ?(^"), 
(♦)  /(JriT)  =  y(j:^). 

•En  vertu  du  théorème  du  n*"  1 ,  nous  les  remplaçons  succès^ 
sivement  pat  les  systèmes  que  voici  : 

OU  simplement 

/=?,    r=?,   /"=?",  r'  =  ?'^ 

Maintenant,  sans  qu'il  soit  besoin  d'effectuer  de  semblables 
transformations  de  systèmes ,  on  peut  s'élever  aux  conditions 
du  contact  d'un  ordre  n  en  général.  L'analogie  permet  d'é- 
crire ces  conditions  ainsi  qu'il  suit  : 


/=^y,  f^i,  /"=f,  /'"=f^...  /(•)=y(-). 

Au  reste ,  si  l'on  voulait  donner  à  cette  conséquence  toute  la 
rigueur  possible ,  on  pourrait  démontrer  facilement ,  à  la 
manière  en  usage  dans  le  binftme  de  Newton ,  la  généralité 
de  la  loi  qui  s'établit  dislle-même  pour  les  contacts  des 
deuxième  et  troisième  ordres. 

En  reyenant  sur  le  sens  géométrique  de  la  question ,  si 
Ton  interprète  particulièrement  chacun  des  systèmélî  consé- 
cutif ,  on  reconnaît  que  la  question  est  complètement  réso- 
lue, et  l'on  Toit  en  outre  en  quoi  chaque  système  contribuée 
la  résoudre.  Ainsi ,  dans  le  cas  du  contact  du  troisième  ordre, 
par  exemple,  le  premier  système  indique .^ulement  l'exis- 
tence de  quatre  points  communs  aux  deux  courbes  A  et  B. 
Le  deuxième  témoigne  que  chacun  des  points ,  à  partir  du 
quatrième,  est  venu  se  réunir  au  précédent,  en  sorte  que  les 
deux  courbes  n'ont  plus  que  trois  points  communs  distincts; 
mais  aussi  trois  tangentes  communes  en  ces  points.  Le  troi- 
sièroe  système  indique  que  chacui  de  ces  trois  points  s'est 
réuni  au  précédent ,  en  sorte  que  les  deux  courbes  n'ont  plus 
que  deux  points  communs  distincts ,  mais  aussi  deux  tangentes 
communes,  dont  Tune  est  la  réunion  de  deux  élément^.  Enfin, 
le  dernier  système  montre  que  les  deux  courbes  ont  un  peint 
commun  et  trois  éléments  consécutifs  communs  en  ce  pdnt; 
ce  qui  est  le  caractère  propre  du  contact  du  troisième  ordre. 

Ce  serait  ici  le  lieu  de  parler  du  cercle  osculateur  et  de  ses 
propriétés.  Biais  nous  n'avons,  eu  pour  but  que  de  faire 
voir  comment  on  peut  rendre  tout  à  fait  élémentaire  la 
résolution  des  deux  genres  de  questions  que  nous  ayons 
traitées  dans  cette  note. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES  AUX  EXAMENS. 

VAa   M.   OiaODDS, 

ProfesMor  aa  Collège  royal  de  Henri  lY. 


1.  Circonscrire  à  une  ellipse  un  rectangle  équivalent  à  un 
carré  donné  m*. 

f  SOLUTION,  Soit  CDEF  {fig,  64) ,  le  rectangle  demandé  : 
as  sommets  appartiennent ,  comme  on  sait,  à  une  circonfé- 
rence concentrique  à  l'ellipse  proposée  et  qui  a  ptur  rayon 
K  a'-f^%  c'est-à-dire,  la  corde  ÂB;  doncsesdiagonales  se  croi- 
sent au  centre  0  et  sont  ainsi  des  diamètres  de  Teilipse.  Or, 
DF  élant  un  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  concours  des 
deux  tangentes  DC  et  DE ,  divise  en  deux  parties  égatai  la 
corde  GI,  qui  joint  leurs  points  de  concours;  donc  GI  est 
iwrallèle  è  CE  (réciproq»  4*un  théorème  connu  de  géo- 
■Mtrie) ,  et  par  conséquent  les  deux  diamètres  CE  et  DF  sont 
élfi^Ugaés.  n^suit  de  là  que  si  Ton  peut  déterminer  Tangle 
leipiel  ces  diagonales  se  coupent,  il  sera  facile  de  les 
*f  et  par  suite  de  construire  le  rectangle  demandé,  car 
-fl'nflSra,  pour  cela,  de  Joindre  deux  à  deux  les  points  où 
leuTB  directions  rencontreront  la  circonférence  décrite  du 
centre  0  arec,  un  rayon  égal  à  la  corde  AB. 

Soit  0  Fangle  inconnu  COD  :  Taire  du  triangle  COD  aura 
pour  expression  ~CO.DO.sinO,  de  sorte  que  Téquation  du 
problème  sera 

2C0.0D.  sin  0  =  m% 
ou  bien 

m' 
2{a'+b')  sine=:m\       d*où      sin  ô=  •- — rrr. 
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Pour  construire  cet  angles,  Je  commence  par  substituer 
le  rapport  de  deux  lignes  à  celui  des  deux  carrés--—  et 

2 

(a'-f-^J)  en  cherchant  une  troisième  proportionnelle  aux 

droites  AB = V^  a'+6*  et  %/— .  Je  prends  donc  sur  la  tan- 
gente au  point  A  une  distance  AK  égale  à  la  moitié  de  la  dia- 
gonale du  carré  donné  m' ,  je  décris  une  circonférence  du 

point  A  comme  centre^  et  avec  AB  pour  rayon  ;  je  joins  LK, 
et  en  élevant  au  point  K  une  perpendicidaire  KZ  à  LK , 

J*aurai  AZ  =  — "  et  par  conséquent  sin  0= tsî  uiain- 

2Va^+b^  AB 

tenant,  Je  mène  parle  point  ZuneperpendiculaireZT  terminée 
à  la  circonférence  que  je  viens  de  décrire,  je  joins  TA ,  et 
rangle  T  est  égal  à  e. 

n  ne  s'agit  donc  plus  que  de  trouver  deux  diamètres  con- 
jugués qui  fassent  entre  eux  un  angle  égal  à  T ,  ce  qui  sera 
beile,  car  )o  prolongement  de  AT  covq^ra  la  direction  du 
petit  axe  précisément  au  centre  de  Tare  AMH'A'  capable  du 
supplément  de  l'angle  T. 

Le  problèiae  est  susceptible  dé  deux  solutions ,  puisque 
Ton  peut ,  en  général ,  trouver  deux  systèmes  de  diamètres 
coKu'ugués  qui  se  croisent  sous  un  angle  donné,  et  les  deux 
rectangles  qui  le  résolvent  sont  placés  symétriquement  par 
rapport  aux  deux  axes. 

2.  Quel  est  le  plus  grand  rectangle  que  Von  puisse  circonscrire 
aune  ellipse?  —  L*aire  du  rectangle  circonscrit  ayant  pour 
expression  2  {a^'{-b*)sinB^  on  voit  que  cette  aire  sera  maxi- 
mum quand  Fanglc  G  sera  droit  :  or,  les  axes  de  Tellipse  étant 
les  seuls  diamètres  conjugués  qui  soient  rectangulaires,  on  en 
conclut  que  les  diagonales  du  rectangle  maximum  sont  diri- 
gées suivant  les  axes  de  la  courbe,  et  que,  par  conséquent,  ce 
rectangle  est  le  carré  formé  en  joignant  les  points  où  les  di- 
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rectioDS  de  ces  axes  rencontrent  la  circonférence  décrite  du 
point  0  comme  centre  ;avec  un  rayon  égal  à  AB. 

3.  Que/  est  le  plus  petit  rectangle  que  Von  puisse  drcmscrire 
à  une  ellipse?  —  L'aire  du  rectangle  circonscrit  sera' mini- 
mum quand  sin  B  sera  leplus|»etit  possible,  c'estÀ-dire,  quand 
ses  diagonales  seront  dirigées  suivant  les  diamètres  conjuc^ués 
égaux  de  Tellipse ,  de  sorte  que  le  rectangle  minimum  est 
celui  même  qui  est  construit  sur  les  axes  de  cette  courbe. 

Il  est  facile  de  voir  que  notre  solution  conduit  à  ces  limites 
inférieure  et  supérieure  du  rectangle  circonscrit.  En  effet, 
pour  que  nos  constructions  puissent  s'effectuer,  il  faut 
d*abord  que  la  perpendiculaire  ZT  rencontre  la  circonférence 
AL ,  et  par  conséquent  que  AZ  soit  plus  petit  que  AB  : 
donc 


m* 


:<  \/^hT%        d'où        m'  <  2(a«+6*)  ; 


Ainsi  le  maximum  4e  l'aire  du  rectangle  circoQicrit  à  notre 
ellipse  est  m'=2  {a^+b^)  ;  la  valeur  correspondante  de  sin  0 
étant  l'unité,  nous  en  concluons  que  les  diagonales  de  ce  rec- 
tangle sont  dirigées  suivant  les  axes  principaux  de  l'ellipse. 

AZ  étant  plus  petit  que  AB ,  on  pourra  construire  le  trian- 
gle AZT ,  ce  qui  fera  connaître  l'angle  T  ;  mais  il  faut  encore 
que  l'arc  capable  de  cet  angle ,  et  qui  a  A  A'  pour  corde ,  ren- 
contre l'ellipse ,  et  pour  cela  que  son  rayon  (VA  soit  plus 

a 


grand  que  (XB.  Or ,  il  est  facile  de  voir  que  00'  =: 


tango  ' 


0'A=-r--:î  donc 
sm  0 


b+      "* 


sin  G         '    tangO  ' 
condition  qui  revient  à 

/x>^sinO-)-flCOsO  ; 
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d*oii,  en  remplaçant  sin  0  et  cos  0  par  leur  vatihir  '* 


on  tirera  facilement  de  cette  dernière  inégalité 

AioA^  Taire  du  plus  petit  rectangle  que  l'on  pui»e  circon- 
scrire k  une  ellipse  est  égale  à  kab  y  ce  qui  donne 

SmOss T-r,. 

a'+b" 

fcî.'V 

Or,  Tangle  formé  par  les  cordes  supplémentaires  qui  joignent 
l'une  des  extrémités  du  petit  axe  à  celles  du  grand  a  précisé- 

2a6 
ment  jtti;;  P^ur  sinus  ;  donc  les  diagonales  du  plus  petit  rec- 
tangle 4ue  Ton  puisse  circonscrire  à  une  ellipse  sont  {jbs  direc- 
tions mêmes  des  diamètres  conjugués  égaux.  • 

4.  2*  SOLUTION.  Ayant  reconnu  »  comme  flobs  l'avons  bit 
plus  haut,  que  les  diagonales  du  rectangle  demandé  forment 
un  système  de  diamètres  conjugués ,  je  suppose  que  Ton  ait 
pris  pour  axes  des  ordonnées  et  des  ajsscisses  le  petit  et  le 
grand  axe  de  l'ellipse  proposée,  et  J^ppelle  (a/, y)  les  coor- 
données du  sommet  D  :  Féquation  de  la  droite  GI,  qui  joint 
les  points  de  contact  des  deux  tangentes  DC  et  DE ,  sera 

et  par  conséquent  on  aura  pour  celle  du  diamètre  CE  qui 
loi  est  parallèle 

Donc  la  perpendiculaon»  abaissée  de  D  sur  CE  aura  4K)ur 
etpression 
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de  sorte  que  l'M  exprimera  que  l*aire  du  rectangle  CDEF  est 
égale  à  celle  du  carré  m*,  en  écrivant 


11/ "'^  "t 


ou ,  ce  qui  reyieot  au  même , 

w*(ay  >+6  V)  =  4.(a*+i')  (fly+6*a:^)«. ...  (1) 

d'ailleurs  ' 

a/»-f^"=a'+fi' {% 

puisque  le  point  D  appartient  à  la  circonférence  décrite  du 
point  0  comme  centre  avec  V^a*-|-&*  pour  rayon.  Telles 
sont  les  deux  équations  du  problème. 
En  éliminant  y  entre  les  deux  équations  (1)  et  (2)  on  aura 

Or  ûd  ne  représente  pas  Tabscisse  d*un  sommet  en  particulier , 
donc  les  racinf^  de  cette  équation  doivent  être  toutes  quatre 
réelles,  ce  qui  exige  déjà  que  son  dernier  terme  soit  positif; 
donc  il  faut  que 

mctis  cette  condition  n*est  pas  suffisante,  il  faut  encore  que 
Ton  ait 

Ainsi  lé  maximum  du  rectangle  circonscrit  est  2(a*-fA'}, 
ce  qui  donne  j/"  =s=  0  et  a/  =  ±:  \/a'+y  ;  et  son  minimum 
est  ik/z^.  Dans  ce  cas ,  le  premier  membre  de  Féquation  (3)  est 
un  carré  parfait ,  et  conunc  son  dernier  terme  se  réduit  è 
\a\e^ — b'^y  y  lorsque  m'=4afr ,  on  en  conclut  que  le  produit 
des  deux  valeurs  de  x'^  est  a*,  et  que  comme  elles  sont  égales 
x"=a%  d'où  x'=±ui.  Le  rectangle  minimum  est  donc  le 
rectangle  même  qui  est  construit  sur  les  axes  de  Tellipse,  et 
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le  rectangle  maximum  a  pour  sommets  les  points  où  ces 
mfimes  axes  sont  rencontrés  par  la  circonférence  décrite  du 

point  O  comme  centre  avec  un  rayon  égal  kva*-\-b^. 

Lorsque  m*  sera  compris  entre  kab  et  2(a^-ffr*) ,  les  quatre 
racines  de  Téquation  (3)  seront  réelles ,  et  coçnme  à  chacune 
correspondent  deux  valeurs  de  y  égales  et  de  signes  con- 
traires, le  problème  admettra  deux  solutions  qui  seront 
fournies  par  deux  rectangles.symétriquement  placés  paf  rap- 
port aux  deux  axes  de  Tellipse. 

5.  Quelle  est  la  courbe  engendrée  par  le  sommet  d'une  para- 
Me  de  forme  invariable  qui  se  meut  en  restant  constamment 
tangente  à  deux  droites  rectangulaires  données. 

Nous  prendrons  les  deux  droites  données  pour  axes  des 
coordonnées,  et  alors  si  Ton  désigne  par  (2,  p)  les  coordon- 
nées du  foyer  de  la  parabole  mobile ,  dans  Tune  de  se^  posi- 
tions,  son  équation  sera  de  la  forme 

avec  la  condition 

m'+/i*  =  l (1) 

Mais  comme  la  directrice  d*une  parabole  est  le  lieu  des  som- 
mets de  tous  les  angles  droits  dont  les  côtés  sont  tangents  à 
cette  courbe ,  on  doit  avoir  , 

P=^0 (2) 

puisque  dans  toutes  les  positions  que  la  parabole  pourra 
praidre,  sa  directrice  passera  toujours  par  le  point  d'inter- 
McUon  des  deux  droites  données,  c'est-à-dire  par  Torigine. 

L'axe  étant  une  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  la 
directrice,  a  pour  équation 

j.-p=  -^(^— )....:..'..  (3) 

Si  Ton  appelle  (Jcf^y)  les  coordonnées  du  point  où  il  coupe 
la  directrice,  et  {x,y)  celles  du  sommet,  on  aura  éfidem- 
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ment  x  =  — ^  et  y  =^-^,    d'où  j:'  =  2x—  «  et 

y =2r  — p  ;  quantités  qui  doivent  vérifier  l*équation  my-j-iw? 
=o  de  oette  directrice  ;  donc . 

>w(2r— p+«(2r— a)=0 (h) 

Le  paramètre  2X;,  dont  la  valeur  fixe  les  dimensions  de  la 
parabole  mobile,  est  doubfe  de  la  perpendiculaire  abaissée  da 
foyer  sur  la  directrice  ;  ainsi 

m?+n*=±ik (6) 

Enfin  on  trouvera  facilement  que  la  condition  de  contact  de 
la  courbe  avec  Taxe  des  x  est 

(P'+fltV-p=0 (6) 

TelU^sont  les  équations  qui  expriment  toutes  les  conditions 
de  la  question,  car  en  écrivant  que  la  directrice  passe  par 
Torigine  des  coordonnées  rectangulaires  et  que  Taxe  des  x 
est  tangent  à  la  courbe ,  nous  avons  écrit  que  Taxe  des  y  la 
touche  Aussi. 

U  suit  de  là  que  pour  tout  système  de  valeurs  des  quantités 
m,  n,  d,  b  qui  vérifieront  les  équations  (1),  (5)  et  (6),  on 
tirera  des  équations  (3)  et  {k)  un  couple  de  valeurs  de  x  tiy^ 
qui^seront  les  coordonnées  du  sommet  de  la  parabole*,  dans 
•  la  position  que  lui  assigne  le  système  de  valeurs  de  m,  n,  a,  p 
dont  il  s*agit.  Par  conséquent ,  si  on  élimine  m,]n,  a,  p  entre 
les  cinq  équations  (1),  (3),  [k),  (5)  et  (6),  on  obtiendra  une 
équation  en  j:  et  en  j^  qui  sera  satisfaite  par  tous  les  couple# 

'  et  par  les  seuls  couples  de  valeurs  de  jt  et  de  ^  qui ,  conjoin- 
tement avec  certaines  valeurs  de  ces  variables  m,  /i,  a,  p^  peu- 

-  vent  vérifier  ce^  équations  ;  donc  le  lieu  de  cette  équation 
finale  est  précisément  celui  des  sommets  de  la  parabole  mo- 
bile. Et  en  effet,  cette  équation  finale  étant  indépendante  des 
quantités  m^n^a^  6  qui  fixent  la  position  du  sommet  dont  on 
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I 

a  désigné  les  coordonnées  par  x  et  par  j^ ,  n^exprime  pas  une 
propriété  particulière  aux  coordonnées  de  ce  point  plutAt 
qu*à  celles  de  tout  autre  point  déterminé  par  les  mêmes  con- 
ditions :  elle  est  donc  Tcxpression  de  la  relation  constante 
qui  existe  entre  les  coordonnées  du  sommet  de  notre  para- 
bole dans  chacune  des  positions  qu*il  peut  prendre  ;  donc 
elle  est  Téquation  de  la  courbe  qu'il  décrit. 

Il  8*agit  donc  d*efrectuer  Télimination  des  quantités  m,  n,  a,  p 

* 

entre  les  équations  (1) ,  (3) ,  (4),  (5)  et  (6)  ;  pour  y  parvenir , 
J'additionne  membre  à  membre  les  équations  {k)  et  (5) ,  ce 
qui  me  permet  de  remplacer  l'équation  (4)  par  Téquation 
râoltante 

2(m^+/tjr)=dlÂ:  ; (7) 

Puis  y  au  carré  de  l'équation  (5)  j'ajoute  Téquation  (6),  et  en 
ayant  égard  successivement  à  Téguation  (1)  et  à  relation  (5), 
Je  substitue  ainsi  à  réquation  (6)  Téqpiation 

k 

2/i3t=±:*I      d'où      «=dz-— . 

^  *  2/1 

•  En  remplaçant  a  par  cette  valeur  dans  (5) ,  jon  trouvera 

k 
fi  =  ±:-— .  Je  substitue  maintenant  ces  valeurs  de  a  et  de  6 

dans  (3) ,  ce  qui  donne 

Mais  si  on  élimine  k  entre  cette  équation  et  la  7%  il  viendra 
v?x — ^mV =0,  d'où  m=2n  y  —  , 

y 

puas,  en  reportant  cette  valeur  dans  (7), 
%ii{(^j^+x)=  :izk ,       d'où      n=z± 


et  par  suite 

AXN.  DE  MATBiM.  1  SO 


Il  ne  reste  plus .  pour  afoir  Téquation  cbercMa ,  qu'à  sub- 
stiluer  ces  yaleurs  dans  (1) ,  et  on  trouvera  ainsi 

Si  Ton  veut  faire  évanouir  les  radicaux  de  cette  équation  » 
on  posera 

et  on  trouvera  ensuite 

\vi{iAç-9)  =  k^,    .  d'où      64i^/îJ£î+Sr(^(r+(')-fp»}=:*». 

Mais  i^/(r-f^)  =3  --- ,        donc  enfin , 

Telle  est  l'équation  demandée. 

PouiTtejr-vous  consiTuire  par  points  la  courbe  décrite  pat 
le  sommet  de  la  panAoli?  —  Par  le  point  d'intersection  O 
ifig.  6<h)  des  deux  droites  données ,  menons  une  droite  quel- 
conque RS  et  prenons-la  pour  directrice  ;  alors  si  on  loi 
mène  une  pttfallèle  à  une  distance  égale  au  quart  du  para-  ^ 
mètre,  ce  sera  la  tangente  au  sommet ,  et  par  conséquent  le 
lieu  des  projections  du  foyer  sur  toutes  les  tangentes  à  la  pa- 
rabole dans  la  position  que  nous  lui  supposons;  donc  le» 
points  A  et  B  où  elle  coupe  les  deux  droites  données  sont  les 
projections  sur  cette  droite  du  foyer  de  cette  parabole.  Donc, 
en  menant  par  A  et  par  B  des  parallèles  aux  droites  données, 
on  aura  le  foyer  F ,  de  sorte  qu'en  abaissant  de  F  une  per- 
pendiculaire sur  AB,  le  sommet  C  sera  déterminé.  En  don- 
nant une  seconde  position  à  la  droite  RS,  on  aura  une 
seconde  position  du  sommet,  et  ainsi  de  suite. 


'*)  On  facilUf)  la  discussion  de  la  courbe  en  passant  aux  coordonnées  po- 
laires. On  a  4:^  4zt+3i^> «iH rosé ctf,  équation  qu'on  peut  (rourer  directemenl. 

Tm. 
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DéUrmmer  l'équaUon  de  la  courbe  d'après  ce  tracé.  — 
Soient  OA  et  OB  les  aies  des  j:  et  des ^;  «  et  p  les  coordoo- 
iiées  de  F ,  Téquation  de  AB  sera 

Y         X 

f+T='^ (*) 

Par  conséqaeot,  on  aura  pour  celle  de  FC 

y-p=j(j?-«) m 

Mais  FC  est  lé  quart  du  paramètre  2A ,  donc 

1=77^= (3)C) 

En  éliminant  les  variables  a  et  3  entre  œs  équations,  on 
•ara  Téquation  du  lieu  des  sommets. 
De  réquation  (1)  je  tire 

-^^,  d'où         y—P^-  -^^  : 

a — X  a — X  ^ 

■ 

pdia  Je  substitue  cette  yalltar  de  Cr— p)  dana  (2),  ce  qui 
donne 

(•-^)»=j:y%  d'où        «=  l^i(P^a:S-J>^). 

Mais  comme  les  équations  (1)  et  (2)  sont  composées  symétri- 
quement des  quantités  a:  et ^,  a  et  p,  J'aurai  par  une  simple 
permutation  de  lettres 

n  n'y  a  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  de  a  et  de  p  dans 
réquation  (3)  pour  obtenir  Téquation  du  lieu  demandé,  ce 
qui  ne  saurait  présenter  de  difficulté. 

■  T  '  .■  ■  ■  m  ■  I  I         .  ■  .  I  ■  ■■■Il  M^— — 

OG0tl«  équation  est  It  li«o  géonétrique  da  foyer;  llfne  de  qatirièno 
doyé;  H  etl  facile  maintenant  de  troaver  le  lien  d'an  point  qaelconqae,  litoé 
dana  le  plan  de  la  parabole  moUto  ;  «— ik  cotée.  9f  ;  équation  polaire  do  liea  da 
fofer.  Tm. 


iC- 
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Observations.  V"  Posons 


m 

4 


La  première  équation  représente  Tenveloppe  d'une  droite 
de  longueur  constante  — >, ,  s'appuyant  par  les  extrémités 

sur  les  axe&  des  coordonnées;  la  seconde  estTéquation  d'une 
hyperbole  équUatère  ;  faisant  varier  m ,  Tintersection  de  ces 
deux  courbes  décrira  le  lieu  cherché  du  sommet  de  la  pa- 
rabole. ^ 
^  Posons 

^+y= — T^, 

/»      4 

f.a  première  équation  représente  un  cercle  et  la  seconde 
une  hyperbole  équilatère  ;  faisant  varier  m  ,  l'intersection  de 
ces  courbes  mobiles  donne  encore  le  lieu  cherché.      Tm. 


NOTE 

SUR 

LES  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS; 

PAR  M.  CAMUS, 

Professeur  au  Collège  Bourbon. 


1.  Soient  OA,OB'  {fig.  66),  deux  demi -diamètres  coi^u- 
gués ,  soient  a/,  y  les  coordonnées  du  point  A',  ot",  y"  celles 
du  point  B',  je  dis  qu'on  aura  les  relations 


r  =  -:T*.         ^=  -Tn^y 


i-.  (1) 
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les  équations  des  droites  OA',OB'  sont 

ces  droites  étant  des  diamètres  conjugués ,  on  a  la  relation 

yy'_    *• 

les  deux  points  {af,y')i  {xf^y")  appartenant  à  l'ellipse,  on  a 
les  relations 

en  les  multipliant  entre  elles  on  a 

réquaUoQ  (1)  donne^V'*=  -^  j:'"^:^  '.  Substituant    dans 
réquation  précédente  on  a 

d*où 

On  tire  immédiateinent  de  cette  relation 

a/»+jr">=a*  ;  (k) 

en  Tertu  de  cette  relation  les  équations  (3)  et  (3)  deviennent 

ajoutant  membre  à  membre  ces  deux  équations,  on  a' 

/•+^''=-^(^'+J:'")=^Xa%    ou  y+y'«=6\    (5) 
a  a 

La  figure  donne  immédiatement  les  relations 

■■         *  ■ 


—  soi  — 

d*où  l'on  tire 

or,  les  équations  (h)  et  (5)  étant  ajoutées  ensemble  donnent 
donc  on  a 

S.  Le  parallélogramnie  construit  sur  les  diamètres  coi^u- 
gués  estOA^CB'  (fig.  67),  en  menant  BT  parallèle  à  OA,  od 
obtient  le  parallélogramme  OBTT  équivalent  au  premier.  Ce 
dernier  a  pour  mesure  OTxy.Or,  OT  (distance  de  l'origine 
au  pSint  où  la  tangente  rencontre  Taxe  des  x }  est  égal  à 

"T  \y"  d'après  les  relations  précédentes  est  égal  a  -j/,  doncle 

.  parallélogramme  « 

a*       b 

OBTr=  — X— ^=û*, 

X       a 

done  aussi  le  parallélogramme  OA'CB'  construit  dans  lesderoi-*^ 
diamètres  coqjugués  est  égal  au  rectangle  ab  construit  sur 
les  demi-axes. 

3.  Pour  appliquer  cette  démonstration  à  l'hyperbole  dont 

l'équation  est  ay« — ^'j:'= — a*6%on  considère  en  même  temps 

y  ^?  Thyperbole  conjuguée  dont  Téquation  est  aX— ^'j7'=  a"ft'. 

OA'  (fig.  68)  étant  un  diamètre  de  la  première  (qui  la  ren- 

"  ^'^>       contre  au  point  A'  dont  les  coordonnées  sont  jr',y  ),  son  con- 

*  jugué  sera  OB'  (  qui  rencontre  la  deuxième  au  point  V  dont 

les  coordonnées  sont  j/^yO  :  A'  étant  un  point  de  la  premièie 

ona 

(0  y'=j.{^'-a% 

V  étant  UD  point  de  la  deuxième  on  a 

(%)  ,y"=  ^(y+a'), 
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d'où  «D  mnltlpUant  membre  à  membre  on  a 

(S)  yy=il(j/'-a')(j/"+a'). 

Or 

OMfiV  étant  des  diamètres conjugaés  on  a  -7-7=  —  d'où 

b* 
y*y* s—  _j:'*a/'*,  comparant  avec  (4) ,  on  a 

»  . 


d'où  on  tirea/*-<r/''=a'  (5).  En  vertu  de  cette  équation  las 
équations  (1)  et  (â)  deviennent 

d'oùl'on tire y'-y'=  ^(x"'— x'),  ou y'-y"  =— *HÇ) ; 
i^utant  ensemble  les  équations  (5)  et  (6)  on  a 

La  figure  donne  immédiatement 

tn  substituant  dans  Téquation  précédente  on  a 

a"+b"=a''^b\ 

On  voit  de  m6me  que  le  parallélogramme  OA'Cff  se  transforme 
dans  GTFB'qui  a  pour  mesure  OTxr"- 

a"  b 

donc  OTFV,  et  par  suite 

(M'CB'=^  X  -0/  =  fl*.  C.Q.F.D. 

X        a 

\l  On  'peut  abréger  de  la  manière  suivante  la  démonstra- 
tion donnée  dans  Tôuvrage  de  H.  Lefébure  de  Fourcy  (  G^f^- 
métr.  analyt,  V  édit.,  p.  262),  on  a 


—  9M 

„ a'I^  a'b* 

^^         **       a'an'a^b'cos-a  '    ^'      ~  a'siD  V+é'cosV" 

(3)  tg«Xtg«'=— -: 

divisant  les  deux  termes  des  fractions  «z"  et  b'*  par  cos*«  et 
C06  V,  et  observant  que 


*        8ec*«=l+tg*«,     —V?  =8ec'«'  =  1  +t^cl , 


COS'a  •    ~     '       COS'a' 


on  a 

réquation  (3)  donne  tga  = — — ,substituantdans(i)on 

trouve  en  faisant  les  réductions  ^'*  =     .1.    .  ,,(6), ajoutant 

(4)  et  (6}  on  a 

5.  Même  démonstration  pour  l'hyperbole. 


QUESTIONS  PROPOSÉES  ^V\  EXAMENS. 


Professeur  de  mathématiques. 


1 .  Trouver  les  propriétés  communes  aux  paraboles  repré- 
sentées par  Inéquation 

(les  axes  des  coordonnées  étant  supposées  rectangulaires). 
On  appelle  propriété  commune  aux  courbes  représentées 


V» 
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par  une  équation  qui  renferme  des  constantes  arbitraires , 
une  relation  existant  entre  les  coefficients  de  chacune  d'elles, 
indépendamment  de  toutes  valeurs  particulières  attribuées  à 
ces  constantes. 

Dans  les  questions  semblables  à  la  proposée ,  on  doit  d'a- 
bord déterminer  le  nombre  des  propriétés  communes  essen- 
tiellement distinctes  que  doivent  avoir  les  courbes  dont  on 
s'occupe.  Il  est  facile  de  voir  que  les  paraboles  dont  il  s'agit 
en  ont  trois  et  pas  davantage.  En  effet,  l'équation  générale  des 
paraboles  renferme  quatre  coefficients  arbitraires;  si  on  les 
identifie  avec  ceux  de  l'équation  (1),  nous  aurons  quatre 
équations  entre  ces  coefficients  et  c^  éliminant  c  entre  ces 
équations,  il  en  restera  trois  qui  devront,  quelque  valeur 
que  l'on  attribue  à  cette  constante ,  ôtre  vérifiées  par  les 
coefficients  de  chacune  des  paraboles  représentées  par  (1), 
ce  qui  constitue  bien  trois  propriétés  communes  quMl  nous 
faut  découvrir. 

U  n'y  en  a  pas  plus  de  trois  distinctes.  En  efTet,  s'il  y  en 
avait  seulement  quatre ,  les  coefficients  seraient  déterminés, 
ce  qui  évidemment  n'est  pas. 

Pour  déterminer  ces  propriétés ,  on  peut  suivre  la  marche 
indiquée  tout  à  l'heure  en  partant  de  l'équation  générale  des 
courbes  du  second  ordre  Ay + Bxy  +Ca:'  + . .  .=0  ;  on  iden- 
tifie les  coefficients  avec  ceux  de  (1) ,  et  sans  compter  la  rela- 
tion B* — 4AC  =  0,  on  en   trouve  trois  autres  que  voici: 

E  F 

D=B,^  = — 2,  ~= — 1.  La  question  peut  ainsi  être  consi- 

dérée  comme  résolue.  Mais  on  peut  demander  d'expliquer  les 
conséquences  qui  résultent  de  ces  prppriétés  communes  pour 
les  points  ou  les  lignes  remarquables  de  ces  paraboles;  on 
demande  même  le  plus  souvent  de  déterminer  directement 
des  propriétés  communes  à  ces  poinU  ou  à  ces  lignes  équiva- 
lant  aux  relations  ci-dessus. 
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Il  est  important  d'observer  qu'on  appelle  propriété  cont- 
mune  à  ces  points  ou  à  ces  lignes  toute  relation  entre  les 
quantités  servant  à  fixer  la  position  'va  la  direction  qui 
leur  convient,  indépendamment  de  toute  valeur  particulière 
attribuée  à  la  constante  c. 

Je  vais  traiter  ta  question  proposée  sous  ce  second  point 
de  vue.  Pour  cela ,  il  est  plus  commode  d*écrire  Téquation  de 
la  parabole  sous  la  forme  suivante ,  déduite  de  la  propriété 
du  foyer  :  ^ 

(  r-yy+i^^^y-do'+q^+ry = 0.  (a) 

dans  laquelle  y  et  x  désignent  les  coordonnées  du  foyer , 
py-j-Ç^+f*  étant  Texpression  générale  de  la  distance  au 
.  foyer  d'un  point  de  la  courbe ,  exprimée  en  fonction  des  coor- 
données de  ce  point. 
(  On  sait  qu*alors   l'équation    de    la    directrice    est... 

Séveloipant  Téquation  (2)  et  identifiant  ses  coefficients  avec 
ceux  de  (1) ,  on  a 

relation  commune  à  toutes  les  paraboles  et  qui  correspond  à 

la  relation  B*— 4AC=0. 

On  obtient,  en  combinant  les  équations  (3) ,  les  résultats 

suivants  •.  1—/?'  ou  q^=smc^,  1—^*  ©^  /^'=''*î   ^'où 

1 

/iyp2;=/»(!+0  =  i,  d'où  «»=Y4r^  '^^  p^  *^^ 

î"^  f^.    /^'=îq^î    *®  y+/^'-=W»  on  déduit 

y=^(y— r);dej/-l-îr=l— /?*=î%  on  tire  j/=î(y  — f); 
d'où  y'  +  x''  =  f>*+^')(^— rr=(î— r)>  à  cause  de 
/>^  -f  9* = 1.  Substituant  cette  valeur  dans 


»f 
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U  vient  (y— r)"— r«=— y',  d'où  ^•— -2çr=— y'  ou 
ay» — 2yr=:0,  ou  enfin  SyCy — r)=0.  - 

Cetjb  équation  est  satisfaite  par  9  =  0  ^  9  ^  ^  ;  la  première 
valeur  ne  satisfait  pas  à  la  question,  c'est  ce  qui  est  facile  à 
TOir. 

Layaleur9=r  donney=0,  x=0,  ce  qui  prouve  que 
l'origine  actuelle  des  coordonnées  est  un  foyer  commun  à 
toutes  les  courbes  représentées  par  l'équation  proposée;  ce 
qui  équivaut  y  comme  on  sait,  à  deux  relations  entre  les 
coeflBcients  ou  à  detix  propriétés  communes.  La  relation 

pqz='^mceip*=m  donne  ^y=—p'c,  d'où  — ^  =  c  età 

r 
cause  de  g=r  on  a  aussi =c.  Mais  l'équation  de  la 

P 

g  r  • 

directrice   peut  ^'écrire  j^  = =-x ,   elle  déviant 

P         P 
jr  =  cx']'C=c{x'{'i),  Elle  est  satisfaite  par.j'=0,  x=— 1, 

quel  que  soit  c;  donc  les  directrices  de  toutes  les  courbes 
dont  nous  nous  occupons  coupent  Taxe  des  x  au  point 
x= — 1,  ce  qui  donne  une  relation  entre  les  coefflcientSy  dis- 
tincte des  deux  que  nous  avons  signalées.  La  question  est 
donc  complètement  résolue.  ' 

2.  On  peut  trouver  d'autres  propriétés  communes  aux 
points  et  lignes  remarquables,  mais  elles  ne  peuvent  plus  être 
que  des  conséquei\ces  de  celles  que  nous  avons  trouvées,  sans 
quoi  il  y  aurait  plus  de  trois  relations  distinctes  entre  les 
coefficients.  La  recherche  de  ces  propriétés  peut  être  l'objet 
de  nouvelles  questions,  mais  nous  n'avons  paa  à  nous  en  oc- 
cuper ,  car  on  ne  saurait  trop  alors  où  s'arrêter. 

3.  Pour  familiariser  les  élèves  avec  les  questions  de  ce 
genre,  je  vais  traiter  un  deuxième  exemple. 

Déterminer  les  propriétés  communes  à  toutes  les  hyper- 
Gries  qu'on  qbtient  en  faisant  varier  c  dans  l'équation 

•ï^(l— c")i^2cx/4-aky— 2c**— c» = •.  (  i  ) 


■-• 
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Ces  prc^riétés  communes ,  telles  qu'on  les  a  définies  f  sont 
ici  au  nombre  de  quatre.  La  démonstration  serait  la  même 
que  pour  les  paraboles  de  la  question  précédente.  SI  'on  veut 
trouver  les  relations  entre  les  coefficientt^.de  la  courbe,  on 
opérera  comme  il  a  été  dit  et  on  trouvera  facilement 
oeHes-ci 

A  =  0,.    D=B,      B  =  2F,      C=i5^1. 

Traitons  maintenant  la  question  sous  le  deuxième  point  de 
vue  indiqué,  c'est-à-dire  cherchons  des  propriétés  communes 
aux  points  et  lignes  remarquables,  tels  que  le  foyer ,  la  direc- 
trice, les  asymptotes,  etc. ,  équivalant  aux  relations  que  nous 
venons  d'écrire. 

Gomme  l'équation  manque  du  terme  en^* ,  nous  nous  oc-  ^• 
-Goperons  tout  naturellement  de  l'asymptote  parallèle  aux^. 
On  déduit  de  l'équation  (1) 

•^""  %:x+2c  ""  2c(x+l)  ' 

d'où  il  résulte  que  la  droite  j?= — 1  est  une  asymptote 
commupe  à  toutes  les  hyperboles  (1) ,  ce  qui  équivaut  à  deux 
relations  entre  les  coefficients  Se  la  courbe, 
i.  Pour  en  trouver  d'autres  Je  prends  Téquation 

{x-yy+{^^^y-{py+q^+ry=o.        (2) 

Nous,  aurons  en  identifiant  avec  la  proj^Dsée 


Combinons  ces  équations,  on  a  de  saitep=zhl;  d*où 


diç= — me     et    q*=:m^c^;    d'où    1 — mV  =  m(l — c)\ 

1 
équation  satisfaite  par  /»=!,  m= — -;    (je  prouverai 

c 

1 
plus  tard  que  w  =  — j-  ne  convient  pas).  Prenons  on  consé- 

quencc  //i=l. 
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Nous  avons 

d*où     y =9    (^— ^);    transportons   ces     valeurs     danj 

il  vientàcausedc^=dbl  ou/7*=l 

doù 
ou 

{q-r)[2q+q\q^r)-]::=.0.  '     (3) 

Équation  satisfaite  par  9=r.  En  prenant  cette  valeui^on 
trouve  y =0,  a/=0.  Ce  qui  fait  voir  que  l'origine  actuelfe 
est  un  foyer  commun  à  toutes  les  hyperboles  de  Téqua- 
tiOQ  (1).  Ce  résultat  équivaut  à  deux  nouvelles  relations  entre 
les  coefficients  ou  à  deux  nouvelles  propriétés  communes.  La 

question  est  donc  résolue. 

1 

5.  Cei^ndant  il  est  nécessaire  de  prouver  que  m= — ^ 

ne  peut  convenir  pour  les  courbes  (1);  de  plus  il  faiit 
voir  ce  que  ^lignifie  la  deuxième  valeur  de  q  (sans  opmpter 
la  valeur  0  qui  ne  convient  pas) ,  que  Ton  déduit  du 
deuxième  facteur  du  premier  membre  de  (&).  Sans  quoi  on 
pourrait  croire  que  les  courbes  de  Téquation  (1)  se  partagent 
en  deux  classes  dont  nous  n'aurions  examiné  qu'une. 

D'abord  m  ss ^  ne  codvMMI^;  ^k^^ffet 

a^-\-qr=zm<r^=i — 1 

dans  notre  hypothèse  donne  j/  =  — (1+^'').  Substituons 
dans 

il  vient 

p\q-rYM^+qrr-r'  =  1  ; 


r 
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développant  et  observanUque/y'^l  et^*=/7}V  =  l  on  a 

86  rédaisant  à 

^>+^V=0,        ou       ?•(!+/-)  =0, 

on  enfld  l  +  ''*4^û  équation  impossible  pour  des  valeurs 
réelles  de  r. 

Maintenant  ^+ç*{q — r)  ==0  ou2+^(y— r)  =0,  en 

2 
laissant  de  côté  ^=0,  donne 9^ — r= .  Cette   relation 

corroHPond  à  la  position  particulière  du  deuxième  foyer  dé- 
pei^nt  des  propriétés  déjà  trouvées  et  ne  constitue  rien  de 
I^^rticulier.  En  effet  nous  avons  trouvé  Jt^^qiq-r:^)  ;  sub- 

stituant  g — r = on  trouve  j/ = — 2  ou  j/  est  Justement 

Tabscisse  constante  du  2*  foyer  pour  toutes  les  hyperboles 
jouissant  des  propriétés.déjà  trouvées. 

Soient  Ajc,  hy  les  axes  et  AB  Mant  égal  à — 1 ,  BC  Tasymp- 
tote  commune.  La  perpendiculaire  Kb  abaissée  du  foyer  A  sur 
rjasftnptote  est  la  longueur  commune  de  Taxe  non  transverse 
de  ces  hyperboles.  Soit  ACD  la  ^rection  de  Taxe  transverse 
•de  Tunto  quelconque  d'entre  elles ,  le  deuxième  foyer  sira  de 
Tautre  côté  de  BC  en  un  point  D  tel  que  AC  sera  constam- 
ment égal  à  CD,  de  sorte  que  tous  ces  seconds  foyers  sont 
sur  une  parallèle  à  BC  ou  à  A^  à  une  distance  de  cette  der- 
nière égale  à  AE=SiB  =  — 2  ce  qu'il  fallait  prouver. 

On  voit  ici  xïSijfpKSk^^ÊMbKi  propriétés  communes  aux 
foyers,  axes,  ete!^  tiimmt^^         de  celles  d^à  trouvées. 
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-"  DEUXIÈME 

DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  2  (  page  57  ).  (•) 

VAH  M.  H.  OAOVT  BX  8AIMT-VAZA, 

Hève  da  collège  de  Versâillef . 

Soient  AE  et  CD,  fig.  62,  lès  deux  bissectrices  égales.  Je 
dis  qa*on  aura  AB  =^  jBC  Soit  K  le  point  où  les  deux  bissec- 
trices AE  et  CD  se  coupent;  menons  BK  et  prolongeons  cette 
ligne  Jusqu'à  la  rencontre  de  AC  en  M.  BKM  sera  bissectrice 
de  Tangle  ABC.  Par  les  trois  points  D,  B,  C  faisons  passer 
jjilâe circonférence  et  soit  O  son  point  d'intersection  avec  BKM  ; 
le  point  0  est  le  milieu  de  Tare  DPC ,  et  si  Ton  mène  DO  les 
deux  triangles  semblables  DKO ,  DBO  donneront  \ 

(OK+BK)OK=DO. 

Par  les  trois  points  A,  B,  E  bisons  passer  ane  circonférence^, 
fl  est  aisé  de  voir  qu'elle  sera  égale  à  celle  qtf  passe  par  les 
trois  polpts  D,  B,  C;  je  dis  qu'elle  passera  jpar  le  point  0.  Dé- 
sigDOqy^  a  la  distance  du  point  K  au  milieu  de  Tare  AQE , 
eomoiea  doit  être  comptée  à  partir  du  point  E  for  BK  pro- 
longée, ri  nous  montrons  que  a=OK,  il  faudra  que  le 
point  0  soit  sur  Tare  AQE  et  en  son  milieu  :  mais  si  nous  Joi- 
gnions ce  milieu  au  point  E,  en  observant  que  la  corde  qui 

en  résulterait  égalerait  DO,  nous  aurions:  (a-}-^K)<^=^t' 
donc  ar=OK.  Mais  si  0  est  milieu  de  Tare  AQE  nous  aurons 
AO=OC,  donc  les  angles  AOB,  COB  sont  égaux;  d'ailleurs 
Fangle  ABO=OBC,  le  cAté  BO  est  commun,  donc  les  deux 
triangles  OAB,  OCB  sont  égaux,  donc  AB=BC. 

O  Voir  p.  198. 
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NOTE 

SUR 

LE  FAISCEAU  HARMONIQUE, 

PAR  M.  A.  J.  OBXTIIitAaD , 

Ancien  élève  de  TÉcoIe  polytechnique,  répétiteur  de  mathématiques 

au  Collège  royal  de  Bourbon. 

rar 

1.  Dé/lnilions,  Sous  un  angle  quelconque,  on  tire  dans  un 
plan  deux  axes  fixes  Ox ,  Oj^,  fig,  69.  D*un  point  quelcon- 
que M,  on  tire  à  volonté  deux  transversales  A B,  CD  qui  cou- 
pent les  aies  fixes  en  A,  B,  C,  D.  Ces  points  d*intersecti|)n 
Joints  deux  à  deux  donnent  deux  nouvelles  transversales  Al>^ 
GB  qui  se  coupent  en  N.  On  joint  Torigine  0  aux  ûenx  points 
correspondants  M,  N,  ca  qui  donne  deux  axes  0/,  Oz  nom- 
més mobiles  parce  qalls  varient  avec  M.  Deux  axes  de  ménie 
nom  sont  dits  conjugués  Tun  à  l*tutre.  Le  système  des  deux 

«-  %xes  fixes  et  des  deux  axes  mobiles  est  un  faisceau  harmo- 
nique.    * 

2.  ^t ,  dans  un  fUsceau  harmoniqtœ ,  d'un  point  Quiconque 
d'un  axe  ofi  mène  deux  transversales ,  on  trouve  nlH||t  dmâ? 
axes  non  conjugués  au  premier  quatre  points  dMermênant 
deux  nouvelles  transversales  qui  se  rencontrent  toujoitm  sur 
l'axe  conjugué  au  premier  (*). 

Pour  démontrer  cette  propriété ,  ayant  construit  un  fais- 
ceau harmonique  (1),  Je  prends  pour  axes  coordonnés  les 
axes  fixes  Ox,  Ox  et  X,  Y  pour  les  coordonnées  du  point  M. 
On  aura  pour  les  équations  de  AB ,  CD, 


(*)  Le  problème  VllI  Su  no  225  de  la  Géométrie  analytique  de  Bl.  Lefébure  do 
Pourcy,  est  un  ca»  particulier  de  cette  propriété.  (Ch.) 
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(roù  Ton  Ure  les  coordonnées  à  l*origine 

a  ^  d     ^ 

et  pour  les  équations  des  transversales 

c'est-i-dire , 


oTt— Y   '  Y— aX       '        aX— Y^Y— a'X 

retranchant  ces  équations  membre  à  membre*  ou  arrive  ai- 
sément à  la  relation 

x[a\—d\  )  ■\'j  (aX— a'X)  =  0 , 
c*est-à-dire 

'  xY-hrX=0,       ou      5=-| , 

dont  les  coordonnées  x^y  conviennent  seulement  au  point  N. 
Cette  relation  par  sa  Torme  et  son  indépendance  de  a^al  mon- 
tre qu'en  menant  deux  autres  transversales  par  M ,  elles  se 

couperont  sur  Taxe  ^N.  De  plus  comme  tous  les  points  de 

Y 
i*axe  0^  donnent  le  même  rapport  rr  ,  on  voit  que  le  point 

H  variant  sur  Taxe  OM ,  le  point  N  variera  sur  Taxe  ON.  En- 
fin tout  ce  qui  est  vrai  de  M  relativement  à  N  peut  se  dire  de 

Y  Y 

N  relativement  à  M,  puisque ^= — -,   de  sorte  que  tout 

X         X 

point  d'un  des  axes  mobiles  fera  retrouver  Tautre  \ize  mo- 
bile. D'ailleurs  on  peut  changer  2',>*,X,  Y  en  X,  Yjar^rt 
c'est-à-dire  y  prendre  les  axes  mobiles  pour  axes  fixes,  sans 
que  les  résultats  précédents  changent.  Ainsi  la  propriété  en 
question  est  démontrée. 

3.  Unetrofisversale  qtâelèonqiÂe  coupe  les  quatre  axe$  éCun 
faUeeau  harmonique  en  quatre  points  harmoniques. 

Soit  un  faisceau  (NO,  NE],  (NB,  ND),  fig.  70.  Coupons-le 

Am.  DK  MAnCM.  I.  21 
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par  une  transversale  quelconque  OBED  que  je  prendrai  pour 
axe  des  x.  Pour  prouver  que  les  quatre  points  0,  B,  E,  D  sont 
harmoniques»  Je  mène  par  0  une  autre  transversale  OY  que 
je  prends  pour  axe  des^.  On  sait  que  les  deux  droites  AB,  CD 
se  couperont  en  un  point  M  de  Taxe  NE  conjugué  à  NO. 
L*angle  YOX  et  les  quatre  longueurs  OB=ra,  CH)=a', 
OC  =^',  OA=p'  peuvent  composer  toutes  les  données.  On  a 
pour 

CB...^+'|=^         AD...^+^=^ 

CD...^  +  ^=1,  AB...^+^  =  1. 

Si  Ton  ajoute  les  deux  premières  ou  les  deux  secondes  équa- 
tions, on  trouve  également  la  relation 

qui  représente  par  conséquent  la  droite  NM.  On  en  tire  pour 

2aa' 

r=:0,  0E  =  — T-r  •  On  voit  donc  que  les  trois  longueurs 

OB  =  a,OE  =  i^, ,  OD  =  a , 

sont  en  proportion  harmonique. 

On  aurait  pu  prendre  pour  axes  coordonnés  les  axes  fixes 
du  faisceau  (/Sgf.  69).  Les  équations  des  axes  mobiles  auraient 
été  alors  de  la  forme  y=^mx  pour  0/,  ^= — mx  pour 
Ot  (2),  el  en  prenant  j^^ax-}-  h  pour  la  transversale  quel- 
conque NAD ,  on  aurait  trouvé  pour  les  trois  distances  comp- 
tées à  partir  du  point  D  sur  cette  transversale 

^=     ^^      V/l+«"+2ûcos0,  y  =  -  V/i+a^+2aco8Ô, 

ffï/i  — ,^_____— ___— — 

r  == \/l-La'+  2flcose  , 

a(/7i-j-a) 

qui  sonl  visiblement  en  proportion  harmonique. 


—  315  — 

4.  La  composition  des  distances  S,  6',  ri"  conduit  à  des  con- 
séquences remarquables.  Si  les  trois  longueurs  S^  ^,  o''  sont 
données  sur  la  ligne  fixe  NAD  {fig.  G9) ,  la  troisième  n'étant 

qu'une  combinaison  ,  ,  des  deux  premières ,  on  n'a 

que  les  deux  relations 

*=-; \/l-J-a»+2acos9,       o^=-V/l+a"  +  2acosO, 

a{m — a)  ^  a 

entre  les  quantités  o,  rï,  o,m,a,b.  Prenant  à  volonté  0  et  « 
avec  ê  et  5',  m  tt  ù  existeront  toujours,  ne  dépendant  que 
du  premier  degré.  On  aura  ainsi  quatre  droites  qui  concou- 

y     V 
rent  et  satisfont  à  la  relation  — + -   =0  (2) .  Ce  sera  donc 

un  faisceau  harmonique. 
La  variation  arbitraire  do  0  et  de  a  permet  de  donner  a 

V 

t'= — zz=zii=izz:  telle  grandeur  qu'on  voudra  et  telle 

a  a 

inclinaison  qu*on  voudra  sur  la  ligne  fixe  NAD.  11  est  donc 

démontré  q\ïen  joignant  un  point  quelconque  d  quatre  points 
harmoniques  d'une  droite ,  on  forme  un  faisceau  luirmonique. 
£n  éloignant  constamment  le  sommet  du  faisceau  des  qua- 
tre points  harmoniques,  les  axes  du  faisceau  s'approcheront 
du  parallélisme,  et  comme  rien  ne  limite  cette  variation,  il 
s'ensuit  qu*cn  menant  par  (]uatre  points  harmoniques  quatre 
droites  parallèles,  on  a  un  faisceau  harmonique  à  axes  paral- 
lèles pour  lequel  les  propriétés  précédentes,  subsistentet  pour- 
raient se  démontrer  à pnon  [fig,  71). 

5.  Lorsqu'un  détermine  un  faisceau  on  en  détermine  tou- 
jours une  infinité.  Car  ayant  construit  avec  un  point  M  (fig. 
72)  et  deux  axes  le  faisceau  (Oa:,  ()x),  {Oz^Oc)  conformément 
à  la  définition ,  il  résulte  de  la  propriété  {*2) ,  qu  on  a  aussi 
les  autres  faisceaux  (NB,  NI)),  (NO.  NE)  et  (  .\ID,  MB)  , 
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(ME  y  MO),  et  de  sorte  qu*à  partir  de  chaque  sommet  dr 

raisceaUf  il  y  a  sur  chaque  axe  des  points  harmoniques,  d*a- 
près  la  propriété  (3).  De  m<^me  le  faisceau  à  axes  parallèles 
(OXf  Qy),  (OzyOt)y  détermine  aussi  des  faisceaux  concou- 
rante (NO^NB),  (NE, NO  et  (MD,  MB),  (ME.Ms)  (A?- 71). 

La  propriété  générale  (3)  donne  un  moyen  très-simple  de 
construire  un  terme  d^unc  proportion  harmonique  à  Taide 
des  deux  autres,  car  cela  reviendra  toujours  à  donner  le  qua- 
trième axe  d'un  faisceau  quond  on  en  connatt  trois.  Ainsi, 
dans  la  proportion  harmonique  a,  b,  c,  si  Ton  veut  trouver 
le  troisième  terme  c,  on  prendra  sur  une  droite  DE=<ir 
DA  =:^  {fig,  69),  et  d'un  point  quelconque  0  on  tirera  OD, 
OE,  OA;  on  déterminera  le  conjugué  deOE  par  la  construc- 
tion ordinaire  (1),  et  Ton  aura  ainsi  le  troisième  terme  DN.. 
S*il  s'agissait  de  trouver  le  moyen  harmonique  ^,  on  pren- 
drait DE=a,DN=^,  et  tirant  les  axes  01),  OE,  ON,  le 
conjugué  de  OD  fera  trouver  le  moyen  1)A. 

6.  La  relation  qui  existe  entre  les  angles  d'un  faisceau  est 

y       Y 

"+=,  =0,  quand  on  prend  pour  axes  coordonnés  deux 
jc    X 


sina  sina" 


axes  conjugués  (2).  On  peut  l'écrire  -.      .      .  —  .   ,  ,      «, 

SID  (a  — a)       sm  (a  —  a) 

en  désignant  par  a ,  a  ,  a'  les  angles  des  trois  faisceaux  avec 
Taxe  OX  [fig.  69}.  En  rapportant  le  faisceau  harmonique  à 
deux  axes  coordonnés  rectangulaires,  désignant  par  a,  a', 
a" ,  a"'  les  tangentes  trigonométriques  des  quatre  angles  que 
font  les  axes  du  faisceau  avec  Taxe  des  jc,  on  arrive,  à  l'aide 
de  la  formule  précédente  et  de  la  relation 

tang/i — tang^ 


sin(^— ^)= 


K  14-tanffi 


1+tang/?)  (i+tang/^) 
k  la  formule 

'   —  d  ou  — 


(a'"— a?       (a"—a"'y'  à'— a  a"—af 
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Ifé^igeani  le  signe  supérieur  qui  ne  convient  pas  à  la  ques- 
tion ,  on  trouve  enfin 

0^0"'  + oa"  ' 

pour  la  relation  qui  existe  entre  les  tangentes  de  quatre  droites 
y^siOXf  jr^alx^y=a"x^y^=:ial"x^  afin  qu*elles  forment 
un  bisceau  •harmonique. 

On  pourrait  prendre  le  premier  axe  du  faisceau  pour  axe 
•des  Xy  la  relation  précédente  sera  alors 

[a!+a!")al' 
a' a!"       ■"    ' 

ce  qui  montreque  ]estroistangentesa',iz",a"'  sont  en  propor- 
tion harmonique,  résultat  qui  n*est  qu'une  application  de  la 
propriété  (3),  car  ces  trois  tangentes  sont  sur  une  transversale 
perpendiculaire  au  premier  axe  du  faisceau.  En  discutant  cette 
dernière  formule,  on  verra  que  les  considérations  de  faisceaux 
harmoniques  doivent  se  présenter  souvent  dans  la  géométrie. 
Par  exemple,  en  supposant  deux  axes  conjugués  droits,  on  a 

tf^  =  X ,  ce  qui  donne     ,,,,    =  0 ,  condition  à  laquelle  on 

du 

satisfait  de  plusieurs  manières,  entre  autres  par  a*^=: — a!'\ 
Ainsi  quand  deux  axes  conjugués  forment  un  angle  droit,  il 
suffit,  pour  Texistence  d*un  faisceau  harmonique,  que  les 
deux  autres  axes  sinclinent  également  sur  Tun  des  deux  pre- 
miers ,  ce  qui  montre  que  les  bissectrices  de  deux  angles  ad- 
jacents supplémentaires  forment,  avec  un  de  ces  angles,  un 
faisceau  harmonique;  que  dans  Fellipse.  les  diamètres  conju- 
gués rectangulaires  forment,  avec  les  diamètres  coi^ugués 
égaux,  un  faisceau  harmonique,  et  que  dans  l'hyperbole,  il 
en  est  de  même  des  diamètres  conjugués  rectangulaires  avec 
les  deux  asymptotes. 

7.  Si  d*un  point  d'un  plan,  on  mène  deux  sécantes  qui  cour 
pent  en  deux  points  chacune  deux  droites  quelconques,  ou 
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mAme  une  courbe  quelconque,  on  détermine  aussitôt  par 
suite  des  points  d*intersection  une  infinité  de  Taisceaux  har- 
moniques, cela  est  évident  (5).  Si  la  courbe  traversée  est  une 
courbe  du  second  degré  il  y  a  de  plus  une  propriété  remar- 
quable qui  natt  de  ce  que  la  propriété  générale  du  faisceau  (2) 
i^est  qu'un  cas  particulier  des  propriétés  générales  de  lapolaire 
dans  les  courbes  du  second  degré.  En  ciTet»  on  peutreprésentcr 
deux  droites  quelconques  par  Téquation  générale 

ay+bxy-^-cx'-^-dy+ex+fsiz  0, 

avec  une  relation  entre  les  coeiOcients  a^  6,  c,  d(^).  Si 
d*un  point  quelconque ,  que  nous  supposerons  Toriginc  des 
axes  coordonnés,  on  mène  deux  sécantes  à  travers  les  deux 
droites  proposées,  qu*on  cherche  Téquation  de  Taxe  copju- 
gué  à  celui  qui  passe  par  Toriginc  et  par  le  concours  des 
deux  droites  proposées,    on  trouve  racilcment  l'équation 
rf^4"^-^+2/'=0,  qui  représente,  comme  on  sait,  la  polaire 
derorigine  quand  Téquation  ay*-\'bxy'\-cj:^-{'dy-^ex-{'/^0 
est  une  courbe.  On  sait  d'ailleurs  que  la  propriété  principale 
d'une  polaire  NQ  {fig,  73),  dans  les  courbes  du  deuxième 
degré,  consiste  en  ce  que  si  du  pôle  P  on  mène  deux  sécantes 
quelconques  PB,  PA  qui  coupent  la  courbe  aux  points D,  B, 
C ,  A ,  les  transversales  que  déterminent  ces  points  de  section 
concourent  sur  la  polaire.  Or,  dans  le  faisceau  harmonique 
(NP ,  NQ)  (NS ,  NL) ,  quelles  que  soient  les  deux  sécantes 
PSL,  PRK  qu'on  mène  par  le  point  P,  on  aura  toi:^ours  deux 
transversales  KS,  RL  se  coupant  sur  l'axe  NQ,  et  à  cause  que  cet 
axe  est  la  polaire  du  point  P,  les  deux  mêmes  sécantes  four- 
nissent sur  la  courbe  deux  transversales  EF,  IIG,  se  coupant 
aussi  sur  l'axe  NQ.  Telle  est  la  propriété  que  je  voulais  con- 


C)  fle»— We+«i«+/(6*— 4af )  —  0,  el  ftt— 4ac— ou  >.0;  celle  fonclion  des  coef- 
ficients que  les  auteur?  classiques  omeitenl ,  que  les  élèves  igunrenl .  est  aus»i 
imporlanle,  d'un  emploi  plus  fréquent ,  que  réternel  b^—iar.  Tm. 
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fidérer.  On  la  résume  en  disant  que  relaiif>emmt  à  une  polaire 
d^WM  courbe  du  deuxième  degré  deux  axes  non  conjugués  à 
ceUe  polaire  peuvent  remplacer  la  courbe. 


EXAMENS  DE  1842. 


A  rapproche  des  examens,  nous  croyons  ulile  d'indiquer 
aux  candidats  comme  exercices,  les  principales  questions  or- 
dinairement proposées  à  Paris ,  en  commençant  par  la  géo- 
métrie analytique  ;  les  autres  parties  suivront.  Cet  énoncé  est 
aussi  un  document  historique  pouvant  servir  à  constater  Tétat 
actuel  des  examens  pour  TÉcole  polytechnique  C). 

GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

Sections  coniques. 

1.  Déterminer  une  conique  connaissant  :  !<"  un  foyer  et  trois 
tangentes  ;  2»  un  foyer  et  trois  points  ;  3"*  le  centre  et  trois 
points. 

«]&.  Ellipse.  Construire  Fellipso,  connaissant  :  1*  le  foyer, 
le  sommet  et  un  point;  2*  un  sommet,  une  tangente  et  une 
directrice  ;  3*  le  foyer ,  le  sommet  et  une  tangente. 

3.  Par  un  poiot  donné  dans  le  plan  d'une  ellipse ,  mener 
une  droite  de  manière  que  la  corde  interceptée  soit  d'une 
longueur  donnée. 

h.  Inscrire  dans  une  ellipse  un  rectangle  équivalent  à  une 
aire  donnée.  Le  rectangle  maximum  inscrit  et  circonscrit 
(p.  291). 

5.  Sur  un  billard  elliptique  se  trouvent  deux  billes  A  etB  ; 


(*)  Atit.  MM.  les  abonnés  sont  priés  de  nous  communiquer  tout  ce  qu'ils  ju- 
Reraienl  convenable  an  bien  des  eiamcn8.|Les  renseignements  dâmeni  consta- 
tés seront  publiés. 
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quelle  direction  TauUl  donner  à  la  bille  A  pour  qu*elle  aille 
toucher  la  bille  B  (p.  36). 

6.  Parabole.  Mener  une  normale  à  la  parabole  par  un 
point  extérieur.  Discussion  de  l'équation.  Lieu  des  points  qui 
n'ont  que  deux  normales  (p.  286). 

7.  Construire  une  parabole ,  connaissant:  1*  ladirectrice  et 
deux  points;  2"  le  paramètre,  deux  tangentes  et  un  point: 
3®  la  directrice,  une  tangente  et  le  point  de  contact;  k""  le 
foyer,  un  point  et  une  tangente;  5®  le  sommet  et  deux  tan- 
gentes; 6*"  le  sommet,  une  tangente  et  le  point  de  contact; 
7®  le  paramètre ,  le  Toyer  et  une  tangente. 

8.  Hyperbole.  Construire  une  hyperbole,  connaissant  : 
lo  une  asymptote,  une  directrice  et  l'excentricité;  2*  une 
asymptote 9  un  sommet  et  l'excentricité;  3**  une  asymptote, 
un  foyer  et  un  point  de  la  courbe  ;  {j**"  une  asymptote,  une  di- 
rectrice et  un  point  de  la  courbe;  5^  un  foyer,  un  sommet 
et  une  tangente;  G^"  une  asymptote,  une  tangente  et  une  di- 
rectrice; 7*  une  asymptote  ,^  une  tangente  et  un  foyer  ;  8*  un 
sommet ,  une  tangente  et  le  point  de  contact  ;  9*"  une  asymp- 
tote ,  un  sommet  et  un  point  ;  lO*"  une  directrice ,  une  asynm- 
tote  et  la  longueur  de  l'axe  transverse;  11»  un  point,  une 
asymptote  et  deux  tangentes;  12"  une  asymptote  et  trois 
points. 

Lieux  géométriques. 

9.  Lieu  du  sommet  d'une  hyperbole  ayant  une  asymptote  et 

une  directrice  fixes. 

10.  Lieu  du  sommet  d'une  hyperbole  ayant  une  asymptote , 
le  centre  et  Texcentricité  fixes. 

11.  Lieu  des  foyers  d'une  hyperbole  ayant  une  asymptote 
et  une  directrices  fixes. 

12.  Lieu  des  foyers  d'une  hyperbole  ayant  une  asymptote 
et  un  sommet  fixes. 


—  sal- 
is Liea  de  la  projection  du  centre  d'une  ellipse  sur  la 

normale.  Trouver  directement  l'équation  polaire  de  cette 

courbe. 
ik.  Lieu  du  foyer  d'une  parabole  donnée  touchant  deux 

axes  rectangulaires  fixes  (p.  299). 

15.  Lieu  du  sommet  d'une  parabole ,  ayant  un  foyer  fixe 
et  passant  par  un  point  fixe.  Construire  la  courbe  par 
points. 

16.  Lieu  du  foyer  d'une  parabole ,  ayant  une  directrice  fixe 
et  touchant  une  droite  fixe. 

17.  Lieu  du  foyer  d'une  parabole  dont  le  sommet  est  fixe 
et  qui  touche  une  droite  fixe. 

18.  Lieu  de  la  projection  du  sommet  d'une  parabole  sur 
une  tangente  à  cette  courbe. 

19.  Lieu  du  sommet  d'une  parabole  ayant  une  directrice 
et  une  tangente  fixes. 

80.  Lieu  des  sommets  des  paraboles  représentées  par  l'é  - 
qnation^ — Scx^-f*^"-^'— "•='^=^  en  faisant  varier  c. 

21.  Lieu  des  extrémités  des  diamètres  non  transverses  d'une 
hyperbole.  L'hyperbole  qu'on  trouve  est-elle  égale  ù  celle 
qui- est  donnée? 

22.  Lieu  du  sommet  d'un  angle  constant  dont  les  côtés 
touchent  une  parabole  donnée. 

23.  Lieu  du  foyer  d'une  parabole  ayant  un  sommet  et  un 
point  fixes. 

2^.  Lieu  du  sommet  d'une  parabole  mobile  donnée,  tan- 
gente à  deux  droites  fixes  rectangulaires  (p.  296). 

25.  Lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
d'une  ellipse  donnée  sur  une  tangente  à  cette  ellipse. 

26.  Lieu  de  la  projection  du  sommet  d'une  parabole  sur 
une  normale  à  cette  parabole. 
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37.  Lieu  du  sommet  d'un  triangle  donné  dont  lesideux  au- 
tres sommets  s*appuient  sur  deux  axes  rectangulaires. 

28.  Lieu  des  points  d'un  plan  également  éclairés  par  deux 
lumières,  d'intensités  données,  placées  sur  ce  plan. 

29.  Etant  donnée  une  circonférence  dont  Â  est  le  centre , 
menons  une  droite  flxe  AN  et  un  rayon  quelconque  AC  ; 
par  le  point  G,  on  mène  une  tangente;  elle  rencontre  la 
droite  flxe  AN  au  point  0.  Par  ce  point  on  élève  une  perpen- 
diculaire OH  à  la  droite  fixe  ;  le  point  M  étant  l'intersection 
de  cette  perpendiculaire  avec  AC  prolongée  ;  on  demande  de 
trouver  le  lieu  géométrique  du  point  M. 

30.  Suivant  quelle  ligne  monte  un  réverbère,  si  on  tire  la 
corde  à  un  des  points  de  suspension. 

31 .  Lieu  des  foyers  d'une  ellipse  donnée  de  grandeur ,  tan- 
gente à  deux  axes  rectangulaires. 

Discussions  de  courbes. 

32.  Discutez  ce  qu'ont  de  commun  les  diverses  hyperboles 
représentées  par  l'équation 

a^{i—  c*)4-2cjrr + 2q^— 2c»j:-|-c =0, 

en  faisant  varier  c  (  p.  SOd*). 

33.  Trouver  les  propriétés  communes  aux  paraboles  re- 
présentées par  c'j^-}-2cx>^-f-x* — içy — 2c*j:=c'  ,  en  fai- 
sant varier  c  (p.  304'). 

^.  Trouver  les  propriétés  communes  aux  hyperboles  re- 
présentées par  l'équation  2j:y=icj- — 2cj:+c*,  en  faisant 
varier  c. 

35.  Trouver  les  conditions  pour  que  les  deux  courbes 
ys=aXf  x'-^X^ =bx  se  touchent. 

36.  Trouver  les  conditions  pour  que  les  deux  courbes 
y-^x^^i  et  xz=ax-{'bx^  se  touchent;  et,  dans  ce  cas^ 
quel  est  le  lieu  des  foyers  de  la  parabole. 
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37.  Troater  les  conditions  pour  que  les  deux  courbes 
^=6^-f-ijê  et  Jîj^=flx4-  *r+^  aient  un  foyer  commun. 

38.  Quelles  sont  les  conditions  pour  que  les  deux  courbes 
jcy=zax'{'bxe%y'^axy=x*-]-bdAeui  un  sommet  prin- 
cipal commun 

Discussion  et  construction  des  courbes  de  degré  supérieur 
au  second. 

Observation.  La  discussion  comprend  :  l""  la  forme  géné- 
rale de  la  courbe;  S'Ies  points  singuliers,  d'inflexion 
multiples  y  isolés,  etc.;  3*"  la  courbe  étant  coupée  par  une 
droite ,  discuter  les  cas  où  Féquation  résultante  a  des  racines 
égales,  imaginaires,  infinies,  etc.  ;  4"*  mener  une  tangente 
par  un  point  extérieur  (p.  268,  286). 

39.  Troisième  degré. 

3*  a:^+jcy=  1 , 


vy^ 


l-f2x' 


5«   y  = ! 

7*  jr^=x^-'X^ 
S^y=zx-^x\ 

10- y  =^. 

M.  Quatrième  degré. 


2'^  = 


.3 


1-x" 


3°  y=x—x*, 

4»  y  =  a-^—x*, 

b'  y—x*=i. 
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41 .  Cinquième  degré. 

4^2.  Septième  degré. 

kS.  Équation  de  la  cissolde,  nombre  de  conditions  néces- 
saires pour  déterminer  une  cissoïde. 

kk.  Théorie  générale  des  tangentes  aux  courbes  algé- 
briques (p.  268). 

45.  Théorie  générale  des  asymptotes. 

46.  Déterminer  a  ,  by  c  dans  les  courbes  y=^ — 9jc^p 
j:y=flj:+^y+c,  pour  qu*elles  soient  concentriques. 

47.  Déterminera,  ^,  c  dans  les  courbes  a^=aj:-f-^  ®^ 
y+aa^y-^c^x*  =4j:,  pour  qu'elles  aient  un  foyer  commun, 
même  centre  et  même  sommet. 

48.  Déterminer  a,  b^cde  manière  que  la  courbe 
y-^ajr-^bx^+cxssO  représente  deux  droites. 

49.  Construire  la  courbe  ^'  +  2j:;>^+j:»=x.  Trouver  le 
point  de  la  branche  qui  ne  passe  point  par  Torigine ,  le  plus 
rapproché  de  cette  origine. 

50.  Mener,  dans  la  parabole,  une  corde  d'une  longueur  don- 
née ;  lieu  des  milieux  de  ces  cordes. 

51.  Déterminer  les  conditions  pour  que  la  courbe 
ys=£ix  +  bx  touche  la  courbe y=zx^, 

52.  Construi  re  x^ = x^ — a*. 

53.  Relations  qui  doivent  exister  pour  que  les  courbes 
ysss  ax"\'by  et  xy^bx-^  c  aient  une  même  directrice. 

54.  Conditions  pour  que  y'^bx^=:s  et  xy — ax:=G 
aient  même  asymptote. 

55.  Construire  la  courbe  p=a[i  +tg*w]. 


If. 
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ProbUmes  divers. 

56.  Déterminer  le  volume  d*un  tétraèdre  connaissant  les 
coordonnées  rectangalaires  des  quatre  sommets. 

57.  Orconscrire  à  la  sphère  un  cAne  d'une  aire  donnée. 
Surbce  minima. 

58.  Trouver  le  plus  court  chemin  d*un  point  à  un  autre 
sur  un  cylindre. 

59.  De  tous  les  triangles  équivalents,  quel  est  celui  dans 
lequel  le  carré  inscrit  est  un  maximum  ? 

60.  Ud  carré  a  un  sommet  placé  sur  un  axe  Gxe  situé  dans 
son  plan ,  comment  ce  carré  doit^il  être  placé  pour  que  le 
solide  engendré  par  la  rotation  du  carré  autour  de  Taxe  soit 
UB  maximum  (p.  236)? 

61.  Mener  une  corde  qui  partage  le  cercle  en  deux  parties 
qui  soient  entre  elles  :  :  2 : 5  ;  de  même  pour  la  circonrérence. 

69.  Discussion  de  l'équation  de  sin  îa,  prouver  par  la 
géomttrto  que  la  somme  des  racines  est  nulle. 


Ces  questions  sont  presque  toutes  complètement  résolues 
dans  cet  ouvrage  qui  vient  de  paraître  : 

21.  Application  de  Talgèbre  à  la  géométrie  suivie  de  la  dis- 
cussion des  courbes  d*un  degré  supérieur  au  second  par 
C  Jacob ^  ancien  élève  de  TÉcole  polytechnique,  capitaine 
d*artillerie.  Metz  et  Paris,  1842,  in-8.  de  684  pages. 

On  en  rendra  compte ,  ainsi  que  des  suivants  : 

^.  Éléments  de  Géométrie,  par  Eugène  Lionnet,  professeur 
an  collège  Louis-le-Grand.  Les  quatre  premières  livraisons 
comprenant  la  géométrie  ^ïe  Teapace,  sont  en  vente  chez 
Desobry,  libraire. 

23.  Application  de  la  qiiHiodB  des  prcjections  à  la  recher- 
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che  de  certaines  propriétés  de  Tespace,  parL.-A.-S.  Ferriot, 
recteur  honoraire  de  l*Académie  de  Grenoble.  Paris,  1838, 
in  8.  de  133  pages;  Bachelier,  prix  3  fr. 

2b.  Développement  de  plusieurs  points  de  la  Théorie  des 
perturbations  des  Planètes,  par  V.-J.  Le  Verrier,  inrk ,  n<»l , 
2 ,  3.  Bachelier. 

25.  Nouvelle  Cosmologie  raisonnée,  par  M.  J.  Lavezzari. 
Paris ,  Blondeau ,  1842. 


CONSIDÉRATIONS 


ses    LA 

RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DE  L*ÉQUATION  DU  5«  DEGRÉ, 

■ 

VA&   M.   HSaMZTS, 

Élève  du  collège  Louis-le-Gnnd  (  instiluUon  Hayer). 


Le  célèbre  Abel  (*} ,  dont  la  science  pleurera  encore  long- 
temps la  mort  prématurée ,  sans  avoir  connu  les  travaux  de 
Ruffini^  a  entrepris  aussi  de  démontrer  Timpossibilité  de  ré- 
soudre réquation  générale  du  cinquième  degré,  en  d'autres 
termes,  Timpossibilité  de  l'existence  d*une  fonction  algébri- 
que des  coefficients  de  Téquation  qui ,  substituée  à  la  place 
de  Tinconnue»  satisfasse  à  Féquation.  Les  raisonnements  de 
rillustre  analyste  sont  fondés  sur  une  classiflcation  des  formes 
primordiales  des  fonctions  algébriques»  formes  intégrantes 
mi  generis,  qui  ne  peuvent  se  transformer  les  unes  dans  les 


(';  Abel  •:  Nicolas-Henri  ) ,  ne  le  25  «Ml  IM»,  A  Frindotf ,  vilUffe  iur  la  côte 
occidenUle  de  Norwège ,  mon  le  6  afrfl  iMS,  aux  mines  de  fer  de  Froland ,  «■ 
Norwège. 
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autres.  L'impossibilité  de  cette  transformation ,  signalée  par 
Laplace{*)^  n'a  été  solidement  établieque  par  M.  £tout?i/fe(**}. 
Un  des  plus  beaux  théorèmes  de  M*  Cauchy  C**)  sur  le  nombre 
de  formes  que  peut  prendre  une  fonction  non  symétrique  de 
plusieurs  variables^  en  permutant  le^  variables  de  toutes  les 
manières  possibles ,  sert  do  base  à  la  démonstration  d'Abel. 
Son  mémoire,  publié  à  Christiania  en  1826,  a  été  inséré  la 
même  année  dans  le  journal  de  M.  Crelle  (tome  I,  p.  65). 
L'auteur  en  a  donné  un  extrait  dans  le  Bulletin  des  Sciences 
Mathématiques  (tome  YI,  p.  3V7,  juin  1826).  Nous  tradui- 
sons ce  mémoire  avec  quelques  éclaircissements  pour  les  lec- 
teurs des  Nouvelles  Annales.  Occupé  de  ce  travail,  nous  ve- 
nons de  recevoir  sur  le  même  sujet  des  considérations  fort  re  • 
marquables.  Le  jeune  auteur  C***),  déjà  versé  dans  les  écrits  de 
nos  grands  analystes  et  fiuniliarisc  avec  les  plus  hautes  con- 
ceptions de  la  science,  parvient  aux  mômes  conclusions  que 
te  géomètre  norwégien  par  une  voie  plus  courte  et  au  moyen 
de  théorèmes  exposés  dans  la  note  XIIl  de  Lagrange,  géné- 
ralement connue. 

Voici  la  marche  que  M.  Hermite  a  suivie.  On  sait  qu'EuIer 
5*est  occupé  à  diverses  fois  de  la  théorie  des  équations,  où 
son  génie  a  laissé  des  traces  qui ,  comme  d'ordinaire  chez  lui , 
sont  celles  du  lion.  Après  avoir  donné  une  forme  nouvelle 
aux  résolutions  des  quatre  degrés,  il  montre  que  la  racine  d'une 
équation  quelconque  doit  être  représentée  par  un  type  uni- 
que renfermant  des  radicaux  du  degré  de  l'équation  ;  chacun 


(*)  Théorie  analytique  des  probabilités,  page  6. 

(")  Journal  des  Mathématiques ,  tome  II ,  p.  56 ,  i83T  ;  il  ne  parait  pas  mémr 
qu'une  équation  algébrique  puisse  avoir  de  racines  transcendantes. 

(***)  Jonrnal  de  l'École  polytechnique ,  cahier  XVII. 

("*'}  M.  Ile rmile  a  obtenu  en  I84i  le  f'  accessit  de  mathématiques  spé- 
ciales au  concours  général  des  collèges  de  Paris;  il  est  des  premiers  dans  la 
classe  de  II.  Richard,  professeur  distingué  au  collège  Louis-le^rand. 
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(le  ces  radicaui  surmontant  des  radicaux  de  degré  moindre. 
Ainsi,  pour  le  cinquième  degré ,  on  a 

BX»DiE  ne  renferment  que  des  radicaux  de  degré  au-dessous 
de  cinq  ;  or,  M.  Hermite  démontre  que  ce  type  est  inadmissible 
dans  le  cas  général  pour  les  équations  du  cinquième  degré; 
donc  la  résolution  des  équations  de  ce  degré  est  impossible.  U 
démontre  de  plus  que  lorsque,  dans  un  cas  particulier,  ce  type 
existe,  la  solution  est  possible,  et  telle  est,  entre  autres, 
réquation  de  Vandermonde  ;  et  en  général  toutes  les  fois  que 
toutes  les  racines  sont  les  fonctions  rationnelles  de  l'une  d*eii- 
tre  elles,  la  solution  peut  s^efTectuer.  Cette  condition  existe 
dans  toutes  les  classes  d*équations  binAmes  et  autres  que  Ton 
est  parvenu  à  résoudre. 

Nous  croyons  opportun  de  répondre  ici  à  une  question  qui 
nous  a  été  adressée.  Est-il  rigoureusement  prouvé  qu*on  ne 
puisse,  avec  la  règle  et  le  compas,  construire  la  duplication 
du  cube,  la  trisection  de  l'angle,  la  double  moyenne  propor- 
tionnelle ?  L'impossibilité  de  cette  sorte  de  construction  n'a 
été  définitivement  établie  que  par  M.  Wantzel ,  auquel  on 
doit  cet  important  théorème.  Les  racines  de  toute  équatioQ 
irréiuctibley  dont  le  degré  n'est  pas  une  puissance  de  deux,  ne 
peuvent  se  construire  à  l'aide  d'un  système  de  droites  et  de 
cercles  ;  or ,  les  trois  célèbres  problèmes  coadaisent  à  ce  genre 
d'équations.  (Journal de 3faihématiques ^  t.  II,  p.  369, 1837.) 

n  est  à  désirer  que  le  même  géomètre  donne  suite  à  ses 
belles  considérations  sur  les  quantités  incommensurables  nu- 
mériques dont  la  théorie  est  si  peu  avancée.  (Journal  de 
r École  Polytechnique ,  cahier  25 ,  1837.)  Tm. 

(La  suite prochainemeni.) 
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CONSIDÉRATIONS 

aCIi     LA 

BÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DE  L*ÉQUATION  DU  5«  DEGRÉ, 

VA&   M.   HS&MXTS, 

Élève  du  collège  Louis-le-Grand  (institution  Ma}cr). 

m 

(  Suite,  V.  p.  3i(K) 


i.  On  sait  quo  Lagrange  a  fait  dépendre  la  résolution  al- 
gébrique de  réquation  générale  du  5''  degré ,  de  la  détermi- 
nation d*une  racine  d  une  équation  particulière  du  G*  degré, 
qa'il  nomme  réduite  (  Résolut,  des  Équations  numériques , 
note  XIII}.  De  sorte  que  si  cette  réduite  était  décomposabic 
en  lecteurs  rationnels  du  second  ou  du  troisième  degré,  on  au- 
rait la  résolution  de  réquation  du  5*"  degré.  Je  vais  essayer  de 
démontrer  qu'une  telle  décomposition  est  impossible.  A  cet 
effet,  j*ai  besoin  de  la  proposition  suivante  due  à  Lagrange 
(Hém.  de  TAcad.  de  Berlin,  tom.  3),  et  de  quelques  observa- 
tions sur  les  permutations. 

3.  Deux  fonctions  semblables  non  symétriques  des  racines 
d'une  même  équation  X=0  peuvent  toujours  s'exprimer  ra- 
tionnellement Tune  par  Fautre. 

Démonsiratian.  On  appelle  fonctions  semblables  do  raci- 
nes» celles  qui  varient  ensemble  ou  deviennent  les  mêmes 
pour  les  mfimes  permutations  :  telles  sont 

«+3»      «'"+^*,       «"'fi*,  etc. 

Soient  donc  ?  et  •{*  deux  fonctions  quelconques  semblables  des 
racines  d*une  équation,  et  supposons  qu*en  permutant  les 

Ahn.  dk  MatbCh.  I.  2^ 


-^830  — 

racines  de  toutes  les  manières  possibles  la  fonction  7  ait  /i 
valeurs  représentées  par 

les  valeurs  correspondantes  de  ^  sont 

+0      +.>      +j 4'ii-ii4ii. 

Il  est  évident 9  par  la  théorie  des  équations,  que  les  n  valeurs 
de  <p  sont  racines  d*une  équation  de  degré  n,  qu'on  obtient  en 
effectuant  le  produit  des  facteurs 

et  parles  formules  des  fonctions  symétriques,  on  connaît  les 
coefficients  de  cette  équation. 

On  a  dé  même 

fÇx)  =  ( J^H' J  {X-^J (X— j/n-i)  (  X-H'»  )  =  0^ 

désignons  parF'(<p,)»  F(7,),  etc.,  les  valeurs  successives  de  ta 
dérivée  de  Fx,  en  remplaçant  x  par  7,,  7.,  (fn . 

Formons  la  fonction  suivante  du  degré  n  —  1 
¥x  Fix)  tx 


et  parla  théorie  des  fonctions  symétriques,  les  coefficients  de 
cette  fonction  sont  donnés  en  fonction  des  coefflcientsde  X;=0; 
car  on  reconnaît  facilement  que  les  racines  de  Téquation 
X^=07  entrent  sous  forme  invariable  ;  donc  is(x)  est  uoe 
fonction  rationnelle  de  .r,  fesant  dans  cette  identité xs^.,  le 
premier  membre  se  réduit  à  son  premier  terme ,  car  le  qao- 

Fx 

tient devient  F(f,),  lorsque  x=ff,,  et  tous  les  autres 

termes  s'évanouissent:  on  suppose  d'ailleurs  tous  les  facteurs 
inégaux  ;  donc  ^,  =  7r(cpJ  ;  de  môme^p,=7:(<pJ,  etc.      C.Q.F.D. 
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3.  jtpplieation.      X  =  x^-\-px'-\-  qx-\-r  =0, 

racines  (v,  |3,  7.) 

».=«Pt    f.=»7.     ti=P7, 
Fx=(x— «P)  (x-«7)  (X— (37), 

/X  =(j>-«-P)  {x-a-i)  (x-(3--7), 

F(fJ=a3  (p— y)  («-7),  etc. 

(*=«r)jx-ê7}  

^  «?(.fi-V)  {o—l)  ^ 


'«t  fesant  les  réductions 

«PV  \  a        P        7  /  V 

SoitX=x5— 7x+6;    a=lj      |3=2;      7=-3; 

*(*^}^ — -^ — >  donnant  à  x  successivement  les  trois  va- 
6 

leurs  de  f ,  savoir  2  ;  —3  ;  — 6,  on  obtient  +3  ;  —2  ;  —1  ;  les 
trois  Yaleurs  de  >p. 

4.  Tous  les  coefficients  des  diviseurs  d*une  équation  sont 
des  fonctions  semblables  des  racines  de  cette  équation  ;  par 
conséquent',  connaissant  un  d6  ces  coefficients,  on  peut  dé- 
terminer tous  les  autres ,  en  fonction  rationnelle  du  coefficient 
eonnU' 

5.  Venons  aux  permutations  :  S  quantités  a,p»v,^9s  permu- 
tées 5  à  6  fournissent  120  permutations  qu'on  peut  partager 
en  2b  groupes  de  5  permutations  rangées  par  ordre  circulant  j  ' 
ex.  :  le  1*  groupe  commence  par  ^p^t^eX  sa  formation  est  in- 
diquée par  réchelle  23^^51  ;  cela  veut  dire  que  la  première  lettre 
doit  être  remplacée  par  la  seconde  ;-  la  seconde  par  la  troi- 
sième; la  3*  par  la  V,  etc.;  de  sorte  que  le  second  terme  do  ce 
croupe  est  ^ca/qui  donne  le  3*  7^2^,  etc.;  le  1*'  terme  du 
Jeoond  groupe  est  u^t$\  Téchelle  de  formation  est  toujours 


23fc5i  ;  de  sorte  que  le  second  terme  est  jSyc^a,  et  ainsi  de 
suite  ;  les  têtes  de  groupes  sont  donc  fournies  par  les  21  per- 
mutations des  k  lettres  p,7,(^,t;  ces  24  permutations  peuvent 
se  diviser  en  6  groupes  de  quatre  termes  rangés  aussi  par 
ordre  dérivatif  hyec  Téchelle  2413,  c*est-à-dire  à  remplacer  la 
!'•  lettre  par  la  2*;  la  2*  par  la  4*;  la  »  par  la  1",  et  la  4*  par 
la  3"  :  ainsi  le  l*'  terme  du  l""  groupe  étant  Py^t ,  donne  le 
second  ytp9 ,  d'où  Ton  déduit  le  3"  t^y^  ;  le  4*  Jpry.  Les  têtes 
de  groupe  sont  données  par  les  permutations  de  y9$  et  les  di- 
vers termes  par  l'indice  constant  2413. 

6.  Soit  maintenant  Téquation  générale  du  5*  degré 

J?'— A.jc*+A,j:^— ArT'+A^— A,=  0,  (1) 

(racines  a,p,7,^,e). 

Les  coefficients  sont  supposés  réels  et  rationnels. 

Formons  Téquation  au  produit  de  deux  racines;  elle  est  de 

la  forme 

x'^^B,x^+B,x' B.,  =  0.  (S) 

}  racines. 

B,,  B.....  sont  des  coefficients  connus,  réels  et  rationneb,  et 
B.=Aa;  8oit/(m,n,/?,y,r)  une  fonction  symétrique  quel- 
conque des  cinq  quantités  qui  y  entrent  ;  remplaçons  d'abord 
les  5  quantités  respectivement  par  les  6  racines  de  la  1"  ligne, 
on  obtient  /(«f  iP7»7^.^«>«a)  =  f , 

et  ensuite  par  les  5  racines  de  la  seconde  ligne ,  on  obtient 

Quelques  i>ermut étions  qu'on  fasse  entre  les  racines ,  ^-{'4'  ^^ 
peut  prendre  que  six  valeurs  diflércntes.  En  effet  7  n*est  sus- 
ceptible au  plus  que  de  120  valeurs  différentes  ou  de  24 
groupes  de  5  termes  chacun  donnés  par  Tindice  23451  ;  il  est 
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étident  par  la  seule  inspection  que  les  5  termes  de  chaque 
groupe  deTiennentidentiques  :  ainsi  le  l*'  termedu  l*'  groupe 
tal/{ap,  py^  y9f  ^e,  cdfcj  ;  et  le  second  terme  devient 

égal  an  l*'.  Donc  les  120  valeurs  de  ^  et  de  >{'  se  réduisent  à 

24  termes  donnés  par  les  permutations  des  quatre  racines 

?>79^><»  lesquelles  se  rangent  en  6  groupes  de  k  termes  fournis 

par  rindice  2413  ;  mais  il  est  évident  que  f  se  change  par  cet 

indice  en  4*,  et  vice  versa  ;  car,  yi^^,  qui  appartient  à  7,  donne 

en  vertu  (le  cet  indice  ys^^ ,  qui  appartient  à  4^  >  et  ainsi  des 

antres. 

On  prouvera  de  même  que  ^^  n*est  susceptible  que  de  six 

valenrs. 

II. 
T.  Soit 

l'équation  d'où  dépendant  les  valeurs  de  f^  sera  4onc  de  la 
forme  x«— C.a:'+C.x< C;=0,  (3) 

désignant  les  6  racines  par  X, ,  >.,  V*«*>cf  on  aura 

5     {ai+ip+py+y9+9a)  (^r+t'-H^+^H-P«)=>5 

Ces  six  racines  se  composent  de  12  facteurs  ;  la  somme  de 
deux  facteurs  de  la  même  racine  e^t  connue  et  constamment 
igale  à  Aa  ;  de  plus  chaque  flMteur  a  2  ou  3  termes  qu  commun 
avec  lOautres  facteurs,  et  eea  termes  communs  sont  des  racines 
deTéquation  (%.  Cela  posé.  Je  dis  que  Téquation  (3)  ne  peut 
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admettre  un  facteur  rationnel  ni  du 2*,  ni  du  3"  degré;  snp- 
posons  qu'il  existe  uri  facteur  rationnel  du  2*  degré,  et  qu'il 
comprenne  les  deux  racines  \ ,  ).  :  dans  cette  hypothèse,  oes 
deux  racines  sont  détefminables  et  n'impliquent  qu'un  radi- 
cal carré  :  connaissant  le  produit  et  la  somme  de  deux  facteurs 
on  connaît  les  facteurs;  donc,  les  quatre  facteurs  qui  serrent 
à  formel  les  racines  \ ,  >,  sont  connus  et  ne  renferment.qae 
des  radicaux  carrés.  Or,  l'équation  (2)  admet  252  facteurs  du 
5*  degré ,  tous  de  la  forme 

Il  est  évident  que  dans  le  nombre  il  existe  k  facteurs  où  C,  a 
pour  valeurs  les  4  facteurs  des  racines  >(2),  >(i)  ;  G,  est  donc 
déterminé  »  et  ne  renferme  que  des  radicaux  carrés  ;  et  par 
conséquent  tous  les  autres  coefficients  C, ,  C, ,  C^  sont  aussi  ld6- 
terminés  d'après  la  proposition  énoncée  (k)  ;  parmi  ces  quatto 
facteurs  du  5*dQgré  il  y  en  a  deux  au  moins  qui  ont  2  racines 
en  commun  ;  dans  l'exemple  choisi,  c*est  «pet  on,  oubienfly 
et  ^i:  si  on  avait  pris  les  deux  racines*>(5)  et  >(i),  on  trouverait 
dans  les  diviseurs  du  5*  degré  3  racines  en  commun  ap,  yi,  h. 
D'après  la  théorie  des  équations ,  des  racines  communes  à  S 
diviseurs  peuvent  être  données  séparément  ;  donc  àfi  est  racine 
d'une  équation ,  soitdu2'',3oitdu  3' degré,  car  les  coefficients 
ne  renferment  que  des  radicaux  carrés  ;  donc  la  valeur  de  «^ 

est  donnée  en  fonction  des  coefficients  de  l'équation  (1)  et  ne 

• 

renferme  que  des  radicaux  carrés  et  cubes ,  mais  ^-{-3  pent 
toujours  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  a|3  (2)  :  il 
s'ensuivrait  donc  que  les  racines  a  et  (3,  de  l'équation  du 5* 
degré  ne  renfermerait  que  des  racines  carrées  et  cubiques  ^  ré- 
sultat absurde,  qui  provient  de  l'admission  d'un  facteur  ra- 
tionnel du  second  degré  dans  l'équation  (3)  ;  donc  ce  ibcteùr 
n'existe  pas.  On  démontrerait  delà  même  manière  et  â  fortio- 
ri, que  cette  équation  n*a  pad  de  facteur  rationnel  du  3*  de- 
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gré;  et  par  condlquent  les  racines  >,,>,.... etc.,  ne  peuvent 
s'exprimer  en  radicaux  carrés  et  cubiques. 

m. 

8.  Je  rais  maintenant  démontrer  comme  une  conséquence 
de  ce  qui  précède  que  les  racines  de  la  réduite  de  Lagrange 
ne  peuyentnon  pluss'exprimeren  radicaux  carrés-etcubiques. 
Eneflèt,  rappelonssuccinctement  la  manière  d'obtenir  cette  ré- 
duite. On  pose  réquation 

» 

ff—V=0,    et  l'on  fait  «=«+fip+^'7+pi'*-h«**. 
d'où 

où  tXyf'^C  sont  des  fonctions  déterminées  des  cinq  ncines 
de  l'équation  (1)  ;  la  réduite  dont  il  s*agit  a  pour  racines  les 
Tikoh  que  peut  prendre  une  fonction  symétrique  de  ces 
quantités,  [pour  toutes  les  permutations  entre  les  racines 
^f1%^**  ;  or  ces  valeurs  se  réduisent  à  6 ,  par  la  même  raison 
que  les  valeurs  de  9^  se  sont  réduites  à  6  (7)  :  1*  à  cause  de 
réchelle  de  permutation  2»3U1,  qui  les  réduit  à  2&>  ;  2»  de  l'é- 
chelle 2413  y  qui  réduit  lea  24  à  6  :  nommons  /  une  ra- 
cine quelconque  de  la  réduite  de  Lagrange,  et  \  une  racine 
correspondant  à  la  même  permutation  de  notre  équation  (8). 
n  est  évident  que  ces  quantités  varient  simultanément ,  ou 
restent  les  mêmes  pour  les  mêmes  permutations  :  elles  sont 
donc  des  fonctions  semblables  des  racines^  l'une  peut  donc 
s'exprimer  en  fonction  rationnelle  de  l'autre;  on  a  ^insi 
X=rF(/)  ;  donc. si  /  ne  renfermait  qub  des  radicaux  carrés  et 
cubes,  il  en  serait  de  même  de  X,  ce  qui  a  été  démontré  im- 
possible :  donc /doit  admettre  d'autres  radicaux;  parconsé- 
quentla  réduite  de  Lagrange  est  essentiellement  irréductible, 
n'a  pas  de  facteurs  rationnels  du  2*  et  du  3*  degré;  Or,  elle  de- 
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Trait  en  avoir  pour  que  la  résolution  ^e  réqâation  du  5*  degré 
fût  possible»  donc  cette  résolution  est  impossible  et  à  fortiori- 
la  résolution  des  équations  de  degré  supérieur.  ' 
(Im  suite  prochainement.) 


PROBLÈMES  SUR  LES  POLAIRES. 


Ancien  professeur  dans  les  Collèges  royaui. 


Problème.  Une  droite,  située  dans  le  plan  d'une  courbe  du- 
second  degré,  est  tangente  à  une  courbe  du  même  ordre  si- 
tuée dans  le  même  p)an.  On  demande  quel  sera  le  lieu  décrit 
par  le  pAIe  de  la  droite ,  relatif  à  la  première  courbe ,  lorsque 
cette  droite ,  restant  toujours  tangente  à  la  seconde  courbe , 
prendra  dans  le  plan  toutes  les  positions  possibles  *. 

1.  Solv4ion.  Soient 

ajr'^bxy-{.ex'-\-(fy-\-ex-^/s=0,  (1) 

ay'+yary4^x'-f<H-c'x4-/'=  0  (2) 

les  équations  des  deux  courbes;  (a,  ^],  les  coordonnées  d*un 
point  du  plan. 

sera  par  rapport  ^  la  courbe  (1)  Téquation  de  la  polaire  d*un 
point. 

L'équation  générale  de  la  tangente  à  la  courbe  (2)  au  point 

(a/, y'),  est 


(•^  Voir  p«ge  263. 
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En  ideotiflant  les  équations  (3)  et  (4)  on  est  conduit  aux 
deux  relations  suivantes  » 


(5) 


(6) 


d^y+efjc^+^f       'dp+ex+2f     D 

on  en  déduit  les  équations 

(2a'D--^N)y4:(W)--€'N)j/+£fI)— 2/T!«==0^       (7) 
(fr'D-l^rN  V+(2cT)— e'NO^+cT)— 2/Ti^ =0.      (8) 

Or  rélimination  de  x  entre  les  deux  équations  donne 

[(2^1'D— dT«)  (^ft'D--è^N')— (6'D— £fNO  (6'D— c'N)]^) 
+(rf'D— 26'N)  (2c'D— cTî')— (e'D— 2/N')  (6'D— e'N)    i"  ' 

On  aperçoit  sans  peine  qu'en  effectuant  les  multiplications* 
îndiquées  )es  termes  indépendants  de  D  s'entre-détruisent.Le 
fkcteur  D  devient  alors  commun  à  tous  les  termes. 

En  le  supprimant,  le  nuoaérateur  et  le  dénominateur  de 
la  valeur  de  y  seront  du  premier  degré  en  N,  N',  D  et  par 
suite  en  a,|3. 

Il  en  sera  de  même  de  la  valeur  de  j/. 

Il  siiit  de  là  qu'en  substituant  ces  valeurs  dan;  l'équation 

« 

qui  exprime  que  le  point  (j/,y).  est  sur  la  seconde  courbe  ;  ou 
dans  l'équation' 

qui  exprime  qu'il  est  sur  la  polaire ,  l'équation  résultante  ne 
pourra  être  que  du  second  degré  en  a  et  p,  et  sera  le  lieu  de- 
mandé. 

Si  le  facteur  D  n*avait  point  été  supprimé ,   il  aurait  été 
commun  à  tous  les  termes  de  l'équation,  et  en  l'égalant  à  zéro 

l*on  aurait  eu 

^p+  ex  +  2/=  0. 
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C'est  par  rapport  à  la  première  courbe,  Inéquation  de  la  po- 
laire de  Torigine  des^coordonnées ,  ou  le  lieu  des  pôles  de 
toutes  les  droites  qjui  passent  par  ce  point.  Ce  facteur  est  dodc 
étranger  au  lieu  demandé  et  doit  être  supprimé. 

L*équation  du  2*  degré ,  à  laquelle  on  serait  conduit  par 
ranalyse  précédente ,  serait  trop  compliquée  pour  qu'on  pût 
aisément  en  déduire  pour  chaque  cas  particulier  la  nature 
et  la  position  du  lieu  cherché.  Il  sera  toujours  plus  simple 
de  traitera  priori  ces  différents  cas.  Nous  allons  choisir  quel- 

m 

ques-uns  des  plus  remarquables  et  qui  dffirentle  plus  d'intérêt. 
Ce  sera  le  sujet  des  recherches  auxquelles  nous  allons  nous 
livrer  (*). 

2.  Nous  allons  supposer  d*abord  que  les  deux  courbes  don- 
nées sont  deux  ellipses  dont  les  grands  axes  coïncident  arec 
la  droite  qui  joint  leurs  centres. 

Soient 

ay-f  ftV=a*6'  (1) 

qlY-^l/ix^'â)'  =  a"6"  (2) 

leurs  équations.  Alors 

a'pjr+b'ax=za'b\,  (3) 

sera  relativement  à  la  première  ellipse  TéquatiÔB  de  la  polaire 
du  point  (a,  ^  )  du  plan ,  et 

celle  de  la  tangente  à  la  2*  au  point  (x'^y)." 

9 

Enideqtiflànt  des  équations  de  ces  droites,  on  sera  conduit 
aux  deux  équations  suivantes 

(a*— arf)  (:r'— rf)  =a'\  (5) 

b:a''ay^a'b"^  (a/— /f)  =0.  (6) 

•  

(*)  Celte  équation  développée  n'etft^as  tropcompliqvéa,  elle  a  èlédoiiDée 
dans  U  Géomètre  ,  p.  ii4;  elle  est  aussi  Tenveloppe  des  polaires,  les  points 
étant  pris  sur  la  première  conique.  Cette  équation  générale  facilite  et  alH-éf^e  les 
discussions  particulières  qui  ivirent.  Tm. 
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qui  exprime  que  lo  point  {a/,  y)  est  sur  la  polaire,  peut  £tre 
m  ise  sous  la  forme 

a'|3y-f.i»a(j/—  d)— i"(a*— arf)  =0.  (7) 

L*éliiniDation  dey  entre  (6)  et  (7)  donne 


a:'— £/= 


/•    9    ' 


et  la  substitution  de  cette  valeur  dans  (5)  conduit  à  Téquation 
suivante 

qui  est  celle  du  lien  cherché.  On  voit  qn*elle  est  du  2*  degré 
en  a  et  |3  ;  donc,  suivant  que  Ton  aura  n^^d^  du  i^=d,o\x 
a<^df\c  lieu  des  pAles  sera  une  ellipse ,  ou  une  parabole, 
ou  une  hyperbole. 

3.  Si  les  deux  ellipses  (IJ  et  (2)  sont  semblables,  alors 

a       b  ,  ba! 

->= t;  I  d'où  Z/=  7—.  Par  suite  (8)  devient 

a        u  a 

m 

a*a'»|3*+fr'(a"-rf'),'+2a*A*«fa— a*6'=0.  (9) 

Si  de  plus  'd=Oy  cette  équation  se  réduit  à 

a>a"P'+6  VV  =:a*6\  (10) 

C'est  celle  d*unc  ellipse  concentrique  aux  deux  ellipses  don- 
nées.  En  désignant  ses  demi-axes  par  A  et  B,  Ton  trouve 

A  =  — ,        »  =  -r> 
a  a 

A.      A  * 

d'où  il  suit  que  ^  =  - ,  ou  que  cette  ellipse  est  semblableaux 

D  U 

deux  ellipses  données.  Elle  est  intérieure  ou  extérieure  k  la 
première,  selon  que  celle-ci  est  elle-même  intérieure  ou  ex- 
térieure à  la  secoqde.  Deux  circonférences  concentriques  ren- 
trent dans  le  cas  actuel. 
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4.  Revenons  à  l'équation  (9).  Supposons  i3(<^  et  différent 
de  zéro.  La  courbe  cherchée  est  alors  une  ellipse  dont  nous 
allons  déterminer  lagrandeur  et  la  position.  Cette  équation  (9) 
peut  se  mettre  sous  la  forme 


En  y  changeant  a  -4— ;; — -j^  en  a ,  l'origine  sera  transportée 

a  -—a 

au  centre  et  la  courbe  sera  rapportée  à  son  centre  et  à  ses 
axes.  D'où  il  suit  qu'en  désignant  ses  demi-axes  par  A  et  B , 
et  l'excentricité  par  E ,  l'on  a 

Lorsque  a  =  & ,  ou  quand  les  deux  ellipses  sont  deux  cercles, 
^  =  ~7i — 3;.  D'où  il  suit  qu'un  des  (byers  est  au  centre  du 

a  — a 
premier  Cercle. 

V  ■ 

•  ■ 

s.  Avec  les  valeurs  trouvées  de  A  et  B,  on  peut  construire 
la  courbe^Mais  les  considérations  géométriques  suivantes  vont 
nous  en  fournir  les  moyens. 

Soient  A  et  A',  fig.lkj  les  centres  des  deux  ellipses  sem- 
blables :  BC,  B'C  leurs  grands  axes ,  et  DE,  D'E'  leurs  petits 
axes. 

.  Supposons  A'C>>  AA'  mais'<A'C.  La  seconde  ellipse  cou* 
pera  la  première  et  lui  sera  en  partie  extérieure  et  en  partie 
intérieure.  Du  sommet  B'  de  la  seconde,  menons  les  tangentes 
B'G,  B'E  à  la  première,  la  droite  du  contact  s^ra  perpendicu- 
laire sur  l'axe  BG ,  et  son  intersection  avec  cet  axe  détermi- 
nera le  pAle  V  de  la  tangente  G'H'  au  point  B'  de  la  seconde 
ellipse.  Ce  sera  l'un  des  sommets  de  l'ellipse  cherchée.  La  tan- 
gente au  point  Cdéterminera  la  corde  KL,  et  menant  aux  points 
K  et  L  des  tangentes  à  la  première  ellipse,  leur  point  de  con- 
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eoors  déterminera  sur  l'axe  le  pôle  C  de  la  corde  KL.  et  eo 
mAme  temps  le  second  sommet  de  l'ellipse  cherchée.  Le  mi- 
lieu A"  de  V^C  sera  le  centre.  Si  Ton  mène  les  tangentes 
T,T,\  T.T/,  communes  aux  deux  ellipses ,  les  points  de  con- 
tact T,yT.  seront  les  pdles  de  ces  tangentes  et  par  conséquent 
seront  des  points  de  Tellipse  cherchée. 

n  ne  reste  qu'à  déterminer  le  second  axe.  Pour  cela  du 
centre  A"  et  avec  un  rayon  égal  au  demi  grand  axe  connu 
A'^B^,  nous  décrirons  la  circonférence  VMC"  coupée  par  la 
droite  T,T,  en  N.  Nous  projetterons  T  en  1  sur  A^'M  par  une 
parallèle  à  Taxe  B"C ,  puis  décrivant  du  centre  A''  et  du 
rayon  A'I  un  arc  de  cerdelD",  son  intersection  avec  la  per- 
pendiculaire A'Ty'  sur  ce  même  axe  déterminera  la  longueur 
du  demi  petit  axe  A'IT.  Par  suite  on  aura  les  foyers  F  ',F',et 
Ton  pourra  construire  les  courbes. 

Tant  que  le  point  de  contact  de  la  tangente  G'H'  parcourra 
Tare  T,BT,  de  la  2^  ellipse,  le  pôle  parcourra  Tare  intérieur 
T,B"T,  de  la  3%  et  lorsque  ce  même  point  décrira  Tare  el- 
iiptique  opposé  T'.CT. ,  le  pAle  ps^rcourra  Tare  extérieur 

T.CX. 

6.  Soit  a!=:d;  ^équation  (9)  se  réduit  à 

aV»p»-|.2a"6a'a— o^fr*  =0,. 
et  devient ,  en  la  divisant  par  aV% 

C'est  l'équation  d'une  parabole.  En  la  mettant  sous  la  forme 

on  voit  que  l'abscisse  du  sommetest  égale  à  —y- ,  et  que  le  pa- 
ramètre  est  égal  à  -r-. 
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Mais  la  droite  qai  Joint  les  points  d'intersection  des  deux 
ellipses  a  pour  équation 

a' 

la  position  du  sommet  est  donc  donnée  par  Tintersection  de 
de  cette  corde  commune  avec  la  droite  des  centres* 

Il  sera  facile  de  vérifier  d'ailleurs  que  cette  même  corde  est 
également  distante  des  droites  parallèles  qui  joignent  sur  cha- 
que ellipse  les  points  de  contact  des  tangentes  communes  aux 
deux  courbes.  On  pourra  donc  construire  la  courbe  de  la  ma- 
nière suivante. 

■ 

L'intersection  de  la  corde  commune  GH  avec  AA,\  fig.  75, 
déterminant  comme  nous  venons  de  le  dire  le  sommet  B"  de 
la  parabole  y  les  points  de  contact  Xi,  T.  des  tangentes  com- 
munes aux  deux  ellipses,  donnera  sur  la  première  deux 
points  de  la  parabole  cherchée.  D'ailleurs,  en  menant  les 
cordes  de  contact  t,  T, ,  T'X  l'on  aura 

B"i=rK. 

Il  suit  de  là  que  KT,,  KT,  seront  des  tangentes  à  la  parabole, 
et  la  perpendiculaire  T,P  sur  T,K  déterminera  la  sottS-4ior- 
male  IP  égale  au  demi-paramètre.  La  paj^oleest  donc  com- 
plètement déterminée  et  pourra  être  construite  avec  ces  élé- 
ments.  connus. 

Quand  le  point  de  contact  de  la -tangente  G'H'  à  la  seconde 
ellipse  parcourra  l'arc  T'B'T,  le  pAle  de  cette  tangente  décrit 
l'arc  parabolique  .T,B''T,y  intérieur  à  la  première  ellipse. 
Quand  ce  môme  point  décrira  l'arc  opposé  T'AT,',  le  pAle  dé- 
crira la  partie  extérieure  de  la  parabole. 

7.  Soit  a'<rf,  réqu^tion  (9)  est  celle  d'une  hyperbole.  On  * 
la  construira  comme  il  suit. 

Des  sommets  B'  et  C,  fig,  76,  de  la  seconde  ellipse  que  nous 
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sapposeroos  Tun  et  Tautre  extérieurs  h  la  première,  nous 
mènerons  k  celle-ci  des  tangentes  et  les  droites  de  contact 
KL,  MN  détermineront  sur  la  droite  des  centres  des  deux  el- 
lipses, les  deux  sommets  VG'Ae  l'hyperbole.  Le  milieu  A"  de 
B'C  sera  le  centre  ;  en  itienant  du  centre  A  de  la  1**  ellipse 
des  tangentes  Ap^  y  kp^  à,  la  seconde ,  les  tangentes  aux  ex- 
trémités des  diamètres  de  la  première  qu'elles  détermineront 
seront  parallèles  aux  deux  asymptotes.  On  connaîtra  donc 
celles-ci,  et  il  sera  facile  avec  ces  éléments  connus  de  con- 
struire la  courbe. 

• 

En  menant  les  tangentes  communes  tant  intérieures 
qu'extérieures  aux  deux  ellipses,  les  points  de  contact 
T.yT,  t,^u  appartiendront  aux  deux  branches  de  la  courbe 
cherchée. 

Quand  le  point  de  contact  de  la  tangente  mobile  G'H'  par 
courra  l'arc  elliptique  T/B'T.',  le  pôle  do  cette  tangente  dé- 
crira l'arc  hyperbolique  intérieur  T,CT..  Quand  il  parcourt 
les  arcs  de  l'ellipse  T/P.l.,  t;p,^,  le  pôle  décAt  les  arcâ  hy- 
perboliques extérieurs  T,V;  /,u ,  T.t',  (,U ,  et  quand  ce  même 
point  de  contact  décrit  z',  C,  U  «  ^^  P^^o  décrit  le  reste  tJS't  de 
l'hyperbole. 

8.  Si  dans  l'équation  (8)  on  change  le  signe  de  V  ou  jle  ^% 
ou  des  deux  à  la  fois ,  l'une  des  deux  ellipses  ou  toutes  deux 
se  changeront  en  hyperbole.  Si  Ton  suppose  une  ellipse  et  une 
hyperbole  concentriques  et  construites  sur  les  mêmes  axes  en 
introduisant  ces  modifications  dans  l'équatioq  (9),  on  recon- 
naîtra que  chacune  de  cos  deux  courbes  est  par  rapport  à  l'au- 
tre le  lieu  des  pôles  do  ses  propres  tangentes  (*). 

9.  Enfin  dans  le  cas  où  les  deux  courbes  seraient  doux  pn- 


(*)  Autrement  si  d'un  point  de  Thyperbole  on  mène  deux  tangentes  à  l'ellipse, 
la  corde  de  contact  est  tangente  à  l'hyperbole  et  ? ice  versa.  Tm. 
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rabbles  ayant  leurs  axes  sur  une   même  ligne  droite,,  leur 

équation  étant 

r*  =  Spx,  (1) 

y=ip(x—2d),  (2) 

la  polaire  du  point  (  a,p  )  relative  t  .la  première  aurait  pour 
équation  .*      . 

^jr=p(x-^a),  (3) 

et  l'équation  de  la  tangente  à  la  seconde  serait 

>ys»/»'(x+x'-2rf).  (4) 

L'identité  de  ces  delix  droites  donne  les  deux  équations 

suivantes 

py-ppf=0,  *(5) 

j/— «— 2rf=0.  (6) 

D*ailleurs  aussi  py— /?j/— /7a=:0.  (7) 

En  retranchantija  première  de  ces  trois  équations  multipliée 
par^  de  la  somme  des  deux  autres  multipliées  respectivement 
par/'  et  par ^;  il  vient  en  divisant  par  jp' 

pour  réquation  du  lieudemandé.  C'est  celle  d'une  3"^  parabole  : 
la  discussion  et  la'construction  qui  s^en  suivent  sont  trop  aisées 
après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment,  pour  qu'il  soit 

utile  de  nous  y  arrêter.  Nous  nouâbornerons  seulement  à  Taire 
observer  que  si  Ton  suppose p'=—p  et  </=:0;  céqui  revient 
à  supposer  deux  paraboles  égales  et  opposées  par  le  sommet, 
chacune  d'elles  sera,  relativement  à  l'autre ,  le  lieu  des  pôles 
de  ses  propres  tangentes,  et  c'est  par  là  que  nous  terminerons 
cette  discussion  encore  incomplète  des  diiïérents  cas  que  la 
question -générale  peut  nous  présenter  {*), 

(*}  Il  manque  le  casiroporUnt  des  coniques  conrocalei.  Tm. 
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■^^HtaBM^lH 


sat 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  30  (p.2U). 


%vf    .  sin  (fl,+tf,4-....+afn)       -     *.        ,      . 

Développer       )  ^  en  fonctions  des  sinus  et 

COS(a,+tf,+...  -f  ^m) 

cosinusde   a,,    ^, am- 

Désignonspar    x,x^.,.xm  lessinusdOâ,,âr,,...âm» 

Xt  y%'  '  -ym  les  cosinus  de  <«.,«,. ... ^m , 
et  par  x^.m  le  sin  (a  4-tf^-|-....-j-û,„),  par  r,  ,m  le  cosinus  du 

même  arc;  par  ix^x^x^y^y^ yni  la  somme  de  tous  les 

produits  qu*on  peut  former  avec  3  facteurs  pris  parmi  les  si- 
nus, et  m— 3  parmi  les  cosinus  :  pour  la  symétrie  nous  écri- 
rons -rj^.  ••••  J^«»         et         IX^X^Xj,...  Xm- 

D*après  ces  notations ,  on  aura  les  égalités  fondamentales 
Nous  allons  chercher  alternativement 


•^«,1        ^it%       «^i,!    «^iil» 

(    'r,^^^^  lx,xjr^^—lx^x.x,jr^ 

On  obtient  le  1"  terme  de  j:„4,  par  exemple,  2J?.r.ri^4> 
en  multipliant  par  y^  le  premier  terme  de  j:,.,;  par  x^  le 
1"  terme  de  j:,»,  et  ajoutant  les  3  produits  ;  on  a  ainsi  tous  les 

IKII.  Dl  MaTHÉM.   1.  33 
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termes  de  la  furnie  ^■..>',j',rt  i  comme  il  est  aisé  de  s'en  as- 
surer. 

Un  aura  le  2'  terme  en  ajoutant  les  seconds  termes,  mul- 
tipliés respectivement  par  Xt  ^*  ■^i  ■  ^^  ■'.,1  ^I^m' 

Le  1"  terme  dej-,,,  s'obtient  en  multipliant  par j-,  le  1" 
terme  dc^,j;  le  2'  en  ajoutant  le  2°  terme  de  j-„,  et  le  1"  de 
JT,  j,  multipliés  respectivement  par  j-,  et  — x,;  le  S'en  mul- 
tipliant par  — JT,  le  dernier  terme  de  x,,,. 

Le  procédé  est  général  ;  on  trouvera  de  même 

cic. ,  et  généralement 

„m=2jr,.>-,...j-     — ÏJ:,Jr.Jr,r4..J"i» 

-(-2r.— r— 1^— î^— ï-^"— i'^"--— -■+-• 

Les  termes  de  j:,,».  sont  alternativement  positifs  et  négatirs  ; 
tous  les  termes  sont  des  sommes  de  produits  de  m  facteurs  : 
Ici"  d'un  facteur  a-,  et  Aem — 1  facteurs^;  le  3°  dcSTacteors 
JT,  et  de  m — 3  facteursj  ;...■  ainsi  de  suite,  le  nombre  des 
facteurs  ^  augmentant  de  2  unités  à  chaque  terme  ;  si  m  est 
de  la  forme  km'+i  ,  le  dernier  terme  sera  ,  avec  le  signe  + , 
ïj:,...  Xm  ;  si  m  est  de  la  Terme  ^m'-f  2,  le  dernier  terme 
sera,  avec  le  signe  +  ,  ix,...Xm—,j-tH;  si  m  est  de  la  forme 

4m'-|-3,  ilsera — ïj:,j: ^m;si  m  est  de  la  forme  im', il 

sera  — ïx,j,...j:„_ij'bi. 

Les  termes  de  j',,»  sont  alternativement  positifs  ou  néga- 
tifs 1  ils  sont  tous  des  sommes  de  produits  de  m  facteurs,  le 
l"demfacteurs^,  le  2"  de  m— 2  factcurs^et  2  facteurs  jt; 

le  3'  de  m— 4.  facteurs  y  vl  h    facteurs  x et   ainsi  de 

suite,  le  nombre  des  facteurs  j'  diminuant  de  2  unités  à 
chaque  terme ,  Si  "t  est  de  la  forme  iHj'+ 1 ,  le  dernier  terme 
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est  +z^.j:*,.v*^m}  si  m  est  de  la  forme  W+2,  il  est 
— 'Lx^^.,.Xm-~^m^iXm\  si  m  est  de  la  forme  ft.m'+3,  il  est 
— ^,j:,...jr«;  si  m  est  de  la  forme  km',  il  est-j-ïj:,j:,...jrm. 

Ces  formules ,  reconnues  Traies  par  la  seule  analogie ,  peu- 
vent se  démontrer  par  la  méthode  connue  ;  si  elles  sont  vraies 
pour  m  termes,  elles  le  seront  pour  m-f-l  termes  ;  la  démon- 
stration en  est  très-facile  (*) . 

Si  on  suppose  j:,=x,= =  jriii=sinâ 

r.=r.= =j^=co8a 

on  aura  x,^m  =  sin  ma      et     ^„m  =  cos  ma  ; 

et  Von  retrouve  les  formules  de  Jean  Bernoulli  (1720) 

^  .  m-.       ''*('^ — l)(m— 2)    .  .         ,^, 

sin/ij«==--sinacos     ^ -—t: sm'acos    ^a 

1  1.2.3 

,   iii(m— l)(in— 2)(m— 3)(w— 4)  ,   ,         ^, 


/n(in— 1)      ^_^     . 

cos  ma  =  cos  a ^ ^cos     «  sm  a 

1.2 

m(/n-l)(m— 2)(i»— 3)       ^.      .  , 

+ TÏÏXi ^"^     "^^"'^ 

1.2.3.4.5.6 


EXAMENS  DE  18^2. 

(  Suite,  V.  p.  319.  ) 
GÉOMÉTRIE. 

1.  Trouver  en  hectares  la  surface  de  la  zone  tempérée. 

2.  Volume  du  prisme  tronqué  polygonal  ;  id.  du  cylindre 
tronqué. 


(*)  On  peut  arriver  au  mémo  résultat  par  le  théorème  d'EuIer.  sur  les  Tacteurs 
imaginaires  irigonoinétriques  ( Legendre ,  Trig.  XXXll ...  Tm. 
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3.  Déterminer  la  diamètre  d'un  111  de  platine  tel  qu«  le 
kilomètre  de  ce  (il  pèse  un  gramme;  la  densité  du  platine 
est  20  environ. 

4.  Volume  du  segment  sphérique  à  une  base  en  fonction 
du  rayon  et  de  la  liauteur  du  segment  [p.  97]. 

5.  Volume  du  corps  engendré  par  l'octogone  tournant 
autour  d'un  de  ses  câtës,  en  ronction  de  ce  cAtéj  id.  par 
l'hexagone  régulier. 

fi.  Inscrire  dans  une  sphère,  un  cAned'un  volume  donné  ; 
déterminer  le  cône  maximum. 

7.  Inscrire  dans  un  triangle  donné,  un  rectangle  d'une  aire 
donnée 

8.  Déterminer  le  diamètre  d'un  bassin  circulaire  ÎDScces- 
sible. 

9.  Combien  peuvent  subsister  de  personnes  sur  notre  pla- 
nète, à  raison  d'un  hectare  et  demi  par  personne. 

10.  Volume  d'un  tronc  de  cône;  en  prenant  une  sphère 
donnée  pour  unité  de  volume  et  un  cercle  donné  pour  unité 
de  surface. 

11.  Poids  d'un  obélisque  en  granit.  CAté  de  la  base  carrée 
inférieure  =  2™;  cAtédu  carré  supérieur=0,8;  arête,  20"; 
densité  du  granit  2,5. 

12.  Aire  d'un  polygone  régulier  de  18  cAtés  en  fonction 
des  côtés;  côté  du  carré  équivalent;  et  contour  du  polygone. 

13.  Connaissant  l'aire  et  le  volume  d'une  niche,  déterminer 
ses  dimensions;  connaissant  l'aire  seulement,  déterminer  la 
hauteur  pour  que  le  volume  soit  un  maximum. 

iï.  Évaluer  le  poids  de  la  terre  en  tonneaux  (de2000kilog.]; 
la  densité  moyenne  de  la  terre  est  5,5. 

15.  Rapport  du  volume  de  la  sphère  à  celui  du  cône  équi- 
latéral  circonscrit;  en  déduire  celui  de  la  sphère  au  cône 
équilatéral  inscrit. 

16.  Cuber  un  tuyau  de  poËle  (cylindre  tronqué). 
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inscrit     ^^^| 


17.  Rayon  du  cercle  dans  lequel  l'aire  du  décagoi 
est  un  hectare. 

18.  Quel  doit  êire  le  rayon  d*un  ballon  chargé  de  400  ki- 
logrammes pour  qu'il  puisse  s'cliiver;  la  pesanteur  spêcillque 
de  l'hydrogène  est  0,0G88i  celle  de  l'air  étant  1. 

t9.  Étant  donni's  le  volume  et  l'aire  d'une  tour  cylindrique 
surmontée  d'un  cflne  équilatéral ,  déterminer  les  dimensioris? 

20.  Par  un  point  pris  dans  l'intérieur  d'un  triangle,  mener 
une  droite  qui  le  divise  en  deux  parties  équivalentes. 

TBIGOKOMÉTHIE. 

1.  Déterminer  tangente  ',a  en  fonction  de  îang.a;  dé- 
montrer par  la  trigonométrie  et  l'algèbre  que  les  trois  racines 
sont  réelles. 

2.  Construction  des  tables  de  sinus. 

3.  Tangente  f  a  en  fonction  de  tangente  a;  prouver  trigo- 
nométriquemcnl  que  le  dernier  ternie  de  l'équation  =-(-1. 

4.  A  quelle  hauteur  faut  il  s'élever  sur  la  terre  pour  avoir 
un  horizon  de  20  myriamétrcs  ;  quand  on  s'élève  à  une  hauteur 
double ,  l'horizon  est-il  deux  fois  plus  grand  ? 

5.  Comment  s'assurer  que  trois  points  inaccessibles  sont  en 
ligne  droite? 

6.  Connaissant  tang  a,  trouver  directement  tangente  {a. 

7.  Trouver  tangente  j.  a  par  la  formule  de  Moivre. 

8.  Bésoudre  un  quadrilatère  inscriptible,  connaissant  les 
angles  et  les  diagonales. 

STATIQUE. 

1.  Équilibre  d'unedroite  pesante  placée  entre  deux  plans; 
à  résoudre  par  la  trigonométrie. 

2.  Id.  d'une  droite  pesante  placée  dans  une  calotte  sphé- 
rique  ;  la  droite  dépasse  les  bords  de  lu  calotte. 

3.  Jd.  d'un  triangle  cquilatéral  pesant  placé  entre  deux 
plans  iDclinés. 


\ 
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4.  Id.  d'unecllipsupesante  placéecntrcdcuxplansinclinéfc' 

5.  fd.  d'un  poids  s'appuyant  sur  deux  plans  par  deux 
points  dont  un  seul  à  rrottement. 

6.  Id.  réverbère. 

7.  Démontrer  pur  la  ftéomélrie  ,  les  théorèmes  sur  la  com- 
position des  moments  dans  un  plan. 

8.  Théorème  de  Guldin. 

9.  En  quel  point  d'une  tableàtruis  pieds,  faut-il  placer  un 
poids  donné ,  pour  que  les  pressions  soient  dans  un  rapport 
donné?  n'y  a-l-il  qu'une  position  f 

10.  Centre  de  gravité  de  la  surracc  totale  d'un  cône  tronqué. 

11.  Id.  id.  id.  d'une  niclic. 


1.  Trouver  l'équation  aux  quotients  du  x'-^-px^q. 

2.  Id.  id.  aux  produits  de  id.:  équation 
aux  sommes  prises  2  à  2,  le  tout  au  moyen  des  coelTlcients. 

3.  X* — x'-\-2x:=c;  déterminer  c  de  manière  que  le  pro- 
duit de  deux  racines  soit  égal  h  c. 

4.  .r'+jr'=ci  déterminer  cdemaniérequcles  trois  racines 
soient  en  progression  géométrique  {voir  p.  100),  ou  en  pro- 
gression arithmétique. 

5.  Id.  id.  qu'une  racine  soit 
la  dilTérence  de  deux  autres  et  résoudre  en  ce  cas  l'équation . 

6.  Id.  id.  que  la  diCTérencc  de 
deux  racines  soit  3. 

7.  Conditions  pour  qu'une  équation  ait  '.i  racines  égales 
[voir  p.  90). 

8.  Conditions  pour  que  l'équation  .v*-\-px^^q  ait  trois 
racines  égales, 

9.  Résoudre  ^■■'  +  1=0. 

10-  Un  polynôme  algébrique  qui  admet  une  racine  eri  di- 


J 
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visible  par  le  variable  moins  la  racine,  oc  principe  est-il  appli- 
cable à  une  Tonction  quelconque? 

11.  X*— jr'-|-2x  =  «i;  déterminer /fi  de  manière  quo lea 
sommes  de  deux  racines  soient  égales  à  leur  produit  et  que  la 
somme  de  deux  aulrcs  racines  =  1. 

12.  Réduire  y  3  en  fraction  continue. 

13.  Résoudre  jt* — 4j:'+5j:-}-i  =  0;  lasommcdos  racines 
réelles  = — 1. 

Ik.  Uoe  équation  du  second  degré  peut-elle  avoir  une  ra- 
cine commensurablo  et  une  racine  incommensurable? 

15.  Trouver  une  équation  dont  les  racines  soient  les 
diilérences  des  racines  des  équations 

x'+px  -f-  9  =  0  :     x^-\-ax'+  ùjT-f  c=0. 

16.  Deux  équations  distinctes  du  mâme  degré,  peuvent-elles 
fournir  la  même  équation  aux  q^uoticnLs? 

17.  Former  une  équation  du  5*""*  degré  ajanttrois  racines 
réelles  et  privée  du  terme  en  x*  et  en  x. 

18.  Soient  les  deux  équations 

x'— ar-l-5^0.     x>~3x'+T  =  0; 
trou  ver  une  troisièmeéq  un  tion  dont  les  racines  soient  la  somme 
deux  à  deux  des  racines  de  ia  première  avec  les  racines  do  la 
seconde;  l'équation  est  du  12*"«  degré  ;  est-elle  susceptible 
d'abaissement  ? 

19.  Composer  une  équation  de  manière  qu'en  éliminant  x 
PDtre  elle  et  l'équation  xy'+y''  -{■  x' —  1  =  0 ,  on  retombe  sur 

.r<-J''+/-l  =  0. 

20.  Évaluer  le  produit  des  cent  premières  puissances  de  2. 

21 .  Interprétation  géométrique  du  théorème  de  M.  Sturm. 

22.  Quel  est  le  degré  d'approximalion  de  Kn;?!  ayant 
12  décimales. 


GKAND  CONCOURS  DE  1812  [v.  p.  248). 


QtESTIOKS  PROPOSÉES. 

Mathématiques  spéciales.  —  La  r^gle  des  signes  de  Descartes. 
Maihémaliques  élémentaires. — Donner  les  divers  moyens 
que  fournil  la  trigonométrie  pour  transformer  une  expression 
composée  de  plusieurs  termes  en  un  autre  qui  ne  contenant 
qu'un  seul  terme  soit  immédiatement  calculable  par  loga- 
rithmes. 
Faire  une  application  à  l'expression  séc.  a  -j-  coséc.  b. 
Observations.  Comparativement  parlant  la  question  élé- 
mentaire n'étant  pas  dans  les  ouvrages  classiques  est  plus  in- 
téressante, plus  difficile  que  la  question  spéciale,  d'une  re- 
marquable banalilé,  qu'on  trouve  partout  et  que  les  pro- 
fesseurs expliquent  à  satiété.  Il  ne  faut  pas  de  grands  elTorts 
d'imagination  pour  oITrir  aux  collèges  de  la  capitale  un  pro- 
gramme que  les  plus  médiocres  peuvent  remplir  à  l'égal  des 
plus  forts  et  quelquefois  mieux,  si  doués  d'une  lieureuse 
mémoire,  ils  ont  mieux  retenu  les  paroles  du  maître. 

Les  examens  dans  les  classes  servant  à  constater  l'état  géné- 
ral de  l'instruction  doivent  rouler  sur  lesthéorémesenseignés; 
mais  tel  n'est  pas  le  but  du  grand  concours  l*a  destination 
spéciale  est  de  faire  sortir  de  la  foule ,  de  mettre  en  évidence 
les  esprits  brillants,  les  intelligences  priulégîées.  Dès  lors, on 
lie  saurait  mettre  trop  de  soins,  dans  le  chois  des  questions. 


J 


La  noie  que  M.  Vincent  a  Tait  insérer  dans  votre  numéro 
de  juin  (p,  272),  me  confirme  dans  une  opinion  qiiei'ai  de- 
puis longtemps  adoptée ,  savoir  qu'il  serait  convenable  d'exi- 
ger des  candidats  à  l'École  polytechnique,  les  premi  ts  élé- 
ments du  calcul  dilTérentiel,  saut  a  restreindre  quelques  dé- 
tails d'algèbre ,  de  sections  coniques,  etc.  On  éviterait  par  là 
quelques  embarras,  doubles  emplois,  notamment  pour  la 
théorie  des  courbes  (*). 

Quoi  qu'il  en  soit ,  la  note  en  question  m'a  fait  reconnaître 
que  je  suis  allé  trop  loin  dans  ma  Trii(onométrie('*),en  affir- 
mant que  l'emploi  des  Tonnules  de  Simpson  est  restreint , 
comme  je  l'ai  indiqué.  Parcontre, M. Vincent  meparattavoir 
négligé  des  erreurs  qui  modilient  i'exaclitude  de  ses  résultats. 
En  cfTet,  dans  la  formule 

8in(m-|-l)<i^sinma2cosa  — sin{m-l)(i. 
Il  ne  suffit  pas  de  supputer  l'erreur  dont  ce  second  membre 
est  alTeclé  par  suite  des  erreurs  commises  sur  sin  ma,  cosa , 
sin(m — J)a;  il  faut  encore  tenir  compte  des  chirTres  que  l'on 
est  forcé  de  négiliger  dans  le  produit  sin  ma  x  2cos  a  ;  car  il 
est  impossible  de  les  conserver  tous.  De  là  une  nouvelle 
erreur  dont  il  est  indispensable  de  tenir  compte,  ainsi  que  de 


Mis,   thsarlB   fI  prsliqu«,  lii< 
,  iliet  Hillii»,i|uii  Hilir|ii«i>, 


J 
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celle  qui  alTcctc  cosa.  Je  inc  contenterai  de  ccUc  indication , 
me  proposant  de  revenir  sar  cet  objet. 

Vous  avez  fait  remarquer  (p.  119),  que  j'ai  donnii  le  pre- 
mier, dans  les  Éléments  ('),  la  division  ordonnée,  de  Fourier^ 
j'ajouterai  qucjel'ai  complétée  en  montrant  ce  qu'il  faut  Taire 
pour  que  le  dernier  chiffre  du  quotient  soit  bon. 

Dans  ce  même  ouvrage,  cité  en  note,  j'ai  entre  autres  ques- 
tions, que  l'on  ne  trouve  pas  dans  les  livres  élémentaires, 
traité  un  problème  qui  est  susceptible  d'une  solution  plus 
complète  :  il  a  pour  objet  de  déterminer  le  nombre  des  opé- 
rations de  la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  de  deux  nombres 
entiers. 

On  peut,  pour  arrivera  ce  but,  suivre  deux  marches:  lune 
conduit  aux  séries  récurrentes  et  à  une  équation  exponen- 
tielle Tort  compliquée.  Elle  est  fondée  sur  ce  que  le  cas  le 
plus  défavorable  est  celui  où  tous  les  quotients  sont  égaux  à 
l'unité ,  le  dernier  étant  3  ;  de  là  on  est  amené  à  chercher  le 
terme  général  de  la  suite 

f,     1.1+1,     (1.1+1)1+1.    etc. 
Je  ne  m'arrêterai  pas  ù  développer  ce  calcul. 

La  seconde  manière  est  la  suivante  : 

Soient  A,ll  les  deux  nombres,  A  étant  >B. 

Le  reste  est  toujours  moindre  que  la  moitié  du  dividende  ; 
nommons B„lt„B,....  les  restes  successifs  ;  on  aura  donc 

B,<—  et  au  plus  égal  à  — — , 


')  Tr>il«  M«iiicntiireil'arilhniéli(|iic.  Pinr,  Milbil) 


on,  ni  plus, 
de  infime  limite  de  64= 
id.         B,     =- 


^ 


A— 1— 2-2'...— 2"- 


n— 2'4-l 


des  opérations  est  in  au  plus. 


doù  2"+'>B+l. 

Ainsi  la  plus  petite  valeur  (entière)  de  n  qui  satisfait  à  cctlo 
inégalité ,  sera  la  moitié  de  la  limite  cherchée. 

ParcxemplcsiB=89.      on  a      2"^>(»    2">45. 

71=  G. 

2h  =  I2. 

Cette  limite  est  asseï  approchée  ;  car  si  l'on  suppose  A=1H. 

le  no.-nbre  elTectir  des  opérations  est  10,  tandisque  d'après  la 

règle  qu'on  trouve  dans  un  certain  ouvrage  la  limite  est  —^. 
ici  72. 

Permettez-moi  uni;  dernière  observation  :  plusieurs  de  vos 
numéros  renferment  des  détails  sur  le  calcul  des  expression'» 
irrationnelles.  On  trouve  tout  cela  traité  d'une  manière  com- 
plète dans  mon  Algèbre,  publiée  en  1839  chez  Mathias,  (Sui- 
vent des  questions ,  qu'on  donnera  prochainrmenl.) 


I 


DÉMONSTRATION  DU  TBÉOREME  29  (p.  248). 
PAH  M.  f  URT. 

Étant  donnée  une  courbe  quelconque  du  second  degré  :  on 
joint  un  point  donnù  du  plan  au  centre,  et  on  mena  par  le 
point  la  conjuguée  du  diamètre  que  nous  venons  de  tracer. 
Si  on  suppose  en  outre  que  par  le  point  on  mène  une  sécante 
quelconque  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points  et  que  par 
les  points  de  rencontre  on  mène  les  tangentes  ;  ces  tangentes 
détermineront  des  segments  égaux  sur  la  conjuguée  du  dia- 
mètre passant  pur  le  point  donné. 

1"  Pour  démontrer  ce  théorème ,  je  me  servirai  d'abord 
du  lemme  suivant  [']  :  Si  A,  B,  C,  D  sont  situés  sur  une  droite 
et  tels  que  l'on  ait  AB:BC::  AD:CI);  si  l'on  joint  un  points 
quelconque  aux  points  A,  B,  C,  D,  toute  ligne  a,b,c,  dq\x\ 
rencontrelesqualrelignesSA,  SB,  SC,SI)auxpoints<i,  b,c,d 
sera  partagée  en  CCS  points  de  lam^memanièrequclaligneAD: 
c'est-à-dire  que  l'on  aura  ah'.bc'.:ad:cd,  et  que  si  on  mène 
une  parallèle  à  l'une  des  lignes  du  faisceau  harmonique,  elle 
sera  coupée  par  les  trois  autres  en  trois  points  dont  I'un_d'eux 
sera  équidistant  drs  deux  autres  :  par  le  point  c  et  le  point  C , 
je  mène  une  parallèle  à  i>A  :  on  en  déduit 
CE:  SA.  ::  DC  :  DA 
FC:SA  ::BC  :  AB; 
or,  DC  :  DA  ::  BC;  AB,    donc    CE  =  FC,    donc  par  suite 
ec  ^cf  :  et  en  Tormant  les  proportions 
ec  :  sa  :;  de  :  da 
se  :  sa  ::  bc  :'a!>  ; 
comme  ec=Jc,  Il  s'ensuit  que  de  ;  da  ::  bc  ;  eib.  C.Q.F.D. 
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S*  Considérons  actuellement  le  théorème  proposé  : 
Soit  0  le  ccntri;  de  la  courbe ,  soit  A  le  point  donné  ;  AP  la 
conjuguée  du  diamètre  Ao;  soit  AN  Une  sécante  partant  du 
point  A  et  qui  rencontre  la  courbe  aux  points  M  et  N ,  soit 
MR  la  taniçenle  en  M,  NR  la  tangente  en  N  ;  et  cnTm  soit  RS 
la  polaire  du  point  A  :  cm  sait  qu'elle  passe  en  R,  qu'elle  est 
parallèle  au  conjugué  du  diamëtreoA:  par  conséquent  paral- 
lèle à  AP  ;  et  enlin  qu'elle  détermine  sur  AN  le  quatrième 
point  harmonique,  de  sorte  que  l'on  a  :  NS  :  SM  :  :  NA  :  HA  -, 
donc,  en  vertu  du  théorème  précédent,  PQ  est  partagé  en 
deux  parties  égales  au  point  A.    C.Q.F.D. 


DÉMONSTRATION  DU  TttÉOHÈME  26  (p.  247). 

FAH  H.  rUATt. 


Si  dans  un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle,  on  prolonge 
les  cAtés  opposés  jusqu'à  leur  reacontre .  les  milieui  des  por- 
tions des  bissectrices  des  angles  ainsi  Tormés,  comprises  entre 
les  cAtés  du  quadrilatère,  sont  situés  sur  la  ligne  qui  joint  les 
milieux  des  diagonales. 

Soit  ABCD  le  quadrilatère  donné  :  prolongeons  AD,  BU 
jusqu'en  F  :  AB.CD  jusqu'en  ï,  :  menons  les  bissectrices  des 
angles  E  et  F. 

Soit  FR  la  bissectrice  de  F  :  on  peut  remarquer  qu'elle  Aiit 
des  angles  égaux  avec  AE  et  ED  ;  en  eiïet  les  deux  angles  en  F 
sont  égaux  ; 

donc  l'arc  BA  —  lare  QD=  l'arc  RB—  l'arc CQ ; 
d'où  l'arc  RA-f  l'arc  CQ+ l'arc  CB=  l'arc  RB-(-  l'arc  QD 

-4- l'arc  CB; 


d 


or,  le  1"  nicmbtc  esl  la  mesure  du  double  de  l'angle  RIA  ; 
le  2*  membre  est  la  mesure  du  double  de  l'angle  RGC  ; 
donc  ces  deux  angles  sont  égaux  :  donc  si  l'on  mène  la  bissec- 
IricG  de  l'angloAED,  elle  sera  perpendiculaire  sur  la  bissectrice 
RF,  et  la  coupera  en  son  milieu  o  et  sera  coupée  elle-mCme 
en  ce  point,  on  son  milieu. 

On  a  donc  ai  =  oG  et  oK  =  oll ,  et  comme  ces  droites  sont 
perpendiculaires  la  Rguro  IRGK  est  un  losange  :  prouvons  ac- 
tuellement que  IH  est  parallèle  à  BD  et  IK  parallèle  à  CA  : 
puisque  FI  est  la  bissectrice  de  F,  on  a 

IB;U::FB:FA,     or  on  a     FB;FA::BD:CA. 
à  cause  des  triangles  semblables  BDF ,  FCA  ,  donc 

ib:ia::BD:CA. 
La  seconde  bissectrice  donne 

HD:AIS::ED:EA. 
or  ED:EA::BD:CA,    donc    1B:1A::UD:AN, 

donc  HI  et  KG  sont  parallèles  à  BI>,  et  un  démontrerait  de 
même  que  IK  .  et  par  suite  GH  sont  parallèles  à  CA  ;  actuel- 
lement soient  L  et  M  les  milieux  des  diagonales  :  joignons 
CL,  AL  ;  la  1"  coupe  KG  en  P  son  milieu  ; 

la  2'  coupe  IH  en  N  son  milieu. 

Si  Ton  joint  NP.  d'aprèsun  lliéorème  connu,  cette  ligne  passe 
au  centre  du  losange,  est  parallèle  à  IK  et  par  suite  à  AC, 
et  le  milieu  de  cette  droite  se  trouve  en  o  centre  du  losange  ; 
donc  si  l'on  joint  Lo  et  qu'on  prolonge,  cette  ligne  coupera 
AC  en  son  milieu,  puisque  PÎS  est  coupée  en  son  milieu  en 
o  :  or  L  est  le  milieu  de  la  diagonale  BD,  o  est  le  milieu  des 
deux  bissectrices  et  M  est  le  milieu  de  la  diagonale  AC  :  ces 
trois  points  sont  en  lignedroite.  C.O-F.D. 


SUR  LES  APPROXIMATIONS  NUMERIQUES  (p. 249) 


PAB  M.  rUBT. 


Dans  votre  dernier  numéro,  je  trouve  une  note  do  M.  Guil- 
min  sur  les  approximations,  qui  ne  me  parait  pas  complète, 
car, pour  ce  qui  concerne  l'extraction  des  racines,  il  semble 
ne  considérer  que  les  racines  des  quantités  commensurables  : 
il  est  convenable  de  chercher  quand  on  veut  extraire  une  ra- 
cine d'une  quantité  incommensurable,  avec  quelle  approxi- 
mation on  doit  calculer  la  quantité  incommensurable  pour 
que  l'erreur  commise  soit  plus  petite  que  —  . 

Je  proposerai  la  méthode  suiva  nte  : 

Supposons  que  l'on  ait  iïexiraire  la  K  A;  Aest  une  quantité 
incommensurable  :  on  demande  avec  quelle  approximation 
on  doit  calculer  A  pour  que  t^'Â  soit  approchée  à  -  prés.  L'er- 
reur sera  égale  à  p'A+e  —)/'~A. .  On  a  donc  l'inégalité 

je  multiplie  et  je  divise  le  1"  membre  par  le  quotient  de 
A+e— A  par  p^A+e  —  p^X .  il  vient 

(iv^r'-(-(P',(+er'i>'rr:+(p^A)"""    ^' 

Sije  diminue  le  dénominateur  et  que  je  donne  ensuite  à  c  une 
Valeur  telle  que  le  premier  membre  soit  <  ^  à  fortiori  l'iné- 
galité précédente  sera-t-clle  satisfaite  ;  je  remplace  donc 
p^A-f-e  par  J^Â  ,  il  vient 


»(i>Â) 


—  360  — 

Or,  en  satisfaisant  k  l'inégalilé e <;  — ; — ,  j 'aurai  salisrait  à  la 
précédente.  A'  étant  une  quantité  plus  pttito  que  p'A. 
J'ai  l'honneur  d'Otrc ,  etc. 


SOLUTION  DU  PROBLEME  23  [page  246). 
FAB.  H.  MZaUXITX  (±DOUAIU»). 

DMuirc  des  propriétés  du  triangle  rectangle  que  le  module 
de  la  somme  de  deux  types  imaginaires  est  plus  petit  que  la 
somme  des  modules  de  ces  deux  types ,  et  plus  grand  que  leur 
difTérence.  Le  type  imaginaire  est  représenté .  comme  on  sait , 
par  fl+tV/— 1,  et  son  module  par  \/«"+i'  pris  positive- 
ment. 

SOLrriO!*.  Soient  {^ff.  57)  BB'=:a',  BC=a;en  Cj'élèYe 
une  perpendiculaire  àB'C;jcrais  AC^A,  0X^=0';  élevant 
aussi  une  perpendiculaire  en  B,  je  fais  A'B=OA=A';ic 
mène  AB.  AU',  A'O    et   ffO. 

J'ai,  dans  les  triangles  rectangles  ABC.  A'B'B  et  B'COi 
AB=V/û'+i'',  A'B'=  K/a^'-Vb"  et  B'  0=  V/ (a +«')'+[  H  6')*; 
ce  sont  les  trois  modules  :  or,  dans  le  triangle  A'B'O,  on  a 
B'0<(A'B'+A'0)  et  B'O>(A'B'~A'0) ,  ou  bien,  à  cause 
de  AB  =  AO , 

\/(a^)-j^{bJrW>  {V^^j-'-yi::^')-     C.Q.F.D. 

Sii=ii'   et    ft^i",  onaalors 
et  le  triangle  A'B'O  se  réduit  à  une  droite. 
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LIEU  GÉOMÉTRIQUE. 

Des  foyers  des  sections  faites  dans  le  c&fie  circulaire  droit  par 
un  plan  tournant  autour  d'un  point  pris  sur  une  généra- 
trice, et  restant  perpendiculaire  au  plan  méridien  qui  passe 
par  cette  génératrice. 
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Professeur  suppléant  à  la  Faculté  de  Dijon. 


I.  Soit  S  le  sommet  du  cône;  Sx,  Sv  deux  géuératrices 
opposées;  A  le  point  fixe  et  sommet  de  la  section  ;  axes  rec- 
tangulaires ,  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  des  deux 
génératrices  est  Taxe  des  x. 

L*équation  des  coniques  est , 

j 2tfsin(3sing  sinasin(ût+2p)      , 

a  étant  la  distance  AS  [fig.  63) ,  2|3  Tangle  de  deux  généra- 
trices opposées ,  et  a  Fangle  que  fait  la  trace  du  plan  sécant 

avec  SA. 

La  distance  p  des  foyers  au  sommet  A  est  donnée  en  géné- 
ral ,  dans  réqnation 

y*=,  2px  -f-  ^J^'       (axes  rectangulaires) , 
par 

ou 

On  aura  donc  en  appliquant  ce  calcul  à  l'équation  (1),  Té- 
quation 

Arn.  or.  Mathém.  I.  ^* 
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(2)p=-;rJ^^|^  n. 


sin(a+2|3) 
oa 


(S) 


à  l'aide  d'une  transformation  simple  et  connue  (**).  Telle  est 
réqnationen  coordonnées  polaires  du  lieu  chercbc,  les  angles 
«  étant  comptés  à  partir  de  SA. 

lo  Pour  a  =  0 ,  p=0  et  p=a ,  on  a  les  points  A  et  S  ;  c'est 
le  cas  de  l'ellipse  se  réduisant  à  une  droite  limitée,  les 
foyers  sont  aux  sommets. 

2»  a>0  et  <;90 — 13,  p  aura  deux  valeurs  positives  ; 
foyers  d'une  série  d'ellipses ,  sur  les  segments  AmC  et  SC  ; 
trace  AQ  ;  foyers  m  et  m'. 

3*  as=90 — p,  p  =  ûsinp  =  AC;  c'est  le  cas  du  cercle, 
les  deux  foyers  se  réunissent  au  centre  G. 

4*  a>90 — 3  et  <180— 2p,  p  a  deux  valeurs,  corres- 
pondant à  de  nouvelles  ellipses.  Los  branches  se  coupent, 
cos(a4-P)  change  désigne.  Le  signe  supérieur  qui  a  donné 
se ,  donne  GF ,  le  signe  inférieur  qui  a  donné  A/tzC  ,  donne 
CG'U;foyer8G,G'. 

5»  as  180* — 2p ,  p=as\n*p=  AF ,  ou  le  quart  du  para- 
mètre dans  l'équation  (1)  et  p=<>c,  c'est  le  cas  de  la  para- 
lK>lei  F  est  le  foyer. 

6<>  a>180— 2p  et  <i80o,  p  a  deux  valeurs  de  signes 
contraires;  c'est  le  cas  des  hyperboles  ayant  leurs  foyers  sur 
les  arcs  G"S  et  FA. 


osiii/^cosâ 
(')  Le  lieu  géoméiriqae  du  centre  est  donc  /»—  —. — — —    ;  une  droite. 

Tm. 

('•)  fin  «fin  («+2/3)— cet  2/3—  coia(it+/9)— cos«^ cof«(«+>3)+- 

2  2  2  ^'^'^2 

—  cofi^  — eoii(«+/3),  elc.  Tm. 
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*7«  a  =  1 80^  p  =x= — a  et  p  =  0 ,  les  hyperboles  se  réduisenl 
à  la  géoératrice.  Ainsi  les  points  S  et  A  sont  les  foyers  des 
hyperboles  et  dos  ellipses  qui  tendent  à  se  réduire  à  une 
droite. 

8*  a>  180%  donne  pour  o  dos  valeurs  déjà  trouvées. 

II.  La  courbe  s'étendant  àrinfmi  vers  G'  et  G'\  a  pour 
asymptote,  la  génératrice  opposée  VSY ,  bien  qu'il  semble 
que  la  parabole  considérée  comme  limite  d*ollipsos  ou  d'hy- 
perboles doive  avoir  son  second  foyor  sur  son  axe  (*). 

En  effet,  soit  wl'a  ii{,'Ie  G'AP ,  on  aura  pour  la  distance  r 

d*un  point  quelconque  de  la  courbe  à  la  droite  AP,  direction 

du  rayon  vecteur  inOni , 

GT  =  /•==;.  si  fi'.), 
ou 

asin^stU'"  ,     ,  r^^ 

faisons  a  =  180 — 2f5-|- w     puis  w  =  0 ,  nous  aurons  succes- 
sivement 

r  =  — rtsinp/  —  cosp=pcos(p — a>)  | 

et  r=0,  correspondant  à  p  =  rtsiirp, 

r  =asin2j3,  correspondant  à  p  =  zl:oc. 

Ainsi,  comme  AQ  =  <zsin2^,  VSY  est  Tasymptote. 

III.  Si  Ton  prend  pour  axe  des  x  la  génératrice  SA  ;  pour 
axe  des ^,  Taxe  de  la  parabole,  on  aura 

y  sin  2j3 


8m«  = 


x  sin  23 

P 
et 

f.'  -  -  x'  +.r'  -f  ^xy  cos  ûp , 


sin(a  +  2p)  =  — 


<*>  Il  en  etl  «insi;  Taxe  de  la  parabole  tsi  parallèle  à  l'asympiote. 
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Yalears  qui  substituées  daos  Téqualioa 

conduisent  à 

(4)  {a+x)^'-  {arsm*P'-2x{a+x)cos2p \  y+(a'\-x)x'=0. 

Pour  x  =  0,  ^  =  0  et^=asin*3,  distance  focalo  de  la 
parabole, 

a  ,    a 

'  =  -2'    -^=+2' 

une  seule  valeur ,  c'est  le  cas  du  cercle. 

c*est  le  double  cas  de  a=0  et  a=180.  Ce  qui  doune  encore 
pour  asymptote  la  génératrice  V'SV. 


PROBLEME  SUR  DEUX  CERCLES. 

PAa  rSU  H.  XiÉTT, 

ProfesMor  aa  Collège  Charlemagne. 


Fig,  58.  Par  le  point  d'intersection  A  de  deux  circonférences 
données,inener  une  corde  commune  BAC, telle  que  le  rectangle 
fiitsur  une  partie  delà  corde  comprise  par  l'une  des  circon- 
férences, et  une  ligne  donnée  //i,  plus  le  rectangle  fait 
sur  Tautre  partie  de  la  corde ,  ot  une  autre  ligne  donnée  n , 
égale  un  carré  donné /7\ 

Supposons  le  problème  résolu ,  ot  soit  BAC  la  corde  cher- 
chée-, par  hypothèse,  on  a  /7i.BA-{-/i.AC=/?'.  Dupoint  A,  je 
mène  les  diamètres  AD,  AE,  et  je  joins  Bl),  CE;  les  angles  en 
B  et  en  C  étant  droits,  on  conclut  que  BD  ot  CE  sont  paral- 
lèles. 

Je  diyisc  le  diamètre  AD  en  deux  parties  telles  que  Ton  ait 
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AD:AF::n:m.  Uu point  F,  j'abaisse  FG  perpendiculaire  à 
AB  ;  alors  FG  est  parallùle  h  BD,  et  on  a 
AD:AF::AB:AG,  donc  AB:AG::/i:ni  ou  nt.AB=/i.AG, 
doDC,  en  substituant  dans  l'égalité  qu'on  a  par  hypothèse , 
celle-ci  deviendra 

n..\G-\-H.AC=p'.  ou  H(AG+AC)=/,  ou  nGC=;»'. 
Donc  GC  est  une  3*  proportionnelle  aux  deux  lignes  n  elp. 
Joignons  FE,  et  menons  FEI  parallèle  à  BC,  nous  pourrons 
construire  le  triangle  rectangle  FEU,  dans  lequel  nous  connais- 
sons l'hypoténuse  et  FH=  GC  : dou résulte  la  construction 
suivante  :  du  point  A,  menez  les  diamètres  AI>,AF;  partagez 
AD,  dételle  sorte  que  AD:AF::n;m  :  joignez  FE,  sur  FE 
comme  diamètre  détrivoï  une  demi-circonTérence  ;  du  point 
F  comme  centre,  avec  an  rayon  égal  k  la  3'  proportionnelle 
entre  n  etp,  décrivez  uu  arc  de  cercle  qui  coupe  la  demi- 
circonTérence  décrite  sur  FE  en  H.  Joignez  FH  et  prolongez- 
le  jusqu'en  C  ;  lirez  CAB ,  ce  sera  la  droite  cherchée  :  si  /i=ni 
ou  n= — nj,  on  retombe  sur  des  problèmes  connus, Cepro- 
blème  est  susceptible  de  discussion. 

:  CiiniDiun>(|u«  psr  U.  Cuupi,  UR  de  Wl  tlèi».  ) 


DEMONSTRATION 

D'UN  THËORËUE  DE  H.  CHASLËS, 
VAS  K.  BOOTBODX, 

Élére  du  Collège  rojil  d'Oilèan*. 


Un  système  de  forces  dirigées  d'une  manière  quctconqno 
dans  l'espace,  peut  toujours  se  réduire  à  deux  forces  non 
silaécs  dans  le  mËme  plan ,  et  cette  réduction  peu  tse  faired'une 
infinité  de  manières.  Quellcsque  soient  les  deux  forces  qu'on 
considère,  la  pyramide  triangulaire  qui  a  pour  sommcis  les 


es 

Â 


t 


etlrémilc's  des  lignes  qui  reprëscnlent  les  forces,  a  un  volume 
coiislant. 

Démonstration.  Un  sait  qu'ua  système  de  forces  dirigées 
d'uDc  inanicre  quelconque  dans  resfiace ,  se  ramène  généra- 
lement à  une  force  et  à  un  couple  qui  ne  sont  pas  dans  le 
mi^mc  plan.  En  Iranspurtaul  le  couple  parallôlement  à  son 
plan ,  de  manière  que  l'une  des  exirémilés  de  son  bras  de 
levier  vienne  sur  le  point  d'application  de  la  force ,  cette 
dernière  et  l'une  des  forces  du  couple  étant  appliquées  au 
même  point,  se  comjmscnt  en  une  seule,  et  il  resto  dt'ux 
forces  non  situées  dans  le  iiM^me  plan.  Le  couple  pouvant 
être  changé  en  une  linfinité  d'autres  équivalents  et  pouvant 
d'ailleurs  tourner  dans  son  plan ,  ce  système  de  deux  forces 
pourra  varier  d'une  infmité  de  manières. 

Considérons  donc  le  couple  (!• ,  —  P) ,  dans  l'une  de  ses 
positions  ;  soit  MN(/Î9.  80)  le  planducouple,  et  Qlaforccqui 
doit  se  composer  avec  la  force  P  du  couple-  construisons  le 
parallélogramme,  et  soit  AR  la  résultante.  La  pyramide 
construite  sur  les  deus  forres  —  P  et  AR  aura  pour  mesure 
de  son  volume  sa  base  ABP  multipliée  par  le  7  de  la  distance 
du  point  &  au  plan  MN. 

Faisons  maintenant  tourner  le  couple  dans  son  plan  autour 
du  point  A  et  supposons  qu'il  prenne  la  position  FAB'.  Ra- 
menons encore  ce  couple  cl  la  force  AQ  à  deux  forces  —  P 
et  AU';  la  pyramide  construite  sur  ces  deux  forces  aura  mémi; 
basequG  la  précédente,  car  les  triangles  AB'P'  et  ABP  sont 
égaux ,  puisque  les  deux  couples  sont  idenliques.  Elle  aura 
aussi  même  hauteur,  car  le  plan  MN  et  le  plan  des  deirx 
lignes  RQ  cl  K'Q  sont  parallèles  d'apré.s  la  construction.  Les 
perpendiculaires  abaissées  des  points  R  et  R'  sur  le  plan  IVIN 
sont  par  conséquent  égales ,  les  deux  pyramides  ont  donc 
des  volumes  équivalents. 

Nous  avons  supposé  que  le  couple  se  déplaçait  sans  que 
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&A  force  cliangcàli  s'Use  transrarme en  un  autre  équivalent, 
c'est-â-djre  d'un  moment  égal ,  le  triangle  qui  forme  la  base 
de  la  pyramide  conserve  la  même  surface  qu'auparavant, 
puisque  ic  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  nu  varie  pas. 
On  démontrerait  comme  auparavant  que  la  hauteur  de  la 
pyramide  reste  toujours  la  même  ;  le  théorème  est  donc  dé- 
mooirêC). 

Observation.  Le  beau  théoriime  de  M.  Cbaslcs  est  une 
conséquence  immédiate  des  conditions  d'équilibre:  1°  des 
forces  sont  en  équilibre  autour  d'un  axe  fixe,  lorsque  ia 
•ommc  ali^ébrique  de  leurs  momcols  par  rapport  à  cet  axe 
est  nulle  ;  le  moment  d'une  force  par  rapport  à  un  axe,  c'est 
le  produit  de  celle  force  par  sa  plus  courte  distance  à  l'axe , 
multiplié  parle  sinus  de  l'angle  des  deux  droites  i  2*  le  vo- 
lume d'une  pyramide  triangulaire  est  égal  au  sixième  du 
produit  de  deux  arêtes  opposées  par  leur  plus  courte  dis- 
tance et  par  le  sinus  de  leur  angle  ;  3°  donc,  si  sur  l'axe  fixe 
on  prend  deux  points  à  Tolontc,  ils  forment  généralement 
avec  les  extrémités  d'une  force  les  sommets  d'une  pyramide 
triangulaire;  ily  a  autant  de  pyramides  que  de  forces;  donc 
dans  le  cas  d'équilibre  la  somme  algébrique  des  volumes  des 
pyramides  est  nulle.  4°  Soient  m  forces  en  équilibre,  en 
prenant  la  direcliun  d'une  quelconque  de  ces  forces  pour  axe 
fiie ,  ré;]uilibre  subsistera  encore  ;  combinant  les  extrémités 
de  cette  force,  successivement  avec  les  extrémités  des  autres 
forces,  on  auram — t  pyramidcsdont  la  somme  des  volumes 
sera  nulle  ;  faisant  le  même  raisonnement  pour  chaque  fonce. 


on  obtient  /»  équations  entre 
„__m(,„-3> 


pyramides;  il  y  a 
de  plus  qucd'équaliuns;  5"  soient 
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les  quatre  foiH^  P,  Q ,  R ,  S  eo  équilibre  ;  représeatoos  par 
PQ,  PR,etc.,  les  Tolames  des  pyramides  triangolaires  dues 
aax  forces  P  et  Q ,  P  et  R ,  etc.  ;  on  aura  donc 

PQ-f.pR4.pS  =  o, 
QP+QR+QS=0. 
RP+RQ+RS=0, 
SP  +  SQ+SR  =  0, 

d'où  Ton  tire  PQ=RS,  PR=  QS,  PS  =r  QR  ^  ce  qui  revient 
au  théorème  de  M.  Ghasles.  Tm. 


DEMONSTRATION 

P'UN  THÉOHÈME  DE  M.  GAUGUY. 

9AB.  H.  BOUT AOVX  , 

Élève  du  Collège  royal  d'Orléans. 

La  racine  m}^^  du  produit  de  m  nombres  est  plus  petite 
que  la  moyenne  arithmétique  entre  ces  m  nombres. 

Je  commencerai  par  démontrer  que  le  théorème  est  vrai, 
lorsque  m  est  une  puissance  de  2. 

11  est  vrai  pour  la  racine  carrée  •.  en  effet ,  appelons  a  et 

b  les  deux  nombres,  je  dis  qu'on  aura  \/ab<C  -^^  •-  car 
on  a  identiquement 

/a  +  by  y— 

ab  est  donc  moindre  que  (  — ~  j    et  par  conséquent  Vab 

aA'  b 
est  aussi  moindre  que  ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

11  est  facile  de  passer  de  là  au  cas  où  m  =  i    en  effet 


^^abcd  peut  se  mptlre  sous  la  forme  {/y  ahVcd.  Je 
considère  vab  cl  \/cd  comme  deux  faclears;  nous  aurons 
donc  la  racine  carrée  des  deux  Tacleurs  \/ab  cl  X/cd  qui 

sera  moindre  que '- ;  or  vab  csl  moifiore  que 

— '—  el  V  cd  moindre  que  -^  .  donc  à  plus  forte  raison 

r  \/al\/cdon\/at)cd  sera  moindre  que  1 — — - 

Od  passera  de  ce  cas  à  celui  où  m  =  8 ,  puis  au  cas  où 
m=  16  et  ainsi  de  suite.  Le  ihcorcme  est  donc  vrai  pour  un 
nombre  de  facteurs  égal  à  une  puissance  quelconque  de  2. 

Avant  de  dcmunlrcr  le  théorème  pour  tous  les  cas  possi- 
bles ,  je  vais  faire  voir  que  s'il  est  vrai  pour  le  cas  où  l'on 
considère  m-|-l  nombres,  Usera  encore  vrai  pour  le  cas  où. 
OD  n'en  considère  plus  que  m.  Je  suppose  qu'on  ait 


I 


y... 


^  (ibcd....  U  < 
elje  dis  qu'on  aun 

Ç'abcd,...K 


a  +  ù+c+d....+i 


en  effet,  i,'aljcd...  A  pcul  se  mettre  sous  la  forme 


y   i/a-+'(,-+ 


l/a-+'(.-+'....*-+'i 
je  fais  sortir  a"!!"...  k"  de  dessous  le  deux! 


abcd.. 


radical,  el 
ky^abcd  ...i.    Or   nous   avons    ici 


j  ai  ainsi  \ 

m-j-l  facteurs  sous  un  radical  dont  l'indice  Csl  "t-\-t,  et 
nous  avons  supposé  que  dans  ce  cas  le  Ihéoréme  csl  vrai  ; 
nous  aurons  dune 


"(/, 


ahcd...  I.\^abcd...k-^ 


on  lire  de  là  ce  qu'on  voulait  démontrer,  savoir  . 

</7Ui^i.  <.-+'+'+;'■■■■+'■. 

Si  le  Ihéorèmc  esl  vrai  pour  un  certain  nombre  di^  Tac- 
leors,  il  est  donc  encore  vrai  lursqu'on  a  un  facteur  de 
moins.  Or  quel  que  soit  le  nombre  de  raclcors  que  l'on  con- 
sidère ,  on  pourra  toujours  trouver  une  puissance  de  2  plus 
grande  que  ce  nombre  ;  le  thcorcmc  étant  vrai  pour  un 
nombre  de  racicurs  égal  à  celle  puissance  de  2 ,  sera  encore 
vrai  pour  ce  nombre  diminué  d'une  unité ,  puis  de  deux ,  de 
trois  unités,  et  ainsi  de  suite.  On  descendra  ainsi  jusqu'au 
nombre  proposé  :  le  théorème  est  donc  démontré. 

Ohen-alion.  Im  première  partie  de  cette  démonstration 
est  celle  de  M.  Caucliy;  la  seconde  en  diflérc  un  pou. 
(Cours  d'Analyse,  page  457,  1821.)  MM.  Lobbalo  et 
Bobiltier  en  ont  donné  aussi  une  démonstration  dans  la 
Correspondance  Malhémaliqve  de  M.  Quélolet,  tome  IV, 
p.  169,  18-38.  Tm. 


QUADRATUUE  DES  COURBES  PLANES 
LT  CriîATUHE  DES  SOLIDES  DE  RÉVOLUTtON, 

PAR  M.  OAaVAUO, 

Élè<e  tlu  Colli'Bc  roïttl  J^  Sainl-Louis  r"). 

Quadrature  des  courbes  planes. 
Ohaerralion.  Celle  méthode  d'approximation  ,  basée  sur 


_■  inémopriiiii|iC,csl  muinsexaclcqueielU'quioldévclup- 
pée  dans  te  lonic  II  iIl-s  PonclitiDs  ellipliqui^s  de  Lcgcndrc 
tp.  572).  Nous  avons  admis  ce  travail  parce  que  la  marche 
csl èléiDcnlairc ,  cl  quv,  les  résultais  sonl  aulfi=anls.  On  sup- 
pose, d'ailleurs,  que  la  funuliony  conserve  toujours  même 
signe  et  n'éprouve,  non  plus  que  les  cocflicienls  différen- 
tiels, des  changcmenls  brusques  pour  de  légers  accroisse- 
menis  de  la  variable.  Lcibnïtz  est  le  premier  qui  ail  cs^^ayé 
celle  mi^me  tuélhodede  quadrature  (Ad.  crud.  april.,p.  I7S, 
ann,  1693].  L'année  suivante,  Benioulli  (Jean),  a  donné  sa 
célèbre  série ,  qui  est  le  point  de  départ  ou  d'arrivée  de 
tout  ce  qu'on  a  fait  depuis  (Ad.,  p  i38,  ann.  1694).  Tm. 
1 .  Soit  AM  (lig.  85),  une  portion  de  courbe  plane  quelcon- 
que, qu'il  s'agit  dequarrer.  Partageons  OP=a- en '«parties 
égales,  élevons  les  ordonnées  correspondant  h  chaque  poini 
de  division  ,  et  formons  les  rectangles 

MQP'i',   M'Q'P'F, de 

Chacun  d'em  deviendra  un  élément  de  la  surrace  AMOP,  si 
nous  supposons  m=«:  :  leur  soname  devra  donner  cette  sur- 
face. 

Or,  l'aire  du  premier  rcctangleesL^- j,  celle  du  second 

—  y,  celle  de  troisième  -~y' ,  celle  du  m'*'"''  -  j'»— i, 

leur  somme  sera ,  en  la  désignant  par  i , 

:=,^(.r+j''+y'+---hr»-i+r«-L)  a- 


jccordïr  aui  crreufs  Jaim  Im  Juseineiil*. 
mol  iDiHitui  pour  l'ipnnier  unii  inlégTiUan.CcUt  net- 
•lu.:   auill''-riiauJII;  «ir  LolbniU  «piwlait  l'InLégrih.- 
um  111  ,iu*"i  lÉimmalori'uJB.  [  i,  BPfnoulli ,  Op.  om«i»  , 
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Soliy=i/\x)  réqaation  de  la  courbe ,  on  aura  éy idemmcnt  : 

la  somme  des  rectangles  devient  alors 

+/H^><'-^')Î- 

On  a  d'ailleurs  les  égalités  saivantcs 

''•^^'      m      1     "^w'       1.2       m»     l.a.a"*"'" 

_^  X*     fix) 


K-îh 


m"    1.2.3...n 

y       2x\  2x/'(jr)     (2x)*/'(x)     (ar)' /"(*), 

^  {2xT      /"(JT) 


/m"      1.2.3...»' 


■< 


3x\_  3a.-  /(x)     (3j:)'/"(-r)     (3j)'  /"'(x)  , 


m'     1.2.3...»' 


(m— 2)x\       ,,   ^      (m— 2)x  /"(x)  ,  [(m~-i)x]'  f'{x) 


/(:,_2:Î=!)5)  =/(,)_  (fl^  Ar)_j 


m'  1 .2 


[(/«-2)x]3  /"(x)  [(m-2)x]''      /"(x) 

l.a.s"^"  m"  1.2.3...»' 


»»' 


(«1— 1)X\_    .,    ^       (/«-1)X/(X)   ,  [(M— 1)X]V'W 


/^_(«j-l)_xX  (/«-1)x/(x) 

\  m       J  m  \ 


m'  1.2 


//?^  1.2  3  nr  1.2.3...n 
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Appelons  T  la  somme  des  m  égalités  précédentes  ;  désignons 
en  outre 

(l+2+34-....(m— 1))parS.  ;  (l'+2'+3*+4'+...(m— l)')parS., 

et  généralement 

(r+2"+3"+...(m— in  parSn, 
nous  aurons 


1.^.3...»  m 

d'où 

î=/w-fm  A+£/.wi..  +,^,r"w^:  +, 


Faisons  maintenant  m=  oc,  nous  obtiendrons 


1.2 n.{n+i) 

car  on  sait  que 


r(x), 


..     s,     1    .    s.    1        ,.     s,         1 


//*•       2*    — m'      3    •  •  /»*+'       /i+r 

Mais  nous  avons  trouve  plus  haut  2=  —  ,   nous   aurons 

m 

donc  pour  Texprcssion  de  la  surface  cherchée  : 


x"+' 


1.2....rt.M  +  l 


/"W  (•)• 


{']  Série  de  Jean  Rernniilli.  (  Voir  Lacroix ,  Calcul  dilTcr.,  p.  358 ,  s*  rdilton, 
I83T.  )  Tin. 


2.  Remarques.  T  Nous  avons  supposé  dans  tout  ce  qui  pré^ 
cède  que  les  axes  étaient  rectangulaires.  Dans  le  cas  où  ils  ne 
le  seraient  pas,  en  nommant  a  leur  angle,  on  aurait  pour  ex- 
pression de  la  nouvelle  surface 

2'=sina2. 

'r  Si  on  voulait  avoir  seulement  Taire  d'une  portion  telle 
que  MKNP,  on  ferait  KP  =  z,  et  divisant  z  en  m  parties 
égales ,  les  ordonnées  successives  seraient 

Alors,  par  un  calcul  identique  à  celui  que  nous  venons  de 

faire,  mais  dans  lequel  ^ ,  —; etc. ,  seraient  remplacés  par 

m  m 

z    z" 

— ,  — - etc.,  on  obtiendrait 

m  m 

1.2.3 «.{«+!)''    ^ 

3°  Nous  avons  admis  que  l'on  avait  généralement 

S„  1 

pour  ne  rien  laisser  à  désirer,  nous  donnerons  ici  une  dé- 
monstration de  cette  proposition. 

Soient  a,6,c,£{...A,m  les  termes  d'une  progression  par  dif- 
férence dont  la  raison  soit  1 ,  nous  aurons  : 

b"^  =  (a+l)-  =  ,z'*+na'*-'+!i(^a'*-'+ -{-na+a^, 

c*  =  (6+1)"=  ^'*+/,^"-+  ^iiïZl)^-.^ +nb+ù\ 
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m^'cs  {k+i  r=  r+nA"-+  ''^'^     ^^r-'4- +nk-\-k\ 

Faisons  la  somme  membre  à  membre ,  nous  obtiendrons 
en  employant  la  notation  adoptée  plus  haut  : 

1 .2 

n(n—i){n—2)^^ 
H T-gg (3n-3— /y*      (4-...(b.— 1). 

De  là  on  déduit ,  en  faisant  a=  1 ,  et  successivement  /z  =  1 
/i=2 

S.  =  - w(//i+1), 

3      ~2      ^6     ' 


1  1  1 

S.  =  -/7i^4 — //i^-j — m*. 


Donc  on  a 


lim.— =-,  lim. -^==-  ,  lim.  — -  =  „,  lim.  — *-=  -. 
Pour  démontrer  que  cette  limite  est  générale,  suppo.ons-la 

Sfi— 1      ...  -,  ...  Sn  1 

vraie  pour  — ^  ;  je  dis  que  1  on  aura  aussi  lim .  -^^  =  —r—* 

En  effet,  diaprés  la  formule  précédente,  nous  avons 
mr^—i=:  (n+1)  (Sn-m*)  +  ^iii^(Sn-,--m"-')+.... 

+(«+l)(S.-/»»)+(S— 1), 

d'où  en  divisant  toat  par  m"^' 


1    _  (/t+l)/    S, 1  \     (/>+<)« /S»-.        1  \ 

?*  1      V.  w"+'         m  y"*"  1.2.  m   V   m"  «t  / 


—  376  — 
Enfin  faisant  m=:oc, 


lim.  — r4j  =  — r—  , 


Donc ,  elc. 


Applications. 
3.    Quadrature  du    cercle.   L'équation    du    cercle  est 

^=  (r' — x^)\  ou  en  faisant r==:  1,  ^=(1— a:*)'  ,  nous  au- 
rons donc,  en  désignant  pour  abréger  par  A,B,C,D les 

coefficients  numériques  du  développement  de  (1 — x*y  • 

^r=:/(a:)  =  (l— .r')'  =  i     — Aj:' — Bx*— Cx^»— Do:»— 

d'où/'(:r)  =      — 2Ax— 4Da:5— eCxS— SDor'— 

f\x)  =      — 1.2A— 3.4Ba:'— 5.6Cj:*— 7.8Dj:«— 

/'"  {x)  =  — 2.3.4B:c— 4.5.6Ca:'— 6.7.8Da:'— 

f\x)  =  — 1.2.3.4B— 3.4.5.6C:c'— 5  6.7.8DX*— . 

/-  [x)  =  — 2.3.4.5.6C:c— 4.5.6.7.8Dx3— ... 

f^\x)  =  -^1 .2.3.4.5.6C— 3.4.5.6.7.8lXr»— 

f"{x)  =  — 2.3.4.5.6.7.8Dj>-. 

/^"(x)  =  — i.2.3.4.5.6.7.8D— 


X      .,  — X* 


En  multipliant/(x)  par  ~  ^f'(x)  par  -^^ —  ,  et  de  même 

chacune  des  autres  dérivées  par  une  puissance  de  x  divisée 
par  un  produit  numérique  convenable ,  comme  l'indique  la 
série  (t)  (n*  1),  tous  les  termes  d'une  même  colonne  devien- 
nent de  même  degré;  ils  deviennent  aussi  alternativement 
positif!^  et  négatifs  ;  ils  sont  toujours  en  nombre  égal  à  l'ex- 
posant de  X  dans  la  colonne,  et  ce  nombre  est  toujours  im- 
pair ;  enfin  ils  se  détruisent  tous ,  à  l'exception  du  dernier  de 
chaque  colonne,  de  la  manière  suivante  :  le  premier  est  égal 
et  de  signe  contraire  à  ravant-dornicr;  le  second  est  égal  cl 
de  signe  contraire  au  second  avant-  dernier,  et  ainsi  de  suite. 

i*   r'esl  re  qu'on  déduit  directement  de  la  rormule  (A),  p.  176.         Tm. 
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En  sorle  que  nous  avons  pour  la  surface  cherchée ,  en  sub- 
slitoant  à  la  place  de  A,B,C...  leors  valeors 
g^ t  1  i^      l.i  1  JT*     1.1.8   t  x'    t.1.3.5  I  -r' 

"■*      12   3        1.2' 2' 5        1.2.3'2'7      l.a.3.42' IT      '" 
Mainlenant,  si  de  l'espace  AOMP,  nous  relraochoi»  le 
IriaDglc  OiyiP=  -  j:  (1 —  x')',  nous  obtiendrons  poarla  sur- 
face du  secteur  AOM 

_l/-r      Ix'     t.3  x'     i.3.5  x'      1.3.5.7  x»  \ 

^""aW  '    2'  3      d.f  5  "*"2.4.6  7       2.4.6.8T  '  ■"■/^'" 

Divisons  cctic  expression  par  -  le  quotient  sera  l'arc  Altf, 
en  le  désignant  par  a,  et  observant  que  jr  =  sin  a,  nous 
aurons 

«=sinfl+- 


'    2     3 


^2.*'    5 


2.4.6     7 


■  ("); 


'^2.4.6.8'    9 

formule  propre  à  doaucr  le  rapport    de  la  circonférence 

au  diamètre,  car  si  on  y  fait  a=  30*.  onaarasina^:-,  et 

_    /  t        3      1        3.5    I      ,3.5.7     I  , 

6fl_„_3^I  +  .^,3  +  -.^+^.^+^— .^+...j. 


Cubature  tles  solides  de  révolution, 
i.  Proposons-nous  de  trouver  le  volume  engendrépar  l'es- 
pace AOMP tournant  aulourde  OX  (fig.  85).  Décomposons, 
comme  précédemment ,  celte  surface  en  rectangles  élémen- 
taires, chacun  d'eux  donnera  naissance  à  un  cylindre  dont 
la  otcsore  respective  sera 
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Soit>''=:7(-^).  l'équation  de  la  courbe,  on  aura 

La  somme  des  cjlindres  sera  donc,  en  la  désigoanl  par  V, 

Ed  développant  les  termes  de  la  parenthèse,  comme  au 
n*  \  ,  et  faisant  m^oc,  od  obtient  ponr  le  volume  cherché 


-,.'>)+-■ 


série  semblahle  à  celle  qui  donne  la  surface  ;  seulement  tous 
les  termes  sont  multipliés  par  un  facteur  constant  ^- ,  ^\-f{x) 
y  est  remplacée  par  '^(x).  On  a  d'ailleurs  entre  ces  deux 
fonctions  pour  uue  même  conrbe,  la  relation 

9.  L'application  immédiate  de  la  formule  précédente  aus 
équations 

y  —  x[iiït.—x), 

dont  la  première  représente  une  droite,  la  seconde  an  cercle, 
la  tr<Msième  une  ellipse ,  la  quatrième  une  parabole ,  donne 

V  =  nr'  -  pour  le  volume  du  cône, 

V  =-  tiR'  pour  le  volume  de  la  sphère, 


V  =  -nAB'  pour  le  volume  de  l'ellipsoïde  derévoluli 
V=  -  Kxy'  poar  le  volume  du  paraboloidc  do  révolation. 


QUESTlOftS  D'EXAMEN. 

Complémmt  à  la  discussion  des  lignes  courbes  représentée* 
par  des  équations  algébriques  quelconques. 


Observation.  Ce  mode  de  discussion  se  présente  natarel- 
lement ,  et  a  été  pratiqué  par  Cramer  (Intr.  p.  129)  et  par 
divers.  Les  eiemplcs  choisis  par  l'auteur  soat  propres  à 
faire  ressortir  les  avantages  de  la  méthode,  et  à  faire  con- 
oaltre  aux  élèvesdiverses  a&eclionsdesligines.  Ce  procédésert 
encore:  1° dans lesquadratures.  Ainsi  connalssaut  lesairesdes 
courbes  représentées  par  y=f{j:),  ^=F(^),  etc.,  on  a 
aussi  l'aire  de  la  courbe  représentée  par  y^:=/x-i-Fx-\-,., 
2*  ji  la  construction  de  fonctions  fractionnaires.  Exemple  : 

y  ='—-  ;  si  la  méthode  de  la  décomposition  en  fractions  par- 
tielles est  applicable,  la  conslruclioa  de  la  courbe  se  ramène 
à  la  construction  d'autres  courbes  plus  simples.  Aussi  toutes 

^       ,,     ,                    Aj:>-f  Bj:'+Cr+D 
les  équations  de  cette  forme  x  =  ; r-, — ~7: ' , 

^  (x— fl)  {x  —  b)  {x—cy 

d,  b,  c  étant  des  quantités  réelles  inégales,  peuvent  se  con- 
struire à  l'aide  des  coniques. 

Les  équations  de  la  forme /Cj:,^)F(jr,j-)  =  a,  qu'on 
rencontre  trés-souveut,  et  à  laquelle  on  peut  ramener  sou- 
vent 1rs  équations  qui  n'ont  pas  cette  forme,  se  construisent 


i 

i 


^^        M  ,  pai 


—  3S0  — 

k  l'aide  de  deux  courbes  variables  plus  simples.  Il  suffit  de 

1i\Te/{:c,  jr}=  am;  et  F[jr,  j-)=  — ;  m  étant  un  paramétre 

variable;  les  inlersections  de  ces  dcnx  coorbes  donnent  le» 
points  de  la  première  el  peaTeol  servir  (luelquerois  à 
découvrir  ses  propriétés.  Tm. 

Jusqu'ici,  les  mélhodes  employées  pour  discuter  et  con- 
struireles  courbes  représeotées  par  des  équations  algébriques 
de  degré  supérieur,  sont  Irès-restreioles,  soit  à  cause  de  l'im- 
puissance complète  de  l'analyse  dans  certains  c^S;  ou  bien  à 
cause  des  procédés  trop  pénibles  dont  il  faut  faire  usage 
pour  arriver  à  un  résultat  qui  presque  toujours  est  en  lui- 
même  d'une  eitrémc  simplicité- 

Les  théories  ordinaires  oc  sont  guère  applicables  qu'aux 
équations  de  la  (oTmey=^l,:t),  <]<(x)  n'étant  ni  la  somme, 
ni  la  dilTéreDCc  de  plusieurs  fonctions,  ou  tout  au  plni  de 
deux,  et  encore  dans  certains  cas  préparés  à  l'avance,  à 
cause  de  l'immensité  des  calculs  qu'il  faut  faire  pour  obtenir 
les  tangentes,  les  asymptotes ,  le  sens  de  la  concavité,  delà 
convexité ,  etc.  Notre  objet  est  d'étendre  ces  considérations 
jusqu'aux  expressions  plus  générales 

Y  =  ±F(j:)diF,[jr)ihF,(j:)±....F.lx].       (1) 
Désignons  d'avance  parf>(X,  Y}=0,  l'équation  do  la  courbe 
qu'on  veut  construire,  puis  posons 

^=±F(jr),  j'.=  ±F.[-r)....  ^.=  ±F-(j:)....  [2) 
ce  qui  revient  à 

Supposons  maintenant  séparément,  sur  les  mêmes  axes 
coordonnés,  cbacune  des  courbes  représentée  par 

/(j:,J-)=0,    /,{j:,r,)=0....  t[X,Y]=0.     (4) 
Si ,  par  un  point  situé  sur  t(X,  Y)sO,  et  dont  lescoor- 
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données  sont  3  cl  P,od  suppuse  une  ordonnée  indéfinie, 
celle  ligne  coupera  toulcs  les  lignes  courbes  de  la  suite  W , 
ea  une  série  de  points  donl  les  ordonnées  seront  le  plus  sou* 
Teot  de  longueurs  difTorenles ,  et  dont  tontes  les  abscisses 
correspondaules  seront  égales  à  s^  alors  (I)  in«Ddra  la  forme 
^=±,6±?,±....±P-.  (5] 

On  Tera  donc  Y  égal  à  la  somme  ou  à  la  difTérfnce  du 
second  membre  de  (5)  en  ayant  égard  aux  signes  -j-  et  — 
qui  précèdent  cbacnne  des  quaatilés 

p.  s..?. p- 

De  cette  manière,  on  aura  une  série  de  points  appartenant 
tous  à  la  ronrbe  cherchée.  On  mènera  ainsi  des  ordonnées 
successives  par  chaque  point  de  l'axe  des  x ,  et  ou  aura  par 
points,  la  courbe  représentée  par  f  [X,  ï)  =0. 

Si  toutes  les  valeurs  ^ ,  j3i ,  ^, , . .  ■  sont  différentes ,  un  aura 
autant  de  points  de  ^(X,  V)=0,  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
nombre  2";  les  quantités  3  >  0.  v-  ayant  chacnae  devant 
elle  le  double  signe  ±.  ['] 

Si  ona3  =  |3,,  on  aura  un  point  double  de  f(X,  Y)=Oi 
de  même  an  point  triple,  quadruple,  etc.,  pour 
S=p,=p,.     fi  =  p,  =  ,e,=p.,elc. 

Il  est  très-racile  au  surplus  d'obtenir  la  courbef(X,  Y)=0. 
On  construira  d'abord  séparément,  si  l'on  veulj\:r,x)=^0, 
^i  /.{^T  X, )'=*>■,  puis  on  prendra  l'une  de  ces  courbes 
telle  que/[j-,  j-)  =  0  pour  diamèlrc,  ensuite  on  portera 
les  ordonnées  correspondantes ,  pour  une  même  abscisse, 
de  /,{x,  y,)^=ù  ,  au-dessus  ou  an-dessous,  ou  ensemble 
en  même  temps,  du  diamètre  coiislruit,  selon  que  l'on 
aura  Y=^-f-^,ou  X=^  — ^  ou  Y=r±j',On  pourra 
dèa  lors,    supprimer /(x,  y)  =0,  /,{x,x,)  =  0,   et  leur 


substituer  <f{x,  yi  =  (i,qae  l'on  combinera  absuluDieiil  de 
la  même  manière  avec  l'équalion  suivante/, (jr,  _>-)  =  o,el 
ainsi  de  suite, on  aura  nnalcment  par  ce  moyen  ï[X,Y)=o. 

11  résulte  de  ces  opcralions  que  si  dcax,  trois,  qtmirc..  .. 
n  courbes 

/(x.j-)=0,  /,(x,^,)=O..../,_,(j;,j-.-.)=0, 
sont  eutrecllcs  OU  âccantcs,  OU  tangentes,  OU  asymptotes,  ctc  , 
la  courbe  représentée  par  f  (X,  Y)=;0,  devra  metire  cela  eu 
évidence,  et  il  y  aura  dans  îi{X,Ï)^0,2,  3,4,.,..  « 
branches  de  courbes  qui  seront  sécantes,  tangentes  ou  asymp- 
totes entre  elles,  etc. ;  et  cpla  est  visible  puisqu'on  ne  fait 
que  projeter  une  courbe  sur  une  autre  (irise  pour  diamètre, 
puis  projeter  encore  la  courbe  résultante  de  cette  opération, 
selon  la  même  loi,  sur  un  autre  diamètre  et  à  l'infini.  En  sorte 
que  la  projection  de  chaque  point  parcourt,  d'une  manière 
continue,  l'étendue  d'une  parallèle  à  l'axe  des  y,  l'abscisse 
de  ce  point  demeurant  constante  pour  toutes  les  variations 
possibles  de  l'ordonnée  de  ce  point.  Le  principe  énoncé  est 
donc  vrai. 

Noos  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  ce?  considéni- 
tions  générales. 

Voici  quelques  exemples  :  soit  proposé  de  discuter  et  de 
construire  la  courbe  que  représente  Yr=j7-("'*''B-'^sin:r. 
posons  j-^jT,  ^,  ^lang  j^,  x,^±;sin  jt. 

La  première  de  ces  équations  représente  (fig.  83)  une  bis- 
sectrice OK  des  axes  coordonnés,  la  deuxième  une  langeii- 
to'ide  COC,  et  la  troisième  une  sinussoïde  KOS.  Menons  une 
ordonnée  <jA,  puis  y  =:  dk  ^  ^■_=ch ,  y,-=±elt  ;  on  aura  donc 
pour  le  premier  point  de  ?CX,  ï)=îO,  dh-\-ch-\-eh=:ah, 
donc  le  point  a  est  le  point  cherché  j  pour  le  deuxième  il 
faut,  au  lieu  d'ajouter  eh,  le  retrancher ,  et  comme  eA<;  dh, 
il  s'ensnil  que  dh-\-ck—eh^hb,  donne  un  deuxième  point 


_J 
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de  lacuurbeen  f'situéégatemcntau-dessusdelalaDgCQtoïdo, 
oa  mènera  ainsi  des  ordonnées  saccessives  eu  les  aasujetlis- 
saat  à  l'équalion  ci-dessus  ,  el  on  am*a  tous  [es  poitits  de  la 
conrbe  cherchée.  Si  on  ne  veut  que  la  fornic  de  ^(X,  Y;^0, 
deux  ou  trois  points  pcavcnt  sufiire,  car  on  reconnaît  btenlât 
que  la  tangmlc  étant  oc  ponr  l'arc  de  90°,  la  tangentoïde  a 
pour  asymptote  la  ligne  V^ ,  et  qae  les  deux  branches  AOA', 
BOB'  de  f  (X,  Y)=0,  ont  aussi  celte  asymptote  pour  limilei 
donc  les  trois  branches  GOC,  AOA',  BOB'  concourent  au 
même  point  de  l'asymptote  3V>  Bitoé  à  oc.  Donc  la  courbe 
représentée  par  f  (X ,  Yj  =  0  est  comprise  tout  entière  entre 
les  deux  lignes  parallèles  Vu  et  W.  Cette  conrbe  dont  la 
discussion  est  fort  simple  par  cette  méthode ,  serait  d'une 
difficulté  inouïe  par  les  procédés  ordinaires ,  c'est-à-dire  si 
on  voulait  la  construire  directement  par  points,  ainsi  qu'il 
est  facile  de  s'en  convaincre. 


SOLIDITË  ENGENDRÉE  PAH  UN  SEGMENT  PARABOUQOE, 
VAB.  M,  rBBBlOT, 


La  surface  d'un  segment  de  la  parabole  y'=px  étant 
élémentaire,  j'ai  cru  qu'on  ne  sérail  pas  fâché  de  voir  com- 
ment on  peut  déterminer  la  solidité  engendrée  par  ce  môme 
segment  autour  de  son  axe,  sans  avoir  recours  aa  calcul 
intégral  {'). 

La  solidité  engendrée  par  le  segment  AniP  de  la  parabole 
y'=:px,  tournant  autour  de  son  axe,  est  -,pifx'. 

Concevons  un  polygone  rectiligne  quelconque  n 
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inscrit  à  la,  paiabuW y' =pj:  {fig.  d'J) ,  liQs  sommcls  de  ce 
polygone,  menons  des  parallèles  aox  lignes  AP,  Pni;  elles 
rcpréscnleront  les  abscisses  et  les  ordonnées  de  ces  sommets, 
CCS  ligoes  prolongées  rormeronl  Ks  reetanglps  PP'/jm', 
VV'p'm" ...  qui  scrout  inscrils  à  la  parabole,  elles  reclangles 
QQ'ym',  Q'Q'y''"'  ■■■•  «l^i  'i^'  seront  extérieurs. 

En  représentant  les  premiers  par  P.  P',  P"....les  derniers 
par  p,  p',  p". ...  ou  aura 
Solide  engendré  par  Wpin'  autour  de  l'axe  -y"(x — x!). 
Solide  engendré  par  QQ'^/h'...  n(  y* — y'*)x', 

ce  dernier  élaut  la  diITi;rcnce  des  cylindres  engendrés 
par  les  reclaDgles  AQ^P',  AQ'ni'F,  dont  les  solidités  respec- 
liïes  sont  jiy'x'  cl  ^yx' . 

Si  on  prend  le  rapport  des  solidts  précédents,  on  aura 
P      y  (j7— jc"! 
-  = — ; 77- — ;  ;  mais  parce  que  les  sommets  m ,  m'  sont 

P     (r  — y  )•» 

à  la  parabole ,  oa  a  tout  à  la  fois  y  =px ,  y"  =/>j/ ,  et  par 

1>       r"(x — x')       P      y 
suite  —  =     -,   ■    -  ---,■  ou  —  =  —  =  1 ,  résultat  indépen- 

p      px  [x—  X)       p       px 

dantdc(x  —  x'),  c'est-à-dire  de  la  distance  qui  sépare  les 
sommets  m,  m\  m"....  du  polygone  inscfit. 

Par  des   raisons  semblables  aux  précédenics,  on  aura 

P      .    P"      .        ,  ,  P+P'+P"+fitc  ■  .      , 

-7  =1,  -5  =  1...  cl  par  conséquent ,  -,  ■  „  — —  =1 . 

ff  p"  r  ■>         ^^_^^^y'_j_oic.... 

Ce  qui  signiG'^  que  le  solide  engendré  par  li^  segment  AmP 
qui  se  compose  de  la  somme  dos  rectangles  P+P'-i-P"4-elc, . 
est  égal  au  solide  engendr.'  par  AQm  ou  p-\'p'-\-p"-i-<Hc.... 
qui  complèle  le  rectangle  APQ/n  dont  la  solidité  est  k^'j:. 

Donc  enfin  le  solide  cherché  est  4  '^y'x  ,  ou  7  iiy^jr', résul- 
tat coDlorme  à  celui  que  Touniit  le  calcul  intégral  {ydr 
Calcul  intégral  de  M.  Lacroix,  $  515). 


QUESTIONS  PAR  ECRIT 

Proposées  à  Paris  aux  candidats   d  l'École  polytechnique , 
en  18A2. 


1".  Ëtaot  donnés  un  Iriaogle  ABC  et  deui  poinU  P  et  Q 
9Dr  la  base  AB,  on  mène  par  ces  points  deux  droites  rencon- 
trant respccliTcmcnl  lescAlcsCA,  CB,  en  deux  points  a,  f>, 

Ca       Ci 
variablesdc  telle  manière  qu'onatt  la  relation/).- — 1-5. --^1; 

(p  elq  étant  des  constantes),  (ruuvcr  le  lieu  géomciriiiuc 
du  point  M  de  rencontre  des  deux  droites  Va ,  Qb. 

Solution.  Un  prend  pour  axes  la  base  AB  et  la  médiane  qui 
pgsse  par  l'angle  C  -,  le  lieu  géométrique  est  une  droite. 

-2'.  Par  un  point  fîxeU,  pris  dans  le  plan  d'une  ellipse, 
on  mène  arbitrairement  une  sëcinte  Omm',  et  un  diamètre 
ao'  parallèle  à  cette  sécante  ;  puis,  on  prend  sur  la  sccanle  un 

point  M  tel  qoe  OM^ — -,i  on  demande  le  lieu  géomôlri- 
que  du  point  M  ;  mm'  est  une  corde. 

Solution.  Le  lieu  (,'éomélrique  est  une  courbe  du  deuxième 
dcfré. 

[Grand  concoursdc  1843.  M.  Nermile, un  des  concurrents., 
a  consigné  cette  propriété  remarquable ,  peut-être  non  remar- 
quée: Lorsque  les  cbefjicients  de  quatre  termes  consécutifs  d'une 
équation  forment  une  progression  arithmétique,  l'équation  a 
nécessairement  des  racines  imaginaires.] 


^^^^^^  QDiLsrions  u'EXAMEii.   (/-'.  p.  347). 

^F  Analyse. 

H  23.  Trouver    approximaliveinent ,  sans  le  secours   des 

i 
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Observation,  rrcsl  égala  peu  prés  à  S. 


Géométrie  attaly tique. 
Des  exlrcniités  d'un  axe  principal,  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  les  cordes  supplémen laines  qui  passent 
par  CCS  extrémîlés  ;  trouver  le  lieu  géométrique  des  iulersec- 
tioDs  de  ces  perpendiculaires. 

fi4.  Entre  toutes  les  ellipses  qu'on  peut  inscrire  dans  un 
parallélogramme  donne,  trouver  celle  dont  l'aire  est  un 
maximum. 

65.  Comment  connaître  par  la  trigonométrie ,  que  quatre 
points  sont  dans  un  même  plan  ? 

G6.  Élanl  données  les  équaEions  généralcsdc  deux  courbes 
du  second  degré ,  quelles  relations  doivent  exister  entre  les 
coefficients  pour  que  les  courbes  soient  égales  ? 

Solution.  Soit  ay'  -\-bxj--\-cj:'-\-djr-\-ex~\-f=:(i,  l'é- 
quation d'une  conique,  faisons 

i'  — 4flC=m;     ae'—l>de+cd'-\-f(b^—iac)  =  L, 


l'équation 

.V-WL(,.+< 


-~bcos-i)z — 4L's 


7  étant  l'angle  des  axes.  Les  carrés  des  dcœi-axes  principaux 
sont  les  racines  de  cette  équation  qui  suffit  pour  répondre  à 
la  question. 

Géométrie  dacriptive. 

1.  Etant  donnés  doux  plans  et  la  projection  horizontale 
,  4'unc droite  tracée  dans  un  de  ers  plans,  trouver  les  pro- 
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JRclious  d'une  droite  tracée  dam  l'autre  plan ,  cl  dont  \a  plus 
courte  distance  à  )a  droite  donnco  est  donoée. 

2.  Une  droite  est  donnée  par  ses  deux  projeclioDS  et  ua 
plan  par  ses  deus  traces  ;  trouver  les  projections  d'une  droite 
située  dans  le  plan  et  dont  la  plus  courte  distance  à  l'autre 
droite  est  donnée  ;  quelle  est  l'enveloppe  de  ces  droites  ' 

Le  problème  6  de  slaliqucesl  résolu  p.  161 . 


RELATIONS 
Entre  les  coordonnées  de  trois  points  dans  l'espace. 

lyaflts  La  frange. 


1 .  La  géométrie  analytique  à  trois  dimensions  fait  désor- 
mais partie  des  connaissances  exigées  pour  entrer  à  l'Ecole 
polytechnique.  Les  formules  compliquées  qu'entraîne  cette 
géométrie,  sont  très-souvent  singulièrement  abrégées,  à 
l'aide  de  certaines  relations  analytiques  existant  entre  les 
coordonnées^  relations  dont  Euler  s'est  occupé  en  i770, 
comme  une  question  de  la  théorie  des  nombres  [Mémoires 
de  S.  P.,  t.  XV  ,  p.  75),  et  que  Lagrange  a  admirablement 
développées  dans  son  célèbre  méiuoire  sur  la  pyramide  (Mém. 
deficrltD,  1773,  p.  149-176).  Kous  extrayons  ici  ces  relations 
avec  les  moyens  de  les  trouver  ;  c'est  un  répertoire  à  con- 
sulter au  besoin.  Nous  en  donnons  une  application  à  la  re- 
cberclie  des  propriétés  des  diamètres  conjugués  dans  les 
surfaces  du  second  degré  d'aprèa  M.  Gergonnc  {f.  p.  245J. 

2.  H/otations.  x" , y ,  z';  j^',y',  i' ;  .r"',^"',  z'"  ;  coordon- 
nées rcclilignes  de  trois  points  M',  M",  M'". 


^'' 

_ 
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"■•  +y  +=■■ 

=  ;.', 

1. 

^•+y+j" 

=  »", 

xV"+^y+^»"=r. 

^'■■+y'"+-.'" 

=  "    1 

11. 

/•=■"— y"=î', 

B"y"- 

-jr"="'-.'.     J'y— ^■v"=f. 

jy-yj"=i: 

^t'"  - 

-=v"=,",   yy"-yy-=r. 

yj'-zy=i-, 

t'j/'- 

III. 

:ry-J'+yiW+ 

ïvy 

IV. 

•V-f 

=<»' 

fr-  •'?  =»'. 

jj"-f 

'=«' 

ff»_,-S-=4-, 

.'."-f 

'=a" 

T. 

a'V»— t" 

=  A', 

(."i-—  ai'  =», 

oV-  4" 

=  A", 

(.'4'"  — o"6"=B", 

«V— 4"' 

=A"' 

W  _a"T'=B". 

yi. 

,'V"— Ï'V"=X', 

^..„,_ 

-r4"=Y',    s","'-,-f"=z', 

tV"— .T  =X", 

ç'ï'"- 

-«"'=r.    .'t"-?>"=z", 

.■t"-','>"-X"', 

ç's"- 

-fi;"=Y'",     !V,"-,r  =  Z'", 

3,  I.CS  notation,  1 

,  IV, 

V,  ne  donnimt  lieu  à  auennc  ob- 

scrvation. 

Poor  formpr  l.i  nolation  II ,  on  écrit  circulairrment  les 

trois  termes  j^j-,  y 

„,    -.X 

l"  le  premier  xy  fournil  x'j", 

j'y,  ^"y.  ce  son 

les  Irois  termes  positifs  dans  les  trois 

le  iJeuïicmc  terme^-i  fournil  de  mOme 

^^^ 

L 

_i 

v's",ys"',  y"s',  les  trois  icrraes  posilirs  dans  1rs  Irois  pre- 
mières êqualionsi  le  (roisiènic  terme  zx  donne  :V,  i"jr"', 
s":!/,  les  Irois  Icrmes  positifs  dans  les  trois  équations  inlcr- 
médiairesi  les  termes  aégalifs  scdMuisentdcs  termrs  positifs. 
Les  lettres  %,  ï,  n  de  la  notation  VI  correspondent  aux  lettres 
x^y,  z  de  II,  et  se  combinent  d'une  manicTe  annlo^ue;  pour 
avoir  l'expression  III ,  on  écrit  drculairement  jj-z,yzx, 
zjy,  qui  fournit  les  trois  tercDcs  positifs. 

B.  Rtlatiom  d'identité. 
VII. 

?•+»"  +  c"  =  a\     e"r"H-.%"'+c"r=i', 

("•+V"+i;"' =a",        fç"'+i,'fl'"  +  HC"  =A", 

Mode  de  déduction.  Il  suffit  de  remplacer  les  lettres  par 
leurs  valeurs  en  fonction  des  coordonm-i'i. 

VIII. 

%■'  ^  Y"  +  Z"  =  A',      X"X"'+rY"'+Z"Z'"=B', 
X'"  _|.  r'+Z"  =  A",      X'X"'+  YT"'+Z'Z"'=B\ 
X""+Y""+Z""=A"',      X'X"+  ï'y"  +2'Z"  =  B"'; 
JUode  de  déduction.  Les  équations  VII ,  VI ,  V ,  sont  simi- 
laires respectivement  anx  équations  1 ,  II ,  IV  ;  on  conclut 
de  là  les  équations  VIII,  par  de  simples  changements  de 
lellres. 

IX. 

X'  =  ix\         X"  =  Xr-,         X'"  =  l:c"', 

Z'  =  la',  Z"  =  1=",  Z"=  i's"'. 

^o(f«  (fe  déduction.  Dans  les  équations  VI,  on  remplace 
les  lellres  o,  c ,  5  on  fonction  de  x,  y,  i. 


! 
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X. 

A"=XV,       B"=sXy, 
A'"  :i=  >««'",     V'=V'P". 

Déduction  des  équations  YIII,  IX  et  I. 

XI. 

Déduction  des  équations  X,  V ,  lY. 

XII. 

Déduction  diBs  équations  lY  et  XI. 

XIII. 

3)^«=  A'a'+ A'V+ A'V"  4-2(B'ft'  +  B"*"  +8"'^"). 
Déduction  des  équations  XII  et  X. 

XIY. 

>* = a' d'à'" + 2*'*"^'"  —  a'6" — a"b"'  —  a'^'ô"" . 

Déduction  XIII  et  Y. 

XY. 

Z>éduclion.  Le  premier  membre  de  Féquation  III ,  élevé 
ra  carré  est  égal  au  second  membre  de  Féquadon  XI ,  or 
à  raison  de  la  similitude  des  équations  I  et  YII ,  on  peut 
remplacer  les  lettres  x,y^  s,  a,  |3,  par  ç,»:,  C,  a,  b;  et 
l'on  obtient  l'équation  XY. 

XYI. 

jc'is+x'r+x'X'^^i  yr+yT'+y"r"=o,  »r+2'r+»'r  =o, 

jr^ç'+x"^"+a/"?;"'=0,  yç'+y'^"+y";"  =0,   Vj;'+z"c"+a'"ç:"=X. 
Déduction  des  équations  II. 
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XVII. 

x'E"+y>i"+ss'î"=o,  j:"s"+yv'+s";"=i,  xx+yy-^j!' 
yr-iy""'+s^s"=o,  jr"r"+yv"+2"t"'=o,  x!"c■^y'^J'+J' 

Déduclion  des  équations  II. 

Xïlll. 

■X  =  a'.r'  +  l."V'+S'V",    ),'  =oy +  *">•"-(.  yy», 
tf=o's'  +  t"'i"+iV, 

li"  =4" v+yy + irV",   »," = J"y+  dy+by", 
-,{"■ = t■J^' + *■*" + o"V",  w"= sy+  ly  +a-y', 

K"  =(."»' H- fi"+a"V". 
Déduction  des  équaliODS  XVII  et  VII. 
XIX. 

)i'=.'f  +  S"!"  +  6"!",    ly  =  "V  +  8"."+ 3""'". 

>jr"  =p"f+  "T  +  S'f",    >r"  =P"V+  JV  +  8V, 
>2"=|3'"«'+."t"+B'f", 

>^"'=rî'+?'s"  +  •."■!■",  iy'=s""'+  S'""  +."V". 
».'"=lî"î'+8'f'+."r. 

Dcdvefton  des  équations  XVI  et  1. 

C.  Interprétations  géométriques. 

Soit  O  l'origine  des  coordonnées  que  nous  supposons 
rectanguiaires,  et  considérons  la  pyramide  triangulaire 
OM'M  "H  '  ; 

"'  est  le  carré  de  l'arête  OM', 

8' est  OM'.OM'cobM'OM",  M"M"'=a"+a"'— 28'; 

î'  double  de  l'aire  de  la  projection  du  triangle  M"0]VÏ"' 
sur  le  plan  de8.>-z, 

a'  quatre  fois  le  carré  de  l'aire  du  triangle  M"UM"'; 


"S'  =0, 

■r=o, 

';"■=). 


I 
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ù'  quatre  fois  le  carre  de  l'aire  da  triangle 

M'M"M=«'+a"-f-a"'-(-2(i'  +  t"+i"')i 
1  =  six  fois  le  volame  de  la  pyramide  SM'M"M"'. 
On  arrive  racilemcnt  â  ce  résultat  remarquable:  )*  par 
des  coDsidi'ratioDS  géomiilrîqucs  ;  soient  F,  V",  P'\  les 
projpitions  de  M',  M",  M"  snr  le  plan  des  xy  ;  le  volume 
de  la  pyramide  est  t'gal  à  la  domine  des  trois  pyramides  qua- 
drai));ulaircs  A^P'^M'lvr,  AP'F'M'jM";  plus  le  prisme  trian- 
gulaire MW'M'"P'P 'P"'  moins  la  pyramide  ISP'P'M'M'", 
volumes  qui  s'exprimcut  direclemciit  on  ronclion  di?s  coor- 
données: on  suppose  que  V  tombe  dans  riotériour  da 
triangle  AP'  P'"  ^  2"  par  l'analyse  ;  soil  mx-^-iiy-\-px-{-q=0, 
l'équalion  (lu  plan  I\rM"M  "  ,  on  sait  que  Ton  a 

">  ■■  _  t'+r+r  «__v-K-K"  p^    <:+%"-i-c 

soit  i  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  A  sur  le  plan 


M'M">r',Vona/'  = 


"•-\-p' 


-,  remplaçant  n 


par  lenrs  valeurs,  et  ayant  <!>gard  auxrclaliunsVIl;  il  vient 
-  d'où  x'=M'x  aire  carrée 


P  =  ~. 


du  triangle  M'M"M"'j  donc,  etc. 

De  cette  expression  on  déduit  facilement  le  volume  de  la 
pyramide  en  fonction  descOlés;  désignant  ces  arêtes  par  a, 
b ,  c,  d.  e,/,  cl  le  volume  par  c,  on  aura 

-  [a^b^d'  +  a'cT+b'c^e'-i-d-cT]  , 
n  el  «  sont  des  ari^les  opposées  ;  de  mOmo  e  et  d,  h  et  ^ ; 
chacun  dps  quatre  derniers  termes  comprend  les  arêtes  d'une 
même  face.  (Legendre.  Aole  V,  prob.  VII.) 

(  La  suilf  prockainemenl.  ) 


J 


ECOLE  NORMALE. 


Qualioru  de  Mathémaliques  proposées  au  premier  concours 
d'entrée  à  l'école  Normale  (août  1842). 

1.  On  donDeunccllipseoaunehyperbolcdontABest  l'aie 
traosverse,  el  F  un  foyer.  Par  le  soinmcl  A  te  plus  voisin 
de  ce  foyer,  on  mène  une  droilc  quelconque  qui  rencontre 
la  courbe  au  point  Cet  on  la  prolonge  d'une  quanlilé  CD  telle 

que  le  rapport    -^,   soit   constamment  égal   au    rapport 

donné  -  ;  puis  on  tire  les  droites  BC  et  FD  qui  se  rencon- 
trent au  point  E.  Cela  posé ,  on  demande  la  courbe  que  dé- 
crit le  point  Equand  la  droite  AD  prend  toutes  les  positions 
possibles  autour  du  soœniel  A. 

On  examinera  comment  il  conviendrait  de  modifier  l'é- 
noncé du  problème  dans  le  cas  où  la  courbe  donnée  serait 
une  parabole  ayant  son  sommet  en  A  et  son  Toyer  en  F.  Que 
deviendrait  alors  l'équation  du  lieu  gcotnétrique  demandé  ? 

2.  Étant  donnée  l'équation  y  (j)  =  0 ,  on  propose  de 
trouver  l'équation  7(.r)=0,  dont  les  racines  sont  toutes  les 
eombinrâsons  de  la  forme  ^  =  —  -|-  ^,  x  et  t'  désignant 

deux  racines  quelconques  de_/"(jr)  =0.  Ou  devra  exclure  de 
l'équation  demandée  les  racines  égales  à  â. 
On  appliquera  la  théorie  h  l'exnnple  suivant 

/[j-)  =  j:'-3jr+l=0. 

La  forme  de  cette  équation  permettra  de  simplitier  les 
calculs  qu'entraînerait  la  méthode  générale  de  l'climinatton. 
A^ia.  Di  Miinfu.  I.  ^6 


J 
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Que»lion$  de  Phyiif/ue. 
1.  Deux  miroirs  concaves  de  mêlai  étant  situés  vis-à-vis 
l'un  de  l'aulrc,  do  manière  que  leurs  aies  principaux  se 
Iniuvcnt  sur  une  mf^me  ligne  droite,  si  l'on  plare  un  petit 
vase  de  métal  poli  plus  froid  que  les  corps  environnanis  au 
fijyer  de  l'un  et  nn  Ihcrmomùtre  au  foyer  de  l'autre,  on  ob- 
serve &ur  cet  instrument  un  abaissement  de  température 
plu»i  (;rand  que  celui  qui  aurait  lieu  sans  le  concours  des 
miroirs.  Le  refroidissemeni  est  encore  plus  prononcé,  lors- 
que la  surface  extérieure  du  vase  froid  est  recouverte  de 
noir  de  fumée,  on  demande  l'esplication  de  ces  phénomènes. 
2.  Un  objcllincaire  de  h  centimètres  étant  placé  sur  l'axe 
principal  d'un  miroir  sphérique  concave,  dont  le  rayon  égale 
40  centimètres,  et  perpendiculairement  à  cet  axe,  è  une  dis- 
tance de  85  centimètres  comptée  depuis  la  surface  du  miroir, 
on  demande  : 

i°  A  quelle  dislance  de  ce  miroir,  il  faudra  placer  un  écran 
pour  obtenir  une  image  nette  de  cet  objet. 
•2°  Si  celle  image  sera  droite  ou  renversée. 
3"  Quelle  sera  sa  longueur. 


PROBLÈMES  A  RÉSOUDRE;  THÉORÈMES  A  DÉMONTRER. 


3).  Trouver  l'équation  d'une  surface  algébrique  sur  la- 
quelle, on  ne  puisse  tracer  qu'une  seule  et  unique  droite. 

32.  aclb  étant  les  demi-ases  principaux  d'une  ellipse, 
démontrer  que  le  périmètre  de  l'ellipse  est  toujours  com- 
pris entre  rfa+i)  et  t:  y -la" -If  2b'  (Jean  BernouUi). 

33   Démontrer  que  les  périmètres  et  les  aires  des  portions 
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de  polygones  réguliers  inscrits  dans  !e  même  arc  de  cercle, 
augmentent  avec  le  nombre  de  cdtés. 

34.  Si  d'un  point  silue  sur  uno  surface  algébrique  de  degré 
m,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  un  système  de  plans 
fixes  ;  le  lieu  g6oitiétri(|ue  des  points  de  moyenne  distance 
des  pieds  des  perpendiculaires  est  une  surface  algébrique  du 
mOmc  degré  m. 

33.  Si  l'on  coupe  un  des  angles  solides  S  d'un  octaèdre 
régulier  par  nn  plan  qui  y  produise  la  srcllon  ABCD,  on 

36.  La  normale  et  la  tangente  menées  par  le  point  d'une 
conique  interceptent,  sur  unaxe  principal, une  longueur  égale 
au  produit  des  rayons  vecteurs  passant  par  ce  point ,  divisé 
par  la  distance  du  point  nu  second  axe  principal  ;  dans  la 
panbfde  celte  longueur  est  égale  au  double  du  rayon  vec- 
teur (Poucelet). 

-     ^.  .,  9sin.r 

3/.  Démontrer  que  Icqualion  r^  ,- —  ^^^  n  a  pas  de 

racine  réelle  positive  supérieure  à  3,  et  n'a  qu'une  racine 
positive  comprise  entre  a  et  3  CCauchy). 

38.  Trouver  les  m  racines  de  l'équation 

,„„«.  — __-„x r2:^— «'-"^  —— 

(Euler). 

39.  Démontrer  que  la  courbe  enveloppe  dune  droite  de 
loDgaear  cunslanle  s'apimyant  sur  les  cdtés  d'un  angle  droit 
(11.  p.  265)  est  une  épicycloldc  engendrée  par  le  point  d'une 
circonférence  roulant  intérieurement  sur  une  circonférence 
quatre  fois  plus  grande  (Sturml. 

10.  Soit  ABC  un  triangle  inscrit  dans  une  conique,  soit 
mené  un  diamètre  parallèle  à  la  tangente  qui  passe  par  A  ;  ce 
point ,  le  milieu  de  la  portion  do  diamètre  parallèle  intercep- 


J 
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(ceenlrc  ADct  AC  cl  le  pAIc  du  rôle  BC  sonl  sur  une  mémM 
(iroile[Ghas!i's). 

Équation  du  cinquième  degré. 
41.  Un  géomètre  anglais  yienl  de  démonlrer  que  toule 
c()Liali(>n  do  ce  degré  peat  se  réduire  à  la  forme 

DEUX  PROBLEMES 
Sur  une  pyramide  penlaèdre  à  base  de  Iraptze. 


Problème.  Dans  une  pyramide  pentaédrc  SAfiCD  Ifig.  81), 
dont  S  est  le  sommet  et  ABCD  la  base  trapèze,  élant  donnés|: 
r  la  face  SAD  du  grandeur  et  de  posilion  ;  2°  l'inclinaison 
de  celle  face  sur  la  hase  ABCD;  3'  les  directions  desarâlcs 
parallèles  Alt,  CD)  4°  les  angles  de  la  face  SBC  -,  construire 
la  pyramide. 

1 .  Solution.  Supposons  la  conslmction  effectuée  :  du  som- 
met S,  abaissons  la  perpendiculaire  SP  snr  la  base,  et  la 
perpendiculaire  SQ  sur  le  cAlé  BC  ;  à  partir  deQ,  portons  sur 
QC  une  longueur  QR  égale  à  QS  ;  cela  posé , 

t*  La  hauteur  SP  est  donnée  de  grandeur  et  de  position ,  et 
SQP  étant  un  angle  droit ,  l'on  a  SQ'  —  QP'  =  SP', 
el  aussi  RQ— QP'=SP". 

a°  Le  triangle  SBC  étant  donné  d'espèce,  les  rapports  ^, 

SQ       RQ 

=j^  ou  ^  sonl  connus  i  ainsi  les  parallèles  aux  côtés  AB, 

CD  passant  par  les  points  Q  et  R  sont  données  de  position. 

3"  le  triangle  l'QR  est  rectangle  en  Q ,  les  dcu\  sommets 

Q  cl  R  sonl  sur  des  parallèles  données ,  le  troisième  sommet 


r 

f  P  csl  (lut 


P  csl  (luuDë  ilo  posiliun  ;  H  la  dilTercDie  d«s  carres  des  côlés 
de  l'angle  droit  RQ'  —  QP'  est  connue  i  la  rccherthc  d'un 
(cl  trianglu  mène  racilemenl  à  uuc  t'qualion  du  second  de- 
gré ,  gtiomiitriqueiuenl  cunslruclible  et  toujours  possible. 
C.Q.F.T. 
2  Celle  .solution  simple  esl  duc  a  l.huilicr,  du  Genève 
(Annales  Ac  Gorgonnr.  1.  Il ,  p.  'Jl)3,  année  1811).  Elle  sert 
à  résoudre  ces  deux  problêmes  importants:  t"  faire  dans 
un  prisme  Iriangalaire  donné ,  une  seclion  semblable  â  un 
triangle  donné  j  2°  élanl  donné  un  triangle  de  grandeur  et 
de  position ,  mener  un  plan  tel  qu'en  y  projetant  le  triangle 
par  des  parallèles  données  de  direction  ,  la  projection  soit 
semblable  à  un  triangle  donné. 

3.  Problème  (fig.  82).  Dans  la  même  pyramide  que  dessus, 
étant  donnés;  1*  la  Tace  SaD  de  grandeur  et  de  position; 
2°  l'indinaison  de  5AD  sur  le  plan  donné  de  SBC:  'i'  les 
trois  angles  de  SBC  i  construire  la  pyramide. 

Soliilion.  Soit  MN  l'intersection  des  deux  plans  donnés 
SAO.SBC,  les  droites  AD  cl  BC  prolongées,  rencontrent 
cette  intersection  au  même  point  M;  ainsi  le  point  M  est 
donné  de  même  que  la  longueur  MS  ;  AB  et  CD  élaut  parai- 

MC        .     ,  MD , 

lèles ,  le  rapport  -r^  est  égal  au  rapport  connu  ^7^— ,  les  an- 
gles SCH,  SBM  sont  connus.  Avec  ces  données,  un  détermine 
facilement  le  triangle  SBC ,  de  grandeur  et  de  position. 
C.Q.F.T. 

4.  Le  problème  prcH'édcnl  revient  à  celui-ci  :  étant  donuës 
deux  plans  et  du  triangle  tracé  dans  un  des  plans ,  projeter 
ce  triangle  sur  le  second  plan  ,  de  telle  sorte  que  sa  projec- 
tion soit  semblable  à  un  triangl«  donné.  Tm. 
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QUESTION  DEXAMEJV. 
Proposition  sur  le  prisme  triangulaire    et  sur  i 
statique  de  l'arignon. 


1  '  Dans  tuut  prisme  triangulaire ,  l'aire  J'uni;  face  est  plus 
pelite  que  la  somme  des  deux  autres  faces,  et  plus  grande 
que  leur  dilTéreiice ,  en  elTet ,  menons  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'ari^ledu  prisme,  les  aires  des  faces  sont  évidemment 
proportionnelles  aux  cftlés  du  triangle,  résultant  de  cette 
section,  donc,  etc. 

'2°  Ainsi  dans  tout  parallélipipédc,  l'aire  do  parallélo- 
gramme diagonale  est  donc  toujourscoraprise  entre  la  somme 
des  aires  des  deax  faces  adjacentes,  el  leur  différence.  Car, 
ce  parallélogramme  diagonale  partage  le  solide,  en  deux 
prismes  triangulaires. 

.1°  On  démoQlre  en  statique  qne  pour  des  forces  situées 
dans  un  même  plan ,  le  moment  de  la  résultante  est  égal  à  la 
somme  algébrique  des  moments  des  composantes  \  le  centre 
des  moments  est  dans  le  plan  du  triangle.  C'est  le  Ihéorénu- 
statique  dit  de  Varignon  -,  le  moment  d'une  force  étant  égal 
au  double  de  l'aire  du  triangle  ayant  pour  base  la  droite  qui 
représente  cette  force  et  le  centre  des  moments  pour  sommet, 
le  théorème  slaltquc  peut  se  transformer  en  théorème  do 
géométrie,  et  se  démontrer  d'apréï  les  principes  de  cette 
science  seulement.  Lorsque  le  centre  des  moments  est  hors 
du  plan  des  forces,  le  théorème  cesse  d'élre  vrai ,  et  le  mo- 
ment de  la  résultante  est  toujours  plus  petit  que  la  somme 
des  moments  des  composantes.  En  effet,  soient  AB,  AC  deux 
forces  et  AB  leur  résultante,  otO  un  point,  rrntrcde  mompnts 
situé  hors  du  plan  B.\C1)  ;  considérons  AO,  AIÏ ,  AC,  comme 


les  trois  aréLes  adjaueules  du»  itaralUlipipùtle;  les  momculs 
des  force»  composâmes  AG,  AC  sont  respcclivemcnt  ^gaux 
au\  aires  des  fuces  parallélogrammfâ  UAR ,  OAC  el  le  ma- 
menl  delà  résullanic  est  l'aire  du  parallélogramme  diagonale; 
donc  (â] ,  le  moment  de  la  résultante  est  plus  petit  que  la 
somme  des  moments  des  composantes.  Le  même  raisonne- 
ment s'étend  à  tant  de  forces  qu'on  voudra ,  situées  dans  un 
même  plan  et  ayant  une  résullanle.  C'est  M.  Gérunoqui  m'a 
communiqué  ce  moyen  de  dénaonslralion. 

4°  Soient  deux  forces  parallèles  P  et  Q ,  agissant  dans  le 
même  sens  et  ayant  pour  résultante  R,  el  soit  O  un  point 
hors  du  plan  des  forces,  et  duquel  on  abaisse  sur  les  direc- 
tions de  ces  forces  les  perpendiculaires  OA ,  OB ,  OC ,  on  pont 
supposer  les  forces  P,  R,  Q  nppliquées  respectivement  aux 
points  A  ,  B,  C,qui  sont  en  ligne  droite.  Les  trois  moments 
sont  PxOA,  RxOBjQxOC;  ces  moments  sont  aussi 
proportionneb  aux  produits  BCx  OA,  ACxOB,  ABxOC; 
mais  dans  tout  triangle  AOC ,  le  second  produit  est  toujours 
compris  entre  la  somme  et  la  différence  absolue  du  premier 
et  du  Iroisiéme  produit  ^  donc  le  moment  de  la  réaullanlo 
pour  deux  forces  parallèles ,  et  relativement  a  un  point  hors 
du  plan,  val  compris  entre  la  somme  et  la  différence  absolue 
des  momenis  des  composantes. 

5°  Leihéoréme  citésur  le  triangle  se  démontre  facilement  : 
par  le  point  B ,  menons  BM ,  BN  respectivement  parallèles 
à  AO  et  CO  ;  dans  le  parallélogramme  BMON ,  on  a  BO  <; 

BM+BN,  BO>BM— BN,  or  BM: 


BC.AO    „„     AB.CO 


Tm.  ,1 
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PROBLEME  PAR  ECRIT. 


Proposé  à  Paris  aux  examens  de  iHM,  pour  i'ndmisgion  i 
iHcole  polytechnique  (V.  p.  385), 


Soit  VPQV  une  ellipse  donnée i  A  le  centre;  M  un  point 
(loniié  dans  le  plan  de  l'ellipse  ;  MPQ  une  sécante  quelconque; 
PQ  partie  de  la  sécante  interceptée  par  l'ellipse  ;  VAV  un 
diamètre  parallèle  à  la  sécante  ;  N  un  point  de  la  sécante  tel 
que  l'on  a  KMxPQ  =  VV'*i  trouver  le  lieu  géométrique 
deN. 

Solution.  Prenons  le  diamètre  AM  passant  par  le  point 
donné  M  pour  ase  des^;  le  centre  A  ponr  origine  des  coor- 
données que  nous  supposons  rectangulaires.  Soit  AM  ^  q  , 
longueur  connue,  et  soit  ?  l'angle  variable  du  diamètre  VV 
avec  !'aie  des  j  ;  c'est  aussi  l'angle  de  la  sécante  MPQ  avec 
le  même  a\c,  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  son  centre 
est  en  général  de  la  forme 

Ar'+BjT^+Cjr'  — F  =  0.  (1) 

Soit  j=»i.i-  équation  du  diamètre  VAV,  ou  m=coi^, 
désignant  par  d  la  longueur  de  ce  diamètre ,  on  trouve  Ta- 
cilement 

>F(:„-+.l 

l'êqualton  de  la  sécante  est 

y  =  «,a:+q.  (31 

soient  j', y ,  les  coordonnées  du  point P  i  x', y,  les  coor^ 
données  du  point  Qî  et  soit  FQ=c,  on  aura 
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Kliminanl  ^  entre  les  équations  (1)  et  (3j ,  oa  truuve 

x'lAm'-\-Bm-i-C)-\-qx[-2fim-\-h)-i-\q'—F  =  0  ,  (5J 
y  et  y  soal  les  deux  racJDcs  de  celleéqualion.  On  en  déduit 

'  (Am'+B«+C)'      Am=+Bm+C 

_  -f  tAFwi'+4BF/)i  +  y'tB'->tAC)-i-4CF 
(A«i'-,-B».+C)' 
Soit  MN=i,ona  donc,  en  verln  de  la  condilion  du  problème, 
cz^d"  oa  c'i'=rf*;remplaranlc'cl^  par  leurs  valeurs, on  a 
z'  [+*AFm'-|-^BF™+7VB'— 4 AC)  +4CF]  =  [m'-|- 1)  t6F'  ; 
meltanl  col^  au  lieu  de  m,  il  vient 
ï[+4AFcos'^4BFsinTCOSî-fsin'T(î'(B"— 4AC)+4CF)]  =t6F'.  (6) 

EqaatiuD  polaire  du  lieu  cherché;  M  est  le  paie,  elles 
angles  7  sont  comptés  de  l'axe  des  ^^  passant  aux  coordonnées 
rcctani^laires ,  on  a  cotï=^- ,  sin^^  —  ,a'=7''+jr';il»ienl 
AFj''+BFjr^+N'j:'— 4F'=()  ou  4N-=î'(B'— 4AC)+4CF, 
conique  ayant  son  centre  au  point  M. 

ANALYSE  D'OUVRAGES. 

Application  de  la  méthode  des  projeclions  à  la  recherche  de 
certaines  propriéféi  géométrique»;  par  L.  A.  S.  Ferriot, 
recicur  honoraire  de  l'AcadÉinie  de  Grenoble ,  Paria  1838, 
1  V.  in-8  de  t03  pages ,  4  pi.  {'). 

L'art  de  découvrir  tes  propriétés  d'une  certaine  courbe,  à 
l'aide  des  propriétés  d'une  seconde  ayant  certaines  relations 
avec  la  première ,  n'a  rien  de  nouveau.  Il  remonte  au  moins 
au  siècle  de  Newton;  dans  les  principes,  le  lemme  33  du 


^ 
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premier  livre  purCe  pour  énoncé  ■.  Figuras  in  alias  fjusdem 
gencris  figuras  inulare.  Newton  elTeclDeceUcmulalion,  par  un 
procédé  synlhélique  qui  rev  ient  analjliquemcnl  à  considérer 
les  deux  variables  delà  courbe  commodes  fonctions  de  deux 
nouvelles  coordonnées  incliné-es  sous  un  nouvel  angle,  ce 
qa'on  peut  faire  d'une  infinité  de  manières  sans  changer  le 
degré  de  l'équation,  genre  de  transformation  dont  on  a  tiré 
récemment  uu  parti  si  fécond.  Nenlon  Rjoutc:  insercil  autem 
hoc  lemma  soluttonidiflicitiorumproblemalum,lranstmUando 
figuras  in  simpliciores :  namreclœ  qutrvia  convrrgenles Irans- 
mulantur  in paraltetas. .  Si  recta  aligualangat  lineamcurvam 
in  figura  prima ,  hœc  recta  eodem  modo  cutn  curva  in  figuram 
novam  translalam  langet  lineam  illam  curvam  in  figura  nord 
et  contra.  Poslquam  aulem  problema  iolcilur  in  figura  not'd. 
si  per  inversas  operationes  Iransmufetur  hœc  figura  in  figuram 
primant ,  habebitur  lolutio  quasita.  Utile  est  etiam  hoc  iemma 
in  solulione  soUdorum  problematum ,  etc. 

On  voit  bien  que  Newton  connaissait  loulo  l'importance  de 
son  lemme  ;  plus  tard  on  a  <>u  l'idée  de  recourir  aux  solides 
cl  de  considérer  la  courbe  transformée  comme  la  perspeclive 
de  la  première  courbe;  c'est  ainsi  qu'an  géomètre,  a  composé 
en  allemand  un  traité  des  sections  coniques  où  toutes  les  pro- 
priétés de  ces  lignes  sont  déduites  à  l'aide  des  projections 
pcrsiirctîves,  de  celles  du  crrcle ,  et  delà  droite.  En  combi- 
nant celte  méthode  intuitive,  avec  le  changement  de  variable 
indiqué  ci-dessus,  M.  Dupin  (Charles],  est  parvenu  à  trans- 
porter même  les  propriétés  de  courbure  d'une  surface  dans 
uneau  tre  et  à  découvrir  ces  belles  lois  qui  régissent  les  formes 
intimes  des  surfaces  algébriques  en  général  (*),  La  facilite, 
la  fécondité  de  ces  procédés,  rendent  tréi-désirnblcs  leur 
introduction  dans  renseignement.  C'est  le  but  que  s'est  pro- 
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posé  depuis  longtemps  l'honiirable  rectrur  tic  l'iVcatiiiuit  du 
'     Grenoble.  En  1812,  il  a  insiîré  à  ce  sujol  un  mémoire  daus  le 
tome  II  àes  Annales  de  Gergonne.  Le  présent  ouvrage  est 
pour  ainsi  dire  le  développement  de  ce  mémoire. 

Les  propositions  préliminaires  (9  —  i2),  contiennent  les 
théorèmes  et  les  problèmes  principaux  nécessuires  à  la  mé- 
thode projective.  11  y  en  a  plusieurs  que  l'auteur  considère 
comme  noui<e(iux,enlrc  autres  celui-ci  :  Troucer  unplanMur 
lequel  la  somme  des  projections  de  tant  de  droites  qu'on  voudra 
situèesd'unemanièrequelconquedam  l'espace, estunmwrimum. 
Théorème  nouveau  ainsi  énuucé  :  Si  pur  les  trois  sommcls 
A,  B,  C  (l'un  triangle  quek'onquc,  et  par  un  point  pris 
comme  on  voudra  dans  son  plan  ,  on  mèue  trois  droites  qui 
rencontrent  les  calés  AD ,  AC ,  BC  ou  leurs  prolongements  en 
des  points  M,  N,  P {.puisque  sur  les  eûtes  d'un  autre  Iriangle 
abc,  on  place  trois  autres  points  m,  n,  p,  comme  les  trois 
premiers  sont  placés  sur  les  eAtës du  premier  triangle,  les 
droites  an,  bp,  cm,  passeront  par  un  seul  et  même  point  i- 
La  démonstraiioa  est  facile,  suit  par  la  considéralion  drs 
segments,  soit  par  les  Ihéorèmes  de  statique,  en  regardant  le 
point  de  reneonlre,  comme  le  centre  de  forces  parallèles 
agissant  aux  sommets  du  triangle. 

Voici,  à  cette  occasion ,  an  théorème  nnalogue ,  assez  utile 
à  connaître  : 

Si  parmi  les  six  points  d'intersection  d'une  conique  avec 
un  triangle,  (rois  sont  situés  de  manière  qu'en  les  joi- 
gnant par  le.s  droites  aux  sommets  du  triangle  respective- 
ment opposés,  les  transversales  se  coupent  en  un  même 
point,  il  en  sera  de  même  pour  Ioà  trois  autres  points  cl  ré- 
ciproquemcDl ,  si  six  points  siluL-s  deux  à  deux  sur  les  cAlés 
d'un  triangtejouissent  de  celte  propriété,  alors  les  sis  points 
sont  sur  une  même  conique. 

Au  milieu  de  l'océan  de  propriétés  qu'on  a  accumulées  sur        uj 

.         les  lignes  et  surfaces  du  second  degré,  il  est  ditlicile  de  re-      ^^^ 


counaltrcce  qui  csl  nouveau.  M.  Fcrriot .  dc-moDlr^  d'une 
manière  fort  simple  ce  Ihéorêm'!  rundamenlal  :  Un  triangle 
queli:oiii[Uc  peu(  toujours  élre  projeté  suivant  an  autre 
triangle  semblable  à  un  Iriangle  donné  (')  ;  il  en  déduil  avec 
facilité  des  conséquences  très -importa  nies  et  qu'il  serait  long 
d'obtenir  dilTéremmcnl,  rntrcaulrescettc proposition:  Entre 
toutes  les  ellipses  inscrites  dans  un  triangle^  l'ellipse  masitna 
d'aire  est  celle  qui  touche  tes  milieux  des  côtés,  et  son  cen- 
tre est  le  mOme  que  le  centre  de  gravité  du  triangle  ;  et  de 
toutes  les  ellipses  circonscrites  au  triangle,  la  plus  petite 
d'aire  est  celle  qui  est  concentrique  et  semblable  à  l'ellipse 
maiima  inscrite. 

D'autres  propriétés  relatives  aux  maxima  et  minima  dt- 
fîgures  inscrites  ou  circonscrites  sont  établies  par  un  genre 
de  raisonnements  qui,sc gravant  aisément  dans  la  mémoire, 
sont  si  ap|)ropriés  à  l'enseignement ,  que  par  une  décision 
du  17  septembre  1838  ,  le  conseil  royal  de  l'instruction  pu- 
plique  a  inscrit  l'application  de  la  méthode  des  projeclionti. 
sur  la  liste  des  livres  qui  peuvent  i^tre  placés  dans  les  biblio- 
thèques des  collèges  royaux,  Tm. 

Théories  géjiérales  de  géométrie  analytique  appliquées  à  la 
diicuBsion  des  courbes  algébriques  de  degrés  supérieurs,  à 
l'usagedes  candidatsà  l'École  polytechnique;  par  E.  Gouré, 
docteur  es  sciences ,  proresseur  de  mathématiques  spéciales 
au  colline  royal  de  Limoges ,  f  SM ,  in-8  de  86  pages ,  2 
plancheslilli(^raphiées. 

Eu  1638,  M.  Blanchct  Tit  paraître  des  compléments  de 
Matftématiques  spéciales;  ils  contiennent  la  discussion  des 
courbes  a/^édrtfues  de  degri^  supérieurs,  mais  données  par 
des  équations  résolues.  L'auteur   fait  usage  des  in/iniment 


Ë 
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petili,  mélbodc  que  protégrail  passiunnéiueiil  l'illustre 
Poisson,  alors  cher  IrÈs-actif,  lrcs-/i;Ii-,  qualités  rares, 
de  l'enseignement  mathématique  en  France;  cette  mé- 
thode a  en  effet  l'avantage  incontestable  de  la  rapidité, 
lorsqu'on  adopte  rranchemcnt,  de  prime  abord,  le  sys- 
tème hif^rarchique  de  I^ibnitz  av«c  ses  conséquences  abré- 
viatrices;  ainsi  ont  agi  Bezout  et  divers  autres  du  dernier 
siècle;  mais  si  l'on  prétend  comme  l'ont  fait  avec  beaucoup  de 
talent  MM.  Finck.  Ulauchet,  rendre  rigoureuse  la  logique 
des  înGniment  petits,  non-seulement  on  perd  l'avantage  de 
la  rapidité,  mais  l'exposition  devient  plus  pénible,  plus 
lou{i;ue,  plus  obscure,  plus  diflicile  à  retenir,  que  les  limiles 
de  d'Alembert  ou  les  dérivées  de  Lagrange.  Celte  rigueur 
nouvelle  dans  le  champ  de  rinCnimcnt  petit  ne  consiste 
d'ailleurs  que  dans  un  retour  vers  la  méthode  d'exhaustion 
d'Archimëdc  ;  seulement  on  représente  abstractivement  par 
des  letlres ,  ce  que  les  ancien;*  figuraient  et  rendaient  intuitif 
par  des  lignes.  M.  Gouré,  traitant  le  même  sujet  que 
M.Blanchcl,suit  uncméthodcroixte;  il  emploie  hprétendue 
limite  pour  mener  les  tangentes,  et  Us  infiniment  pelilspour 
les  asymptotes.  Nousdisous  que  c'est  une  limite  pretentfuej  en 
efTet,  voici  ce  que  dilLagrange.  «  On  peut  observer  que  c'est 
-  improprement  qu'on  applique  le  mot  connu  de  limite,  à 
>>  ce  que  devient  une  expression  analytique,  lorsqu'onyfait 

>  évanouir  certaines  quantités,  parce  que  ccsquautitésaprès 

■  avoir  décru  jusqu'à  zéro,  pourraient  encore  devenir  né- 

■  gativest  de  même  qu'en   géométrie,  on  ne  peutpasdire 

>  à  la  rigueur  que  la  soutengente  soit  la  limite  des  sousécan- 

■  les;  parcequerien  n'empêche  la  sousécante  de  croître  encore 
"  Icwsqn'elleest  devcnuctangentc.  "  (Séance  des  écoles  Nor- 
males, t.  X,  p.  7).  Ainsi  dans  la  démonlratioii  qu'on  doune 
ordinairement  pour  trouver  lasuutangente ,  le  mot  limite  n'a 
pas  la  même  acception  que  dans  la  géométrie,  lorsqu'un  dit 

I         par  exemple  que  la  circonférence  est  la  limite  des  polygones 
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inscrils el  circonscrils ;  celte  différence  d'acccplion  nsl  dune 
logique  vicieuse-  M.  Gourô  s'psl  aussi  privé  d'un  grand 
avantage,  eu  ne  prenaol  pas  pour  point  de  départ,  le  théorème 
deTaylor,  base  fondameniRle  de  toute  l'analyse  et  de  ses 
applications  à  la  géométrie  et  k  la  mécanique  ;  et  ce  Ihcorème 
pour  les  polynômes  algébriques  entiers  est  un  corollaire 
immédiat  des  règles  de  la  niultiplicalion ,  ce  qui  assigne  sa 
place  dans  les  étémctita;  il  doit  ôtre  donné  immédiatement 
apré«  ces  régies  ^  le  mt^mc  théorème  étendu  aux  foiicliODs 
explicites,  devra  i^treexpHquéaprès  la  théorie  des  équations, 
où  d'ailleurs  ce  théorème  apparaît  sans  qu'on  le  dise,  dans 
la  méthode  d'approximation  de  Newton.  En  effet,  le  bitiôme 
de  Newton  pour  l'exposant  entier  positif  n'est  qu'une  mul- 
tiplication abrégée ,  et  ce  binôme  doit  s'écrire  ainsi 

Car ,  il  est  important  d'expliquer  aux  élèves  le  plus  lût  pos- 
sible, les  dérivations  et  leurs  algorithmes;  opérations  plus 
Faciles  que  les  extractions  de  racines.  En  s'y  prenant  sinst,  le 
théorème  deTaylor  deviendrait  aussi  familier  aux  élèves  que  le 
binôme  qui  n'eues!  qu'un  particulier,  don  propagerait,  on 
populariserait,  pour  ainsi  dire,  une  proposition  qui  renferme 
toute  la  philosophie  ma  thématique . 

L'ouvrage  de  M.  Gouré  est  divisé  en  six  chapitres  précèdes 
d'une  introduction. 

On  y  suit  l'ordre  tel  qu'il  a  été  à  peu  prés  tracé  [>ar  Euler, 
Cremer;  tangentes,  asymptotes,  diamètres,  centres,  points 
singuliers  cl  cnGn  discussion  des  courbes.  Ces  divers  objets 
sont  développés  avec  méthode ,  en  passant  du  simple  au  com- 
posé, du  facile  au  diUtiile;  l'auteur  ne  faùant  pas  usage  du 
cocflicieut  diiTerenliel  supérieur  au  premier ,  ne  peut  donner 
la  théorie  des  contacts,  susceptible,  comme  l'a  très-bien 
fait  voir  51.  Collard  (p.  288) ,  d'être  exposée  d'one  manière 
élémentaire.  On  a  omis  aussi  la  llnMiri''  des  aegtimiis,  con- 
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Bcquoncc  imnicdialc  d'un  changement  dcn  cour  données.  L'ou- 
vrage csl  lennioé  par  la  discussion  dùlailléc  de  sept  coarbcf , 
du  Iroisième  el  du  quatrième  degré  ;  mais  toujours  à  cqua- 
lion  résoluble. 

Je  crois  qu'on  rendrait  un  grand  service  à  rcaseignemenl 
de l'analyM! appliquée,  en  traduisant  de  nouveau  Vlnlroduc- 
tio  in  analyain  in/inUorum  ;  mais  en  chaiigL'nnt  les  notations, 
dans  les  deux  volumes ,  et  les  ri'mplai;'anl  par  les  notations 
élégaalcsde  l'école  de  Lagrangc^  changements  Irés-permis 
quiajouteraient  à  l'utilité,  sans  dénaturer  l'esprit  de  ce  chef- 
d'œuvre.  En  y  ajoutant  les  contacts,  rayons  de  courbure, 
points  singuliers ,  et  donnant  plus  de  développement  à  l'ap- 
pendice du  second  volume,  on  aurait  la  meilleure  application 
d'analyse  géométrique ,  à  '2  et  3  dimensions ,  qu'on  puisse 
mettre  entre  les  mains  des  jeunes  gens.  Tm. 

Nouvelle  cosmologie  raisonnée;  par  M,  J,  Lavczzari,  in-8 
de  IGO  pages,  4  pi. 
L'auteur  réfute  le  système  attractionnaire  de  Newton,  cl 
ressuscite  en  les  modiliant,  les  tourbillon»  de  Uescarles-,  il 
nie  l'cxisleucc  de  la  force  ceiilrifugo  dans  le  mouvement 
curviligne,  rejette  le  principe  qu'un  corps  se  dirige  naturelle- 
ment en  ligne  droite  et  admet  au  contraire  qu'un  corps  peut 
naturellement  décrire  une  courtwi  témoin  la  toupie,  dont 
lesorbesdiminuent  sans  ce^se  jusqu'à  se  réduire  en  un  point) 
par  conséquent ,  e'ic  a  une  tendance,  non  vers  le  mouvement 
rectiligne,  mais  bien  vers  le  mouvement  de  plus  en  plus 
curviligne;  car  x>n  sait  que  les  petits  cerdt;s  ont  plus  de 
courbure  que  les  grands  cercUs.  La  force  centrifuge  ôloe,  le 
système  newtonicnest  sapé  parla  base,  et  cependant,  s'écrie 
M-  LaVEzzari  :  «  Les  contemporains  de  Newton,  éblouis  par 
l'éclat  apparent  des  résultats  annoncés  par  ce  géomètre  su- 
perficiel, s'habituèrent  bientùt  à  considérer  ses  creuses  bypo- 
polhéses  comme  d'admirables  dwiiuviTlesdues  à  la  toute- 
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puissance  ùvs  mal liâma tiques  (p.  15).  >•  Enneaii  Ae.  loutcsios 
hypothèses,  l'aulcor  suppose  que  le  soleil,  par  son  iqoutc- 
iDPnl  do  rolalion,  a  communiqué  te  même  mouvement  à  Vè- 
ther  qui  lenlourc  cl  l'a  eonverli  en  lourbillon  ;  ceci  explique 
nellemeal  pourquoi  les  planètes  se  meuvent  toutes  dans  le 
même  sens  que  le  mouvement  de  rotation  solaire.  'Un  fait 
tri»ordinairc  fit  germer  dans  mon  esprit  la  première  idée, 
qui  devint  en  quelque  sorte  l'embryon  de  mon  système.  Jouant 
un  jour  à  la  toupie  avec  mon  fils,  je  m'avisai  machinalement 
de  suspendre  la  tîcellc  nu-d(<ssug  du  jouet,  en  la  laissant 
tomber  le  long  de  ses  llanrs,  mais  sans  qu'elle  touchât  ni  à 
la  toupie,  ni  k  terre.  Tout  à  coup  je  vis  la  corde  tourner 
d'elle-même  autour  du  jouet ,  dans  le  sens  de  sa  rotation  sur 
son  axe,  sans  que  j'eusse  rien  fait  pour  lui  communiquer  ce 
mouvement  circulaire  (p.  21}  •  Entre  la  toupie  elle  soleil, 
l'analogie  est  évidente,  11  reste  à  expliquer  pourquoi  les  pla- 
nètes lanlùt  se  rapprochent,  tantôt  s'éloignent  du  soleil  ;  au 
lieu  de  recourir  au  calcul,  qui  le  plus  souvent  ne  mène  qu'à 
l'absurde ,  prenons  plutôt  une  tasse  de  thé ,  c'est  plus  sur  et 
moins  pénible.  «  Déjeunant  un  matin  d'une  tasse  de  thé,  je  vis 
surnager  à  la  surrace  du  liquide  un  petit  morceau  débourre 
Tondu  qui  tournait  sur  lui-mâme,  en  se  dilatant  et  se  con- 
tractant tour  à  tour ,  de  manière  à  augmenter  et  à  diminuer 
successivement  le  diamètre  de  son  disque ,  dans  une  propor- 
tion considérable.  Par  l'cfTet  d'un  heureux  hasard ,  une  par- 
ticule de  son  ou  de  cendre  détachée  de  ma  flûte  était  tombée 
sur  le  bord  de  cet  œil  de  graisse.  Elle  était  donc  entraînée 
autour  du  centre  de  l'iril  par  son  mouvement  de  rolalion, etc. 
(p.  29).  "  L'analogie  entre  ce  morceau  de  beurre  fondu  et  les 
corps  cèlcsles ,  est  évidente.  En  finissant,  nous  engageons 
M.  Lavezzari  à  continuer  de  prendre  son  thé,  de  manger  sa 
fliitc  el  tic  jouer  à  la  toupie  avec  son  fils;  mais  à  défendre 
sévèrement  à  ce  fils  la  lecture  de  la  nouvelle  cosmolc^ie 
raisonnée.  Tm, 


NOTE 
SUR   LA  DIVISION    ALGEBRIQUE, 


NOUVEAU  THÉORÈUE  D'ANALYSE. 


I. 

Celte  noie  n'csl  pas  aulre  chose  que  ce  que  l'on  voit  dans 
la  division  algébrique,  excepte  que  j'y  apporte  pins  de  dé- 
veloppement. J'ai  cru  devoir  la  mettre  ici,  parce  qu'elle  est 
utile  pour  le  théurétne  d'analyse  dont  je  m'occuperai  loul  à 
l'heure. 
Soit  un  polynAme  \  de  la  Torme 

^-4.P:^"-4.Q^-'  +  Rj:"-i  + +S.r'+T^fV: 

Convenons  de  représenter  toujours  par  X,  la  partie  entière 
du  quotient  de  la  division  de  X  par  (jc  —  a)";  alors  si  on  di- 
vise  X  par  j' — a,  on  aura 


-■+a    i-— +a'   li-'+aî 
+P  I         +Po  +P^- 

+  y    I         +Q'" 
+1> 


-+■■■+-- 


Si  on  divise  X  par  (x- 
+P 


'+3a' 

jr"-'+4a' 

+2P» 

+3P,.- 

+  g 

+2Qa 

+  1' 

+  T       J 
ij',  OU  X,  parx — a,  on  aura 

->+...+(:,^l)o-"    \ 
+(».--2)P«— 

+  S  ') 


^^K^K  Ami.    IK  MlTBllH. 
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Qf  ,  d'après  l'iiupection  de»  deux  polynômes  X.,  X,,  on  voit 
immédiatement  comment  on  pourra  former  les  polyndmesX,, 

X,, Xa  1  chacun  de  celui  qui  le  précède  et  même  indé- 

l>endaQiinent  de  celui-ci. 

Car,  par  exemple ,  si  on  cherche  le  développement  de  Xj, 
qui  est  la  partie  calière  du  quotient  de  la  division  de  X  par 
{X — ti)',  on  trouve  que 

-(-P    I  +4Pa  +10Pa" 

+  Q     I  +4(^»rt 

+  R 

eton  voit  que  le  coetGcient  de  (.'  dans  le  quatrième  terme  de 
ce  polynOmc  est  égal  à  20,  c'est-à-dire  le  produit  du  coeffi- 
cient 10  de  a'  dans  le  troisième  terme,  multiplié  par  6  (6 
étant  la  quantité  que  l'on  retranche  de  m  pour  avoir  l'expo- 
sant de  X  dans  ce  troisième  terme] ,  cl  divisé  par  le  nombre 
des  termes  qui  précédent  le  quatrième,  c'est-à-dire  par  3. 

D'après  toutes  les  remarques  que  l'on  peut  faire  sur  la 
formation  des  polynômes X, ,  X, ,  Xj,.  ..en  considérant  sen- 
lemcnt  les  polynômes  X, ,  X, ,  on  conclut  qu'on  a 


X.~x' 


+p 

+»p« 

+  Q 
.(/■+l)(«+2)(«+3) 

, ,  1(1+1  )(»+2)  . 

'          '           2.3         " 
+1^'P». 

+iQ« 
+R 

....(1.-1)  _.  .      1 

+ 

+ 
+ 

2.3.* ("— ")             "             1 

(«fl)(n+îi)(n+3] (m-2)      ._„ 

2.3.4 (™  — n— 1)                        ( 

! 
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puis 

+P  I  +(n+l)P<. 

+  Q 

(«+tl(.i+a)(-+3)     1    ._.^ 

"*"  2.3  I  ~*~"' 

(M-')("+''lp^. 

+  («+!)  Q« 

-!-R 

(n+l)(«+2)[«+3) (>«-l)    .. 

~^  2.3.* (m— n— 1)  " 

(/.+1)(«+2)  (/i+3j (ff<-2)  . 

"•"  2.3.4 (»i— «— â) 

+ 

+ 

II. 

A'uiiteau  ihéoréme  d'analyse. 
Soient ,  un  polyoùniG  X  de  la  forme 

j:--f-P^— +Qx— '-l-Rar— ^+ _|_Sx'+ Tx-J- V, 

UD  binôme  quelconque  du  premier  degré  de  la  forme  x — a , 
X.  la  parlie  entière  du  quotient  de  la  division  de  X  par 
(j:— d)',  (n  étant  un  nombre  entier  quelconque) ,  Xn+,  celle 
du  quolieot  de  la  division  de  X  par  (x — «)"+',  et  X'n  celle 
du  quotient  de  la  division  de  X'  (X'  étant  le  polynôme  dérivé 
de  X)  par  {x  —  a)"  -,  supposons  que  dans  Xn  ,  X.+ 1 ,  X'^  , 
(Hi  change  <z  en  x,  puis  qu'on  ordonne  les  nouveaux  poly- 
nômes qu'on  obtient  ainsi,  par  rapport  aux  puissnnces  dé- 
croissantes do  X ,  e(  soient  Xb  ,  Xn+i ,  x*™  ,  C'S  polynômes  , 
Xn  étant  celui  qui  correspond  à  Xn ,  xn+i  celui  qui  corres- 
pond à  Xn-i- 1 ,  et  x'%  celui  correspond  à  X'h  ; 
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Je  dis  qu'on  aura 

1*  {n  -}- 1)  J^n-f  I  =  le  dérivé  de  xn , 

et        2»  {n+i)Xn^i=  Xn. 

V  Nous  ayons  obtenu  le  développement  de  Xn  et  de  Xi^.  gy 
et  par  conséquent  on  en  pourra  déduire  xn  et  a:i^.i. 
Si  l'on  forme  le  dérivé  de  xn  qui  est  de  la  forme 

(m— /i)Ax*-^"+(/ii— n— l)Bx— ^'4- 

et  xn-^t  étant  de  la  forme 

comme  il  s'agit  de  démontrer  que  (/i-f'^)-^<H->=  dérivé 
de  Xn ,  si  Ton  parvient  à  démontrer  que  (/i4-i)A.'=(/w — ii)A, 
on  aura  aussi  démontré ,  par  cela  même ,  que  (/i-{- 1)  B'  = 
(m — n — 1)B, ce  qui  est  facile  à  voir  à  la  simple  in- 
spection des  polynômes  XnCt  Xn^i ,  et  que,  par  conséquent, 
on  a 

(/i+ 1)  -^iH-»  =  dérivé  de  x» . 

Il  ne  s'agit  donc  que  de  démontrer  qu'on  a  la  relation  sui- 
vante : 

(/i+l)A'  =  (m— «)A, 
ou  bien 

(n+1)(«+2)(«+3 ("«-<) ]  ^ 

2.3.4 (m— n— i)  ) 

= w_„  (  „ + „,+»iî±i  +  ""+^f+" + 

n{n+i)in^2Kn+3)  {n+\){n+2){n+3)...{m^i)\ 

2.3.4  -r--"r     2.3.4...  (;;î_;^_-J)(;,j_„J    j 

car 


(»+il("+a)(»+3) {' 


'  2.3.4 (m  — «  — t 


2.3 


+ 


■■(:.+l)(«+2}(-.+3)  n(/i+l)(n+2)(«+3)...(. 


-1). 


2.3  4 

(«+l)(-.+2)_ 


2.3.4...  (j 

(«+l|(;.4-2i  _|:.+21(ii+3) 
2  2 

l)(n+2)[n+3)  _ 
2.3 


4 


2.3 


2.3 


et  ainsi  de  sailc. 
D'où ,  par  analogie ,  cl  en  posanl  m  —  1  ^  n  -|-  » , 

A'=  («+2)(«+3)(«+4)...(«+«-i-l)  ^  tn+21[»+3)(«+t)...Bi 

2!3.4 (m— n— 1)  2.3?4....(m— n— 1)* 

De  même,  on  a 


n(»  +  l)(»+2)_(..+<)(;.  +  2)in  +  3) 
2.3  2.3  ' 

et  ainsi  de  suite. 

D'où ,  par  analogie  , 
^  _(n+<lln+2)[,.+31..1n+.+t)  _l,.+l)(„+21(i7+3)..»i 

2.3.4 (m— H)  2.3.4 (w— «) 

D'où 

(n+l)l»  +  21(''+3)l«+4) m 

2.3.4 (m— n  — 1) 

_(«+!)  (>.+2)|i.+31(/.  +  4| ». 

2.3.4 (m—n  —  l) 


(«  +  1)A'= 
(m— «1A  = 


I')  Cet  sommatiims  sanL  ci 
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Donc 

(/i+l)A'=(m  — /i)A, 
donc  y  enfln , 

(n  +  i)xn+i  =  dérivé  de  jr».        (C.Q.F.D.) 

^  Il  s'agit  maintenant  de  démontrer  qu'on  a 

(/i  +  l)<rn4.i  =j:V 

Or,  d'après  ce  que  Ton  vient  de  démontre? ,  on  a,  en 
remarquant  qae  x\  est  le  dérivé  de  X'  ou  de  x, , 
a/, = 2j:,  ,    car    2j:,=  dérivé  de  x, , 

2j/,=  dérivé  de  x'.s  dérivé  de2x,r=6x,,  car  3x,  est  le 
dérivé  de  x,,  ou 

de  même 

J7  1  —  oX^  f 


et,  en  général, 

a-'n=(/i+i)^fHi-  (C.Q.F.D.) 

Remarque.  De  ce  théorème ,  il  résulte  que  les  dérivés  suc- 
cessirs  du  polynôme  X  sont  : 

Ils  sont  ordinairement  désignés  par 

(1)      X',      X",      X'",      X'%      X' X(*»-0,      X(«). 

Je  propose  d'appeler  les  polynômes  de  la  suite  (1),  les  déri- 
vés multiples  du  polynôme  X,  et  les  polynômes 

les  dérivés  simples  (*). 

■/)  Ce  »om  les  D  d'Arhftgast  (G«loul  dci  dérivations,  p.  33).  Tm. 

c 


Or,  on  sait  que  si  daos  an  poljrDdme  X,  on  change  x  en 
jc+r,  si  Y  est  le  résnilat  de  la  snbslitation ,  on  a 


Ï=X+ 


1.2  - 


1.2.3 


r'+- 


■■+r. 


ou  bien ,  d'a{H%s  ce  que  aoas  utoqs  , 

Y=x-i-j:.y+x.r'-f-^,y+ +J''. 

c'est-à-dire,  d'après  les  déaominatiODs  que  je  propose,  que 
le  résultat  Y  de  la  subslilution  de  x-\-y  a  la  place  de  j:  dans 
le  polynâme  X  est  égal  au  polya6me  X,  plus  au  premier  dé- 
rivé simple  multiplié  par  y,  plus  aa  deuxième  dérivé  simple 

multiplié  par^,  pins....  elc ,  plus  enfin ^*'. 

Nota.  On  pourrait  baser  le  théorème  de  M.  fiudan  sur  U 
suite  des  polynAmes  dérivés  simples ,  au  lieu  de  le  baser  sur 
la  auite  des  polyoOmes  dérivés  muitiplei, 

lU. 

Nouvelle  théorie  des  racines  égales. 

Supposons  qu'ouait  l'équation  X  =  0,  et  qu'elle  ail  «  raci- 
nes égalcsà  n,  ou  que  le  polynôme  X  soit  divisible  par  (x — a)'. 
Soient 

/                                                                        X 
X,      la  partie  entière  du  quotient  de        , 


jr,  le  résultait  de  la  substitution  de  x  au  lieu  de  a  dans  X, 


X.,.) 
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X',     la  partie  entière  du  quotient  de 


X' 


X'. 


X' 


X' 


{x—a) 


X' 


9» 


II— 1 


j/,  le  résaltat  de  la  substitution  de  x  au  lieu  de  a  dans  X'. , 
rr'  X' 

•  • 

m  m 

m  m 

m  • 
• 

x'%-~i  X'ii_i. 

Alors  X, ,  X, Xn ,  seront  des  quotients  complets.  Si  dans 

X,  on  fait  a:  =  a ,  on  a  un  résultat  =  à  zéro  ;  donc  si  dans 
X'  on  fait  x=  a,  on  a  aussi  un  résultat  nul  (puisque  la  sub- 
stitution de  a  à  la  place  de  x  dans  X.  et  X'  donne  deux  résulr 
tats  identiques) ,  par  conséquent  X'  est  divisible  par  x — a ,  oa 
bien  a  est  racine  de  X'=0. 
Gonunc  2jr,=rj:'„ 

kx^=z  x\ , 


(/i— 1)j:»_i=j:r'n_2; 
il  résulte  que  si  on  substitue  a  au  lieu  de  x  dans 

2X.,       3X,.      4X,,  ,  (/i— l)X»_i, 

on  aura  des  résultats  identiques  à  ceux  qu'on  obtiendrait  si 

on  Taisait  la  même  substitution  dans  X', ,  X',,  X,' X'i»-2î 

donc  les  polynômes  X', ,  X',, ,  X'fi~2,  sont  divisibles  par 

X — a,  donc  ils  sont  aussi  des  quotients  complets. 

Ainsi  Xf»-2  est  divisible  par  x^a ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même ,  X'  est  divisible  par  (j:— a)*"'. 
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Nous  Yojuns  donc ,  d'apri»  cela,  que  quand  X  est  divisible 
par(x — a)",X'esl  divisible  par  f^r— a)""'  ;  el,  pour  Icrminer, 
je  vais  faire  voir  que  X'  ne  peut ,  dans  ce  cas ,  élrc  divisible 
par  nue  paissante  plus  grande  de  .r — a 

En  effet,  si  X'  était  divisible  par  (jr— «)"+"  (  n'  étant  uo 
nombre  entier  positif),  alors  X'  serait  divisible  par  (^ — a]", 
la  SDbstitalion  de  a  au  lieu  de  j~  dans  le  quotient  complet 
X'h— 1,  donnerait  un  résultat  nul.  De  sorte  que  a  substitué  aa 
lieu  de  x  dans  /iX»  ou  dam  Xn  donuerail  ud  polynôme  oui , 
car  OD  sait  que  si  on  substitue  a  au  lieu  de  x  dans  XV-i  et 
nXn  .  on  a  deux  résultats  idcnliqurs  (ru-,  ^^x*!,-!).  Donc 

Xn  serait  divisible  par  jt — a.  ou  bien  comme  Xn  = s, 

(x— ûf 

X  serait  divisible  par  (x — a]"^',  ce  qui  est  contre  l'hjpotbèse. 
Donc,  etc.. ..Ainsi, si  X  =  0  a /i  racines  égales  à  a ,  X'=0 
aura  n — 1  racines  égales  à  a.  La  réciproque  se  démontrerait 
absolument  de  la  même  manière. 

De  là  rcsulle ,  que  pour  qu'une  équation  X=  0  ait  »  raci- 
nes égales ,  il  faut  el  il  suflit  que  le  premier  membre  et  son 
polynôme  dérivé  aient  ua  diviseur  commun  ;  et  si  l'on  cberche 
leur  plus  grand  commun  diviseur,  on  aura  le  produit  des 
facteurs  ^aux  de  X,  élevés  chacun  à  une  puissance  moindre 
d'one  nnité. 


MOTE  SUR  LES   FOYERS. 
PAH  K.  TACHETTE  (-). 


Il  esisle,  dans  le  plan  d'une  courbe  du  deuxième  ordre, 
denx  points  [dootl'un  peut  être  à  l'in Gui],  tels  que  leur  dis- 


1 


à  l'École  normale  i  premier  c« 


J 
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lance  à  an  point  quelconque  de  la  courbe ,  eslfooction  ratioo- 
nelle  et  linéaire  des  coordonnées  de  ce  point.  On  peat  se  pro- 
poser de  rechercher,  s'il  existe  de  semblables  points  dans 
l'espace,  et  d'en  trouver  le  lieu  géométrique. 

I.  Ellipse  et  hyperbole. 

Soit  une  ellipse  située  dans  le  plan  des  jc^  ,  rapportée  à  ses 
axes  et  à  son  centre  O,  son  équation  est 

a  étant  le  demi-grand  axe. 
Soit  F  un  point  dans  l'espace  ayant  pour  coordonnées 

x=  a 

puis  soit  M  un  point  de  l'ellipse ,  et  posons  FM=^.  x^jr^o 
étant  les  coordonnées  de  M,  on  aura 

M  étant  sur  l'ellipse,  on  a 
d'où 

Mais  S,  et  à  fortiori  ^,  devant  être  fonction  rationnelle  de  x 
ct^,  le  radical  devra  disparaître,  ce  qui  aura  lieu  pour p=  0^ 
ainsi  F  est  dans  le  plan  des  jtz  :  on  a  alors 

b* 


o 


=  j:"H ^(a'—x')'-2cix+<x'+y= 

a^'-b^ 

Pour  rendre  0  rationnel  en  a*,  il  faut  écrire  quecelte  valeur 
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de  S',  Irinûme  du  dcuiième  dogré  en  x,csi  un  carré  parfait, 
ce  qui  donne 

et  en  réduisant 

[a-  ~  b')  7'— &■:<■  =  -  {a'-b')b\ 


Le  lien  des  points  F  estune  hyperbole  situéedansleplan  des 
j:s.  Pour7  =  0,  a=±cposition  des  foyers  danaleplaa  de 
l'elirpse  (■). 

Dans  la  valeur  de  S'  on  eût  pu  éliminer  x,  au  lieu  d'éli- 
miner X,  on  aurait  obtenu  un  lieu  dont  l'équation  serait ,  en 
remplaçant  a  par  3,  à  par  a,  et  réciproquement , 

courbe  imaginaire ,  si  l'on  [a  a';>fi',  c'est-à  dire  dans  le  cas 
que  l'on  a  traité  {"). 

Si  maintenant  ou  cherche  le  lien  des  foyers  de  l'hyperbole 

{a^  -b')K''—b'x'=—ia'-~b')b% 
on  retrouve  la  première  ellipse.  En  effet  on  a 

en  appelant  x,o,3  les  coordonnées  d'un  point  M  de  l'hyper- 
bole, sQ,7  celles  d'un  point  F  qu'on  cherche  à  déterminer. 


Or: 


3^=j:'+b' 


donc  FM  ouô"  sera  doaué  par 


'']  La  tomme  des  diilanccs  d'un  poinl  lui  deui  rojert  tu  — ,  qauillM 
«anilanie  pour  une  latme  valeur  de  ■.  Trn. 

(")  KU.  PDBurlet  e(  Cbisles  onl  lire  pirli  île  co  tojcn  iin«glnalr«i.        Td. 


J 
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Comme  {Précédemment ,  on  fera  7  3=  o,  donc 

exprimant  ensuite  que  ^  est  un  carré  parfait  en  x, 

ou  réduisant 

Si  on  avait  éliminé  x,  on  eût  obtenu  un  lieu  imaginaire. 

Ainsi  donc  l'ellipe      a  V+6" x*  =  fl'6*, 

Thyperbole      (a'— 6')z'— ô'or'rz:— (a'—6')6> 

sont  le  lieu  des  foyers  Tune  de  l'autre. 

II.  Parabole, 

Soit^* = 2px^  une  parabole  dans  le  plan  des  xy ,  rapportée 
à  son  sommet  et  à  son  axe , 

a 

F  un  foyer  cherché,         p  coordonnées  de  ce  foyer, 

7» 

on  aura,  comme  précédemment, 

D'ailleurs^  =  db  V^2px ,  donc  il  faudra  faire  P=0, 
exprimant  que  9*  est  carré  parfait ,  on  aura 

ou  bien  7'  =  />'  —  2/?a , 

équation  d'une  parabole  située  dans  le  plan  des  xz,  dirigée 

dans  le  sens  des  x  négatifs,  coupant  Taxe  des  z  à  des  distao- 

p 
ces  de  l'origine  7=  dbp,  et  l'axe  des  a:  à  la  distance  «  =  ^  • 

En  cherchant  le  lieu  des  foyers  de  la  dernière  parabole ,  on 
relrouverait  la  première. 


Nntt  historique  sur  les  fbyert  et  les  focales. 
1 .  Foyers.  Avant  Apollonius ,  les  scclions  coniques  s'obfe- 
naieot  en  coupant  le  cône  droit  par  un  plan  perj>endiculaire 
à  une  arële  ;  pour  obtenir  les  trois ,  il  fallait  par  conséquent 
trois  cônes  dilTérenls  ;  aussi  ces  courbes  portaient  le  nom  de 
sections  du  cAne  acutangle,  du  c6nc  rectangle  et  du  cdnc  ob- 
tusangle.  Apollonius  a,  le  premier  [247  av.  J.~C.) ,  considéré 
le  cAue  oblique,  et  des  sections  perpcndicuLiires  au  plan 
diamétral  principal  i  et  il  a  appelé  ces  sections ,  d'après  les 
propriétés  dcleurs  paramètres,  ellipse,  parabole,  hyperbole, 
noms  [■)  qu'cUesonlconscrvés.II  connaît  les  foyers  de  l'ellipse 
et  de  l'hyperbole,  et  les  noTamepunclaex  comparatione  fada, 
à  raison  de  leur  mode  de  construction  ;  11  détermine  cesfoycrs 
en  disant  :  chacun  partage  le  grand  axe  de  l'ellipse  oa  l'axe 
transrerse  de  l'hyperbole  en  deux  segments, dont  le  produit 
est  égal  an  carré  du  demi-axe  conjugué  ;  il  ne  parle  pas  du 
foyer  de  la  parabole  [").  Depuis, on  a  étudié  et  découvert 
les  propriétés  de  ces  points ,  auxquels  les  lois  de  Kepler  ont 
assigné  une  place  importante  clans  le  système  du  monde. 
Eulercslle  premier  qui  ait  établi  celte  définition  analytique 
du  foyer:  Le  foyer  est  un  point  situé  dans  le  plan  de  la 
courbe,  et  Ici  que  sa  distance  à  chaque  point  de  la  courbe  est 
une  fonction  rationnelle  de  l'abscisse  du  point  de  la  courbe. 
M.  firet  a  complété  cette  belle  définition  en  l'étendant  aux 
deux  coordonnées  de  ce  point;  et  ainsi  complétive,  elle  sert 
maintenant  de  base  à  la  recherche  des  foyers  CV.  p.  131). 
M.  Vachette  généralise  encore  davantage,  et  suppose  les 
foyers  situés  hors  du  plan  de  l'ellipse,  cl  démontre  que 
le  lieu  des  foyers  est  une  hyperbole,  et  i-ice  versa;  à  quoi 
l'on  peut  ajouter  :  I  °  Que  la  somme  des  distances  d'un  point 


^ 


J 


"^ 
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de  l'ellipse  à  dL'QS  foyers,  situés  sur  deux  branches  difTércnles 
de  ITiyperbolc ,  est  constante  ;  2°  que ,  d'après  le  beau  théo  - 
rème  qu'on  doit  à  M.  Demonferrand ,  les  cdncs  qui  out 
pour  base  l'ellipse,  el  pour  sommet  les  foyers,  sont  tous 
des  cônes  de  révolution. 

2.  Focales.  Ces  courbes  du  3'  degré,  dont  M.  Perrey  a 
traite  dans  le  numéro  précédeDt(  p.  361  ),  ODt  été  étudiées 
pour  la  première  fois ,  et  dans  le  cône  droit ,  par  M.  Quete- 
let  dans  une  dissertation  De  quibusdam  locîs  geomelricis  nec- 
non  de  curva  focali,  Gand  ,  1819.  De  nouvelles  propriétés 
de  ces  lignes  sont  consignées  dans  un  mémoire  de  IM  Dande- 
lin(Acad.  deDruxellcs,  t.  Il,  p.  169).  Enfin  M.  Rees,  pro- 
fesseur à  Li^e ,  a  généralisé  les  résultats  et  lésa  transportes 
dans  le  côneoblique  (Correspondance  maihém.,  t.  Y,  p.  361}; 
M.  Le  François  en  a  fait  l'objet  de  sa  thèse ,  Diisertatio  inau- 
gurads  mathemalica  de  quibusdam  curvis  geomelricis ,  in-f", 
Gand,  1830-,  mais  M.  Chastes  est  le  géomètre  qui  a  donné  la 
plus  grande  extension  â  la  doctrine  des  focales;  il  en  indi- 
que cette  ingénieuse  construction  :  Si  d'un  point  fixe,  on  menu 
des  tangentes  à  deux  cercles  située  dans  un  mémo  plan,  et  as- 
sujettis à  avoir  un  axe  radical  fixe  et  leurs  centres  sur  une 
droite  Gxe,  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  est  une 
focale.  [Corresp,  math-,  I.  \I,  p.  207.)  Tm. 

SOLUTION  DU  PROBLÈME  VIII   (p.  123]- 


Construiro  une  hyperbole  équilatêre  dont  on  a  quatre 
tangentes. 

Les  ihéorémes  de  géomijlrie  qui  donnent  la  solution  de 
ce  problème  particulier,  conduisent  facilement  à  la  solution 
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solution  du  problème  général  Construire  une  section  coni- 
que quelconque  dont  on  connaît  m  tangentes  et  n  points  de 
contact.  Pour  le  cas  général  in-\-n=5-,  pour  l'hyperbole 
équilatère  et  la  parabole  ,  m  ■{■  v=  4. 

1"  cas.  Cinq  tangentes  pour  la  section  conique  en  général. 
D'après  le  théorème  de  Newton,  <■  Lorsqu'un  quadrilatère 
est  circonscrit  à  une  section  conique ,  le  centre  de  la  courbe 
est  sur  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des  trois  diagonales  du 
quadrilatère.  »  Or  nous  avons,  dans  ce  cas,  deux  quadrila- 
tères circonscrits  à  la  section  conique  cherchée.  , L'inter- 
section des  deux  lieux  qui  doivent  contenir  le  centre , 
détermine  ce  centre  j  il  ne  reste  qu'à  .  Construire  une 
section  conique,  connaissant  le  centre  et  cinq  tangentes  et 
quatre  tangentes  pour  l'hyperbole  équilatère. 

Le  théorème  de  Newton  donne  une  droite  sur  laquelle  est 
situé  le  centre  de  la  courbe.  11  sera  complètement  déterminé 
au  moyen  de  cet  autre  théorém*  dû  à  W.  Poncelet  [  Mémoire 
sur  l'hyperbole  équilatère ,  Ana.  deGergonne,  t.  II). 

«  Si  l'on  mène  quatre  tangentes  à  l'hyperbole  équilatère. 
te  centre  de  la  courbe  sera  situé  sur  la  circonférence  qui 
passe  par  les  trois  points  d'intersection  des  diagonales  du 
quadrilatère  complet,  formé  par  ces  tangentes.  -  Voici,  de 
ce  théorème,  une  démonstration  qui  me  parait  assez  simple. 
1°  Si  deux  points  sont  les  milieux  de  deux  cordes  d'une 
hyperbole  équilatère,  si  par  chacun  d'eux,  ou  mène  une 
parallèle  à  l'autre  corde ,  les  deux  points,  le  point  de  ren- 
contre des  deux  parallèles,  et  le  centre  An  la  courbe  sont 
snr  une  même  circonférence. 

Soient  K,  I  (^9.  8i) ,  les  milieux  respectifs  des  cordes 
&B ,  CD  i  H  le  point  de  rencontre  des  parallèles.  Pour  que 
le  théorème  énoncé  ait  lieu  ,  il  faut,  et  il  suffît  que 
HK04-H10  =  2  droits,  O  esl  le  centre  ou  HPX-f  KOP-f 
HQ0-|-I0X=-2  droits,  ou  HXP  +  IOX  =  K0P  +  HQO: 
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ïc  qui  PSl  évi<i(;nt  li'après   celte  propriété  de  l'hyperbole 
éqDilatérc,  que  la  somme  des  angles  que  Toulavec  l'axedes 
X,  les  deux  diamélres  conjugués  d'an  même  système  est 
égale  à  un  droit  ('). 

2°  Si  deux  points  sont  par  rapport  à  une  hyperbole  équi- 
lalère,  les  pôles  respectifs  de  deux  droites  quelconques,  el 
que,  parchacun  d'eux,  on  mène  une  parallèle  à  la  polaire  qni 
correspond  à  l'autre ,  les  deux  points ,  l'intersection  des  pa- 
rallèles cl  le  centre  de  la  cou  rbe  se  trouveront  sur  une  même 
circoniérence. 

Car  si,  par  le  pôle,  on  mène  une  corde  parallèle  à  la  po- 
laire ,  elle  est  divisée  par  le  pâle  en  denx  parties  égales.  Ce 
théorème  est  donc  une  conséquence  du  précédent.  Comme 
conséquence  de  celui-ci,  on  a: 

3°  Lorsque  trois  points  situés  sur  le  plan  d'une  hyperbole 
équilalère,sonl  tels  que  chacun  d'eux  est  le  pôle  de  la  droite 
qui  contient  les  deux  autres,  oes  trois  points  et  le  centre  de 
la  courbe  sont  sur  une  m<^nie  circonférence. 

i"  Enlin ,  on  démontre  Irès-facilement  que,  dnns  tout  qua- 
drilatère circonscrit  à  une  section  conique ,  les  trois  points 
de  rencontre  des  diagonales  forment  un  triangle  dans  lequel 
chaque  sommet  csl  pôle  du  côté  opposé.  Le  théorème  de 
M.  Poiicelel  s'en  déduit  immédiatement. 

La  construction  de  l'hyperbole  équilatère  se  trouve  donc 
ramenée ,  ainsi  que  le  problème  précèdent,  à  construire  la 
section  conique ,  dont  ou  cannait  le  centre  et  quatre  tan- 
gentes. Oronsaitque; 

5°  Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  une  section  coni- 
que, les  droites  qui  joignent  les  points  de  conlacl  des  cdtés 
opposés  se  coupent  au  point  de  concours  des  diagonales. 

ODaiis  le  cerrle  et  rh)pi:rbo1<!  éqnilal^re.  deui  S)9lémes  d'aï»  conjuttutt 
tormint  toujours  un  i|uidrital^re  canveie  Duronlranl,  inseripliblc.  Cpsl  cequt 
Ih  pqoillont  de  res  lipifi  montrent  intnllivcmenl.  Tm. 
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6*  Laf^rnilc  qui  va  du  crntrc  au  point  de  concours  de 
deux  tangenles,  partage,  en  deux  parties  égales,  la  corde  de 
contact  de  ces  deux  (angenlos.  Ainsi ,  menons  les  diagonales 
du  quadrilatère  simple ,  que  nous  .savons  être  circonscrit 
à  la  courbe  chenbée.  Joignons  )c  centre  avec  les  points  de 
concours  des  cAlés  opposés  :  ces  lignes  partageront ,  en  deux 
parties  égales,  les  cordes  de  contact  des  c6lés  opposés  du 
quadrilatère.  Comme  elles  doivent  encore  passer  par  le  point 
de  concours  des  diagonales,  rien  de  plus  facile  que  de  les 
déterminer  géométriquement. 

Connaissant  le  centre ,  deux  tangentes  et  leurs  points  de 
contact ,  on  a  tout  de  suite  les  directions  àes  diamètres  con- 
jugués d'un  même  système ,  dont  les  valeurs  des  sous-tan- 
genles  donneront  les  longueurs.  La  fectJon  conique  sera  dès 
lors  complètement  déterminée. 

Remarque.  Je  viens  de  construire  une  section  conique, 
connaissant  le  centre  et  quatre  langenles ,  et  cela  suffisait  au 
problème  proposé  )  mais  la  courbe  étant  assez  déterminée  par 
le  centre  el  trois  tangentes,  on  pourrait  demander  de  la 
construire  avec  ces  seules  données. 

Or  1 ,  K,  H  {pg.  86) étant  les  points  de  contact  de  la  sec- 
tion conique  qui  a  son  centre  en  0  avec  les  tangentes  AB,  BC, 
AC,chacunede5droiIeslK,KH,lH  devra  être  respectivement 
partagée  en  deux  parties  égales  par  les  droites  BU,  CO,  AO  ; 
deeorteque  connaissant,  par  l'énoncé  du  problème,  le  centre 
O,  les  tangentes  AB,  AC,  BC,  et  par  suite  les  droites  AO, 
BO.CO,  il  ne  reste  plus  qu'à  construire  un  triangle  qui, 
ayant  ses  trois  sommets  sur  les  trois  tangentes ,  ail  chacun 
de  ses  côtés  partagé  respectivement  en  deux  )iarlies  égales 
par  l'une  des  droites  AO,  BO,  CO  j  et  comme  on  peut  déter- 
miner d'avance  les  directions  dcchacun  de  ces  côtés,  on  n'a 
plus  qu'à  résoudre  ce  problème,  dont  la  solution  géométri- 
que est  connue  :  Inscrire  à  un  triangle  donné ,  un  triangle 
dont  les  cAtés  soient  parallèles  à  trot»  droites  données. 
Ai>«.  or  HateEk.  I.  28 
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'J°  cas  '  Quatre  tangentes  pour  la  parabole.  Le  foyer  étaat 
donné  par  l'ialorsccEion  des  circonrérences  circonscrites  au 
triangle  dont  les  trois  côtés  sont  tangents  à  la  courbe ,  le 
problème  n'olTre  aucune  difficulté. 

3*  cas  :  Quatre  tangentes  et  un  point  de  contact ,  pour  la 
section  conique  en  général. 

Le  théorème  5°  donne  tout  de  suite,  le  point  dccontact  du 
côté  opposé  Dès  lors,  au  moyen  du  théorème  6*,  et  du 
théorème  de  Newton ,  on  aura  tont  de  suite  le  centre.  On 
pourra  mc^me  déterminer  directement  tous  les  points  de  con- 
lacl ,  au  moyen  d'un  théorème  donné  par  Brianchon  (dans 
son  mémoire  sur  les  lignes  du  deuxième  ordre). 

ABCD,  étant  un  quadrilatère  circonscrit  à  une  section  co- 
nique, et  z  le  point  de  contact  du  côté  AB  ,  joignons  z  aux 
points  de  rencontre  des  diagonales  1  ,  G  ,  H ,  ces  lignes  en 
coupant  les  autres  côtés  du  i|nadnlatére ,  donneront  les  au- 
tres points  de  ontacl  z',  s",  z'". 

4'  caS:  Trois  tangentes  et  un  point  de  contact  pour  l'hy- 
perbole équilalcre. 

Le  centre  de  cette  hyperbole  est  sur  une  circonférence 
passant  par  lo  point  du  contact,  par  le  milieu  dn  c6té  sur 
lequel  est  ce  point,  et  par  le  sommet  opposé  à  ce  côté  ("}. 

Du  théorème  de  Newton,  M.  Gergonnc  [Annales,  t.  XI, 
p.  38*;,  a  déduit  celui -ci  : 

Lelieu  des  rentres  des  sections  coniques  qui.  étant  inscrites 
à  un  triangle,  touchent  constamment  l'un  de  ses  côtés  en  un 
même  point,  est  la  droite  qui  passe  parle  milieu  de  ce  côté,  et 
parle  milieu  de  la  droite  qui  joint  le  sommet  oppose  à  ce  point 
de  c  intact.  On  aura  donc  le  centre  de  l'hyperbole,  ce  qui  suffît. 
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5*  cas  :  Tniis  langciilcs  et  un  point  du  cocitact  pour  la  pa- 
rabole. 

Ce  dernier  théorème  donne  l.i  direction  des  diamèlres,  les 
points  de  conlnct  se  trouvent  iinmédiatement ,  \o.  problème 
ne  présente  pas  de  difficultés. 

6*  cas  :  Trois  tangentes  el  deux  points  de  cuotacl  pour  une 
section  conique  quelconque  :  ce  dernier  théorème  donne 
encore  ici  le  centre  de  la  courbe. 

7' cas:  Deux  tangentes  et  deux  pointsde  contact  pour  l'hy- 
perbole équilatère  :  comme  conséquence  du  théorème  1",  uoag 
avons  : 

7°  Une  hyperbole  équilatére  devant  passer  par  le  point  O, 
et  être  tangente  aux  droites  AY ,  AX,  menons  la  droite  CD 
partagée  pur  le  point  0  eu  deux  parties  égales  ;  I ,  K  étant 
les  milieux  respectifs  de  AD  et  de  AC,  le  centre  de  l'hyper- 
bole se  trouvera  sur  le  cerdequi  passe  par  les  poials  I,  K,  0. 
8°  Ou  sdit  encore  que  dans  tout  triangle  rectangle  inscrit 
à  une  hyperbole  oquilatère ,  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  de  l'angle  droit  sur  rfaypulénuse  est  tangente  à  la 
courbe. 

Soient  CAY,  6BX,  les  deux  tangentes  à  l'hyperbole  équi- 
latére aux  points  A,  B,  ce  théorème  nous  donne  le  point  D, 
appartenant  encore  à  la  courbe.  Le  centre  de  la  courb*?  étant 
dès  lors  déterminé  par  le  théorème  5  et  le  théorème  7,  le 
problème  est  résolu. 

S' cas -Deux  tangentes  et  deux  points  de  conlact  pour  la  pa- 
rabole ;  ce  qui  n'offre  aucune  difficulté.  (  Voir  le  mémoire  de 
MM.  Brianchon  et  Poncelet  sur  l'hyperbole  eqnilatére, 
jfnnales  de  Cergonne,  tome  XI ,  p.  SOà^  1821  )  [*). 


btimiipaur  li  parabole  :Gergonn«  ,  l.  VIII,  p,  3si;.Ces  deux  mcinaïres  «t  celui 
de  H.  BHjincliad ,  soniiciiDeni  laules  l«>  «alutioni  désinklei  de  ne  genre  de 
queillani,  iV.  anni  p.  SB.) 


U 


DEMONSTRATION  DU  THEOREME   I   (p.  122). 


PAR  M.  Konxs  Ronx, 

Ëlèie  du  HollégE  de  Marseille. 


Si  deux  triangles  KonI  lels  que  les  distances  du  centre  du 
cercle  inscrit  aux  sommets  homologues  sont  proportionnelles, 
CCS  deux  triangles  sont  semblables. 

A ,  B ,  C  étant  les  trois  angles  d'un  triangle,  on  obtient, 
entre  les  sinus  de  ces  trois  angles,  la  formule 

2sin-A9in-Bsin-C  —  sin'  -  A — sin'-B — sin'-  C  —  1  =0. 
2  2  2  2  2  2 

Soient  a,  b,c,  les  distances  respeciiTes  du  centre  du  cercle 
inscrit  dans  ce  triangle,  aux  sommets  A,  B,  C.  rétant  le 
rayon  de  ce  cercle,  on  a  = 


r^  dsin- A , 


=isin- 


r=csin]-C. 


Snbslituant  dans  la  Tormale ,  les  valeurs  de  cet  sinus ,  on  a 
pour  déterminer  le  rayon  en  fonction  des  distances  données  -. 

(1)  2flùcr'— (a'6'+rtV4-A'c')7'— a'6V"=0 

a',  f,  c'  étant  les  trots  distances  homologues  d'un  autre 
triangle  dont  r'  est  le  rayon  du  cercle  inscrit ,  ou  aura  pa- 
reillement. 

(2)  2fl'6'cV'  —  {a"b"  -(-  a"c"  +  6"c")  r^'—a"b"(/'  =  0. 

Si  ces  distances  sont  proportionnelles,  on  aura  par  exemple: 
a'^am,  b'  =  bm,tf  =cnt.  Subsliluant,  l'équation  (2)  de- 
vient 2<ii'cmV'—{a'6'-|-iV-|-oV)mV'~a'ftV'm«=0,  ou 


(3) 


iabc- 


-(a'i'  +  a'c'"  -Î-AV')-;- 


a'b'c'  = 


Comparant  (f]et(3],  évidemment  r'=mr.  On  décomposera 
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donc  )pi  deux  triangles  en  triangles  rectangles ,  semblables 
deux  k  deux,  et  I'od  en  couctura  la  similitude  de  ces 
(riangles. 


PROPRIETE  DE  L'HYPERBOLE  EQUILATERE. 

FAR  H.  A.  J.  CBIBTILIAB9 , 

Ancien  «léia  de  l'Écoli;  polytechnique,   répMilrur  dB  luBlhèmiliquai 


Dam  f hyperbole  équilalére,  Je  rayon  cenirat  de  chaque 
point  de  la  courbe  est  moyen  proporliannel  mire  les  deax 
rayons  vecteurs  de  ce  point. 

Soieut  c,  c',  r  les  rayons  vecteurs  et  central  d'un  point 
d'une  hyperbole  équilatùre ,  a  le  demi-grand  axe ,  c  la  demi- 
distance  des  foyers,  r  étant  une  médiane  du  triangle  dont  les 
Iroia  côtés  sont  t-,  t/,  2c,  on  a  (-'  +  ""  =-2r' -{^ 2c\  puis  à 
cause  de  l'bypcrbole  i^ — i'  =  2ti,  d'où  c'  +  i'"=4a'-j-2iJi/, 
donc  r'+c'=2a'-^vv',  relation  vraie  pour  tonte  hyperbole. 
Mais  la  nôtre  étant  équilatère ,  on  a  c'  =  2a' ,  donc  r'  =  w'. 
C.Q.F.D. 

DÉMO>STRATION  DU  THÉORÈME  III  [p.  57  et  142), 

INDEPENDANTE  DE  LA  THÉORIE  DES  POI.AIBES. 

PAB.  H.  TIPAl, 

Elève  de  uiolliPinaIic[ue3  sp«e>alFS ,  i  Montpellier 


Soit  A  (/ig.9b)  le  point  par  lequel  on  mène  les  perpendicu- 
laires ;  je  désigne  les  coordonnées  de  ce  point  par  Jr',_j'',  l'é- 
quation de  la  tangente  en  ce  point  sera  «yy+iVj-  =  a'i". 
Il  faut  prouver  que  la  diagonale  AB  csl  normale,  cela  sera 


4 


pruuvé,  si  je  fais  voir  que  le  coefficient  de  x  dans  l'équalion 
de  celle  droite  est 


Je  prolonge  la  perpendiculaire  AP  d'une  longueurégale,  je 
joins  FQ.  Celle  ligne  sera  parallèle  à  AB,  si  celle-là  est 
pcrpf^ndiculaireà  la  tangente  -,  il  s'ensuit  que  AD  le  sera  à  la 
normale.  Rous  savons  que  les  équations  des  deux  diamètres 
conjugués  égaux  sont 

b  b 

Par  conséquent  celles  des  deux  perpendiculaires  AP  cl  AQ , 
seront 

Cherchons  les  coordonnées  des  points  d'inlersccliun  de  ces 
lieux  droites  avec  les  diamètres  èj^aux;  on  trouvera  facile- 
ment les  résullats  suivants. 

1  a(V+^) 


Pour  le  point  P 


Pour  le  point  Q 


__  b{by  —  ax') 


Désignons  par  (a,  t)  les  coordonnées  du  point  P*,  en  s'ap- 
puyant  sur  le  que  le  point  .\  esl  ie  milieu  de  PP',  on  Irouve 


Pour  le  point  P' 


2a'r'  -\~b'y  —  abx' 


Le  cueUicienl  dej:  dans  l'éqaaHon  de  la  droite  P'Q  élantég'al 
â  la  difTércncc  dos  ordonnées  de  ces  deux  poinis  divisés  par 
la  différence  de  leurs  abscisses,  sera 

2tV  ~  IF^' 
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Nous  voyons  donc  d'après  cela  que  la  droite  P'Q  esl  perpen- 
diculaire à  la  langenle,  H  par  suite  ABcsl  normale. 
C.Q.F.D. 

Le  raisonoement  que  nous  venons  de  faire,  élanl  lolale- 
ment  indépendant  de  ce  que  le  point  A  est  sur  l'ellipse,  il 
s'ensuit  que  la  proposition  a  encore  lieu,  pourvu  que  ce 
point  se  trouve  sur  le  plan  de  la  courbe. 

Observation.  Nous  recevons  d'un  élève  du  même  collège , 
une  solution  du  problème  3  (p.  12-J\  elle  est  bien  raisonncei 
mais  répond  à  une  question  qui  n'est  pas  celle  qu'on  a  pro- 
posée. 


■1 


ANALYSES  D'OUVRAGES. 

ÉUmenls  de  CdofRflrïf , par  EDCRNELiunnET,  a^égé  de  l'IlDi- 
versilé,  professeur  de  mathématiques  au  collège  royal  de 
Louis-le-Graoïl  ('). 
Nous  parlerons  d'abord  du  plan  de  l'ouvrage ,  clairement 

indiqué  par  ce  lableau  placé  tout  au  commencement  : 

DIVISION  DE  L'OUVHAGË. 
Pronière  partie. 

GËOM^THIE  PLl-iE. 

Principes. 

Ll*re  I.  Jj]  ligne  droite. 

LiinlL  Laligncbriiftetltipaliiçotiei, 

Lim  m.  La  cinonfirtnrt  et  It  cercle. 

LWretV,  Lei   polysanei  temblMei 

et  la  meiure  dti  anglei. 
Lïrre  V.  La  minirr   âtt  palygonci. 
Liire  Vt.  Ltt  palugonci  r^gtilien 


LlYre  I.  Le  ptait. 
Uine  U.  Lu  anglii  lalidri  et  In 

Livre  III.  Lei  Irait  eorpi  romlt. 
Litre  IV.  Lri  polgidrrt  lemblableiii  la 

Livre  V.  La  nwiur»  diM  pot^drei. 

Litrp  VI.  Lei  polg/dret  rigtktitri  et  la 

Hiriure  dei  (ruiitorpi  ronit. 


L'analogie  observée  ici ,  autant  qu'il  est  possible,  entre  la 


(")  Chei  Detohr^  el  Modèle 


I 
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géoméiric  plane  et  celle  de  l'espace,  par  la  corrcspoadance 
des  livres  et  des  matières  IraiUies  ;  )a  subdivision ,  à  la  fois 
iialurellc et  méthodique,  de  chacune  des  deux  parties,  té- 
moignent du  soin  que  l'auteur  a  mis  à  faciliter  l'étude  de  la 
géométrie,  par  l'ordre  et  le  rapprochement  des  idées- 

Le  premier  livre  est  précédé  d'une  exposition  romplétc  des 
principes  :  définitions,  ajciomes,  demandes:  qui  doivent  servir 
de  base  aux  démonstrations.  —  Distinguer  nettement  ce  que 
l'on  admet,  decequ'onveulétablir,csl  sans  doute  In  première 
régie  â  suivre  pour  la  précision  et  la  clarté  du  raisonnement. 
Si  cette  r^Ie,  circonscrite  dans  de  justes  limites,  est  incon- 
testable pour  tous  ceux  qui  ont  une  idée  exacte  de  l'objel 
d'une  démonstration,  il  faut  approuver  l'auleor  de  l'avoir 
strictement  observée. 

M.  Lionnet  est  partisan  des  démonsi rations  rigoureuses. 
C'est  un  point  sur  lequel  nous  sommes  entièrement  d'accord 
avec  lui. 

On  a  dit  qu'une  extrême  rigueur  a  de  graves  incouvé- 
iiients  ;  qu'elle  rend  les  démonstrations  dilBciles ,  retarde  les 
progrés  dos  élèves,  s'oppose  à  l'avancement  des  sciences: 
nous  croyons  précisément  le  contraire ,  car  il  nous  semble 
que  le  moyen  le  plus  certain  d'arriver  à  l'évidence  est  d'être 
complètement  rigoureux.  En  mathématiques,  comme  dans 
tout  le  reste,  les  raisonnements  les  plus  diUicilcs  â  suivre, 
sont  les  mauvais  raisonnements 

Mais  il  faut  voir  la  rigueur  où  elle  est  réellement;  il  faut 
ne  pas  confondre  avec  les  préceptes  d'une  logique  sévère 
des  règles  qui  n'ont  aucun  caractère  sérieux.  En  admettant 
donc  tous  les  avantages  de  la  rigueur  géométrique,  il  res- 
terait à  examiner  si  elle  aurait  à  perdre  dans  la  suppres- 
Bîon    de  quelques  Axiomes  (*),    Demandes,   Démonslra- 
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lions  du  livre  que  nous  analysons  i  mais  l'auteur 
une  inlroducliOD  à  son  ouvrage ,  développer  ses  i 
égard ,  el  c'est  pour  nous  un  motif  saffîsanl  de  remcllre  à 
an  autre  article  IV'xanien  dont  il  s'agit. 

Les  définitions ,  placées  au  commencement  de  cbaqne  livre, 
sont  exprimées  en  termes  clairs  cl  parfaitement  connus.  I..a 
ligne  droite  n'a  pas  été  définie ,  et  c'est  ce  que  nous  préférons 
encore  à  la  dcfmition  qu'on  en  donne  ordinairement  ("].La 
propriété  caraclérisliqne,  essentielle  de  la  ligne  droite,  est 
celle  que  l'auteur  énonce  dans  sa  troisivmv:  Demande  ;  pro- 
priété tellement  osscnlielle ,  que  si  l'on  difTère  à  la  mention- 
ner, 00  court  le  danger  d'être  iniolelligible  el  d'enirer  en 
matières  par  un  cercle  vicieux. 

Le  premier  livre  contient  les  propositions  relatives  à  la 
sitnalion  des  droites.  La  théorie  des  parallèles ,  présentée 
avec  beaucoup  d'ordre,  s'appuie  sur  une  Demande  qui  revient 
à  celle-ci  :  par  un  point,  on  ne  peut  mener  gu'itne  teule  pa- 
rallèle d  une  droite.  Toutefois ,  les  propositions  qui  peuvent 
être  établies  sans  le  secours  d'une  demande,  col  d'abord  été 
cxposéf^^s,  et  la  demande  est  seulement  énoncée  lorsqu'elle 
devient  nécessaire  à  la  théorie. 

L'auteur  a  fait,  avec  raison  ,  disparaître  des  premiers  élé- 
ments d'une  science  où  l'on  doit  rechercher  à  la  fois  l'exac- 
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lilude  et  la  clarté ,  celle  prétendue  démonstration  Tondcc  sur 
la  comparaison  d'étendues  indéfinies ,  formées  d'angles  et  de 
zones.  En  confondant  ainsi  les  notions  d'aire  et  de  surfaces 
non  fermées,  on  établit  une  fausse  synonymie,  propre  àégarer 
l'esprit  des  commençants-  Nous  n'aurions  pas  eu  à  distinguer 
ici  cette  démonstration  de  plusieurs  autres  relatives  au  même 
objet  et  qui  oc  valent  pas  mieux ,  sans  la  persêTéranlo  assis- 
tance que  lui  donue ,  encore  aujourd'hui ,  l'cnseit^ncment  de 
quelques  collèges. 

Le  second  livre  a  pour  objet  principal  l'égalité  des  poly- 
gones et  la  détermination  de  la  somme  de  leurs  angles.  On  y 
trouve  aussi  quelques  propositions  sur  l'inégalité  des  côtés 
des  triangles,  conduisant  aux  premières  notions  des  lieux 
géométriques.  Os  différents  théorèmes  soûl  bien  énoncés  et 
démontrés  d'une  manière  très-simple.  INous  approuverions 
tout  ce  qui  resterait  dans  ce  livre ,  si  l'on  supprimait  la  Pro- 
position 28,  el  les  trois  premières  relatives  à  la  convexité 
des  polygones. 

Dans  le  troisième  livre ,  consacre  à  la  circonférence  et  au 
cercle ,  on  trouve  les  premières  propositions  sur  la  situation 
relative  d'une  circonférence etd'une  droite,  et  de  deux  cir- 
conférencesj  les  relations  de  grandeur  des  angles  inscrits ,  ou 
forméspar  une  tangente  el  une  corde,  et  de  langlc  au  centre 
correspondant  au  même  arc  ;  des  théorèmes  sur  l'égalité  el 
l'inégalité  des  cordes;  ctcnGn,  28  problèmes  qui  se  rappor- 
tent aux  trois  premiers  livrcsdu  traité. 

Là  plupart  des  théorèmes  démontrés  dans  ce  livre  sont 
d'une  utilité  incontestable^  quelques-uns,  cependant,  pour- 
raient être  supprimés,  et,  parmi  ces  derniers,  nous  com- 
prendrons le  théorème  3  -  ■■  Deux  circonférences  concentri- 
ques, qui  onl  le  même  rayon,  coïncident  dam  toute  leur  éten- 
due et  ne  forment  qu'une  Hfu/c  et  mime  circonférence.  •  On  ne 
voit  pas  |Kiurquoi  un  semblable  théorème  sérail  préf^éà 


—  135  — 
une  foule  d'aulresdumémegenreetâont  l'exacliludc  n'est  pas 
plus  évidente. 

Le  livre  IV  traite  de  la  simili  tude  des  pulygones  et  de  la 
mesure  des  angles.  L'auteur  a  conservé  la  définition  des  po- 
lygones semblables ,  donnée  par  Euelide ,  cl  adoptée  par  Tho- 
mas Simpaon  et  Legendre  ;  il  démontre.  Proposition  XV ,  que 
l'on  peat  construire  des  polygones  semblables  à  un  polygone 
donné.  On  a  reproehù  à  celle  dcfînition  de  la  similitude,  de 
comprendre  un  Irop  grand  niiinbre  de  conditions  ;  l'objection 
ne  nous  semble  pas  prise  dans  une  notion  exacte  du  véritable 
objet  des  définitions  ('  )  ;  elle  ne  peut  être  londée  pour  ceux 
qui  ne  reconnaissent  dans  les  déûnitions  données  en  géomé- 
trie, qu'une  simple  imposition  de  nom  à  des  choses  claire- 
ment désignées  ("). 

Au  reste,  les  partisans  absolus  du  nombre  précis  des  con- 
ditions sufitsantes  ne  peuvent  être  admis  à  changer  une 
définition  seulement  :  il  faut  encore  qu'ils  arrangent  selon 
lear  système ,  qu'ils  altèrent  d'autres  définitions  consacrées 
par  l'usage.  Pour  élre  conséquents ,  ils  ne  peuvent  plus  dire  : 
te  carré  ett  un  quadrilatère  qui  a  ses  angles  droits  et  ses  côtés 
égaux;  le  m?me  motif  doit  les  conduire  à  épurer  les  défini- 
tions des  polygones  équiangles,  des  polygones  réguliers,  car 
elles  renferment  aussi  un  trop  grand  nombre  de  conditioni. 


cl  lomteui  qni  jRitienl  in«lhod 

(•)  -  Le»  geoinélres 

.  nonu  aui  chospa  r| 

ue  pour  abrèg 

r  le  diseours,   e 

.cl.,ag.rlidMd« 

hoiet  dont   i 

>  prélendent  c|ue  relpril 

-  mpplH  toujaun  l» 

rWqw 

ilin'emploienlque 

■  pouTttilcrlacoQr 

lilude  des  [larale 

rie..  (PiMcai.y- 

.M  do» Pennées.) 

("j.Lef  «Anilion 

s  d»  msltiËnia 

clent,  re)[ardees  e 

omm 

à-d,re   c,.,'on  peu 

don 

ner  aui   objets  doa 

Cependant  il  faut. 

Ible,  >e  conformer  i  l'usage  de  la 

lanp 

eeldesMianU;ll 

■.leriil  ridicule,  p. 

ewrople,de.l* 

Unirlelriangleun 

flgu 

eronde,qu<.iqu-on 

•  pAlbira.llirigu 

ur,  des  «Itme 

IB  de  BCDditlrie  e 

ntsl>ridl<iule*\eD 

■  «ppeUnllrianglec 

ijuon  appel! 

[tyJlêmbtn.Eoe]- 

c1(ip«dl«  iii«lhodic|iie 

) 

i 


—  436  — 

La  théorie  des  lignes  proporlionnellcs  précède,  dansTou 
vragc,  la  mesnredes  surfaces;  celle  djsposilion  présente  un 
avantage  réel. — Les  démonstrations  relatives  à  l'ogalité  des 
rapports  incommensurables,  sont  exposées  avec  tous  les 
détails  nécessaires  à  la  clarté  ;  des  notions  plus  étendues  sur 
ce  sujet  n'auraient  pas  été  à  leur  place  dans  un  traité  de 
Géométrie. —  La  mesure  des  angles  par  des  arcs  de  cercle, 
est  établie  avec  précision. — Le  livre  IV  est  terminé  par  des 
problèmes  bien  choisis. 

Les  propositions  principales  des  deux  derniers  livres,  coa- 
cernent  la  mesure  des  polyg:ones  et  du  cercle,  et  les  rap- 
ports des  contours  des  ûgures  semblables. 

L'auteur  a  placé  an  nombre  des  notions  primitives ,  indé- 
lliiissables,  l'égalité  d'étendue  des  ûgures  de  formes  quel- 
conques ,  et,  cela  admis ,  il  déCnit  la  longueur  d'une  ligue . 
le  rapport  de  son  étendue  à  celle  de  l'unité  linéaire;  et  pareil- 
lement l'atre  d'une  surface,  le  rapport  de  son  étendue  à  celle 
de  l'unité  superficielle 

On  trouve  à  la  fin  de  chacun  de  ces  livres ,  des  problèmes 
qui  servent  de  complément  à  la  théorie.  Le  dernier  problème 
du  sixième  livre,  a  pour  objet  de  déterminer  une  valeur 
approchée  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  La 
solution  adoptée  par  l'auteur  est  indépendante  de  la  mesure 
des  surfaces  ;  elle  dérive  simplemenl  des  relations  de  gran- 
deur précédemment  établies  entre  les  périmètres  des  poly- 
gones ioscrils,  et  circonscrits  au  cercle. 

Nous  ne  donnerons  pas  uae  analyse  détaillée  des  six  livres 
de  la  seconde  partie;  il  serait  difficile  de  le  faire,  sans  re- 
produire la  plupart  des  observations  déjà  consignées  dans 
cet  article.  C^r,  ce  qui  distingue  surtout  le  plan  de  l'ouvrage, 
c'est  l'analogie  constamment  observée,  entre  la  géométrie 
plane  et  celle  de  l'espace^  «lie  se  trouve  d'abord  indiquée 
par  les  titres  des  livres,  et  par  la  disposition  des  théorèmes 
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qu'ils  renferment  ;  et ,  autant  que  possible,  elle  a  éié  suivie 
dans  tes  définitions ,  et  dans  les  démonstrations  des^ théorè- 
mes. L'analogie  a  condail  l'auteur  aux  définitions  qu'il 
donne  de  l'angle  dièdre,  de  l'angle  solide,  et  des  polyèdres 
semblables.  Toutes  les  objections  qu'on  opposerait  à  ces 
définitions,  toutes  les  subtilités  que  l'on  imaginerait  à  leur 
égard,  ne  peuvent  rien  contre  le  principe  qui  les  a  dictées. 
Seulement ,  après  avoir  défini  les  polyèdres  semblables ,  des 
polyèdres  qui  ont  les  angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun , 
et  situés  dans  le  même  ordre ,  et  les  faces  homologues  sem- 
blablesf  il  eût,  peut-être,  été  convenable  d'ajouter  que  les 
polyèdres  dont  les  faces  sont  semblables ,  ont  nécessairement 
leurs  angles  solides  égaux  ou  symèlriques  ('). 

L'ordre  suivi  dans  cette  seconde  partie  de  l'ouvrage,  a 
plus  d'une  fois  servi  à  simplifier  les  raisonnements ,  et  encore 
à  éviter  la  complication  des  figures.  Nous  citerons,  comme 
exemple ,  la  disposition  des  théorèmes  qui  se  rapportent  à  la 
mesure  des  prismes.— Aucune  observation  ulile  n'a  élè  né- 
gligée; pour  s'en  convaincre  il  suffit  de  lire  la  remarque  i 
sur  la  définition  38  du  livre  intitulé  :  Les  angles  solides  et  les 
polyèdres.  L'objet  de  cette  remarque  est  de  prouver  que  si 
on  angle  solide  est  convexe ,  il  est  toujours  possible  de  con- 
duire un  plan  qui  rencontre  à  la  fois  toutes  les  arêtes,  sans 
passer  par  le  sommet. 

La  théorie  des  figures  symétriques  a  été  présentée  d'une 
manière  complète.  L'auteur  a  successivement  considéré  la 
symétrie  par  rapport  à  un  point ,  à  une  ligne ,  et  à  un  plan. 
Cetle  théorie  osl  une  des  plus  importantes  de  la  géométrie 
élémentaire;  les  propositions  qui  la  concernent  méritent 
d'être  remarquées. 

f  pir  U,  Caueb;  ,  d«n>  It 
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Enfîn,  les  démonstrations  indirectes,  dont  le  caractère  est 
de  convaincre  sans  éclairer ,  ont  étL^  évitées  lorsqu'il  a  été 
possible  de  déduire  de  la  notion  même  de  l'objet  considéré 
les  propriétés  qu'il  s'agisiait  d'établir. 

En  écartant  de  noire  rapport  les  questions  de  mélapbysi- 
sique,  dont  la  solution  n'est  pas  encore  assez  édaircie  pour 
qu'il  ne  soit  plus  permis  d'avoir  à  leur  égard  des  opinions 
difTérentes ,  nous  dirons  que  les  éléments  de  géométrie  de 
M.  Lionnet  nous  ont  semblé  remplir  les  conditions  les  plus 
utiles  des  ouvrages  de  ce  genre ,  en  réunissant  l'ordre  à  la 
rigueur  el  à  la  clarté  Si  quelques  améliorations  sont  encore 
à  désirer,  on  peut  les  attendre  de  l'auteur.  G 


Étudti  iur  let  propriétés  de  quelques  fonctions  el  sur  la  repré- 
sentation des  racines  des  équations ,  par  des  intersections  de 
courbes;  par  M.  PnocHirr  (E),  licencié  es  sciences  mathé- 
matiques ;  24  pages,  lithug. ,  juillet  1842. 
Moi¥re{  Abraham)  ('] .  géomètre  français .  forcé  en  HiSô 
par   la   révocation  de  l'édil  de   Nantes,  de  chercher   uu 
refuge  en  Angleterre ,  est  le  premier  qui  nous  ail  appris 
qu'une  équation  trinôme  de  Ii  forme  A,r'"  +  Bj:~+C  =  0, 
est  décomposahle  en  m  facteurs  réels  trigonomélriques  du 
second  degré.  C'est  une  conséquence  du  théorème  qui  porte 
son  nom,  et  qui  est  une  généralisation  de  celui  de  CAtcs  ["), 
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Cmnbrigu.  im.  iD-f  (édile  pirRob«riSmIIh].  Cel  ouvrage  a  ttt  pnrapbuM  en 
rrinfiiiipir  Wnlm>]si(Charln),bftn#dicIln  anglal».  sous  ta  lilre:  rAnaljie 
des  mcsurta.  du  rapporla  BtdcaanglM,  ou  reduclion  des  inUgralions  lui 
JogiciUimes  bi  lui  irci  de  cercle.  Pirii.  ■n-4.  IT4I. 
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rclatifauxcqnalions  biDÔmcs  j?"^-(-fi=Kt  ;  sa  proposition  est- 
elle  vraie  pour  des  ([équations  de  degré  pair  d'une  forme 
quelconque?  Les  géomèlres  se  son!  longtemps  occupés  de 
cette  question  ,  que  l'illustre  Gauss  est  parvenu  h  résoudre 
d'une  manière  satisraisanle.  Mais  d'Alembcrl  le  premier 
a  proposé  une  solution  qui  contipnt  la  base  de  tonl  ce  qu'on 
afsit  depuis  (voir  l'Histoire  de  l'Académie  de  Qcrlin,  1746. 
p.  182,  et  aussi  le  traité  de  Calcul  intégral  àe  Bougainville, 
1754,  lome  I,p.  47;  ouvrage  toujours  trés-recommanda- 
ble).  L'illustre  philosophe  suppose  que  le  dernier  terme  de 
l'équation  en  x  soit  une  variable  7-,  alors  l'équation  de- 
vient celle  d'une  courbe  ;  il  remplace  jr  paryi-}-?!/ — 1  ■  ce 
qui  donne  doux  équaliuni  en^,  /r,  9;  M  rn  déduit  parl'éli- 
minatioD  deux  autres ,  l'une  eny,p,el  l'autre  en  _j-,  y  -,  el 
il  cherche  è  prouver  par  des  considérations  géométrico-infi- 
Dilésimales,  qui'  quelle  que  soit  la  valeur  de .v, ou  trouvera 
poaT  p  et  q  des  valeurs  réelles. 

Trois  années  après,  Euler  aborda  le  même  sujet  (dans  les 
Mémoires  de  la  même  Académie,  1749,  p.  S23,  imprimés  en 
1751].  Il  propose  deux  moyens  :  le  premier  consiste  h  prou- 
ver qae  tout  polynôme  de  degré  lim ,  m  étant  une  puissance 
de  S ,  et  dont  le  second  terme  est  nul ,  peut  se  décomposer 
en  deui  facleors  rci'ls  du  degré  m  -,  en  effet,  soit  le  poly- 
nôme j:'"-(-A,j'""'-i-.,.A,-i=X  ,  prenant  les  deux  facteurs 

Ces  deux  facteurs  contiennent  2m —  1  coefficients  ;  la  ajm- 
paraison  avec  le  polynôme  fournit  autant  d'équations;  Eu- 
ler avance  que  tous  les  loefficients  0,,  s,,..,  p,,  f j,  etc. , 
peuvent  s'exprimer  rationnellemeut  en  fonction  de  a  (voy. 
p.  331).  Mais  1  étant  la  somme  de  m  racines ,  l'équation  en 


i 
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impaire  ment  pair. 

Car,  m  étant  une  puissance  de  Q,  le  dénominateur  ne  con- 
tient que  le  Tacteur  pair  2""',  et  le  numérateur,  le  facteur 
pair  2'»  ;  de  plus ,  cctle  équation  n'a  pas  de  termes  de  degré 
impair  ;  ar  si  p  est  la  somme  de  m  racine»,  — p  sera  la 
somme  des  m  autres  racines  ;  donc  t'équation  en  ^  étant  for- 
mée par  un  nombre  impair  de  facteurs  de  la  forme  a' — p' 
le  dernier  terme  est  ncKatif  ;  a  a  donc  au  moins  deux  valeurs 
réelles  dont  l'une  positive  ;  par  conséquent  les  coelTicienls  «„ 
o,,...  p,,  {?,■■-  sont  aussi  réels;  donc  la  décomposilion  en 
deux  facteurs  du  degré  "I  existe  ;  or  m  étant  une  puissance 
de  2 ,  peut  encore  se  décomposer  en  deux  fadeurs  de  degré 

—  el  ainsi  de  suite  ;  si  le  degré  du  poljniïme  n'est  pas  une 
puissance  paire  d^  J ,  on  le  rendra  tel ,  en  le  multipliant  par 
un  polynOme  à  facteurs  premiers  rationnels  ;  soit  P  ce  poly- 
nôme et  S.  le  polynôme  donné  ;  PX  est  décomposable  en 
facteurs  réels  du  scL-ond  degré ,  donc  X  est  anssi  décompo- 
sable en  facteurs  réels  de  ce  degré. 

2.  Comment  démontrer  en  général  la  réalilédc^?  C'est  une 
objection  ^rave  que  Funcencx  (*)  a  faite  contre  la  démon»- 
tralion  d'Euler.  H  en  a  substitué  une  autre  dans  les 
Miscetlanea  pkys.  malhem . ,  Taurin,  tome  1.  1759;  dé- 
monstration modifiée  par  Laplace,  et  que  M.  Lacroix  a 
insérée  dans  son  excellent  complément  d'Algèbre.  Lagraiige 
a  complète  celle  théorie  d'Euler  dans  les  Mémoires  de  Berlin 
de  1772,  et  dans  la  Résol-  des  E.  num.,  note  IX,  14. 

3.  Enfin,  en  1 799 ,  Cliarles  Trédéric  Gauss  fit  son  appari- 
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lion  parcelle  disserlalioD  capitale  devenue  estrâmement  rarc- 
Demonstralio  nota  Tkforemal»  omnem  funclionem  algebrai- 
cam  ralionalem  inlegram  unius  variabilis  in  factoreu  rtaUt 
primivel  ieamdi  gradua  resolci  poste.  Hclmsladl,  in-l"  de 
40  pages ,  ane  planche.  L'autear  fail  udc  revue  crilique  ex- 
tréoiemenl  lumineuse  de  louies  les  dèmonslralions  qui  ont 
précédé  h  sienne  cl  fn  fail  ressorlir  les  défauts;  ainsi  d'A- 
lembert  suppose  la  possibilité  d'un  développement  en  séries, 
«nsuitc  la  conver(tence  de  ces  séries,  deux  assertions  nulle- 
ment prouvées  ;  ensuite  la  transition  de  l'inrinimenl  pelil  au 
fini ,  laisse  aussi  subsister  quelques  nuages.  Euler  suppose 
qne  le  second  terme  manquant ,  la  somme  des  2'ii  racines  est 
nulle  i  mais  quel  sens  attacher  à  l'expression  somme  des  ra- 
rines,  quand  la  possibilité  de  l'existence  d'une  racine  est 
encore  un  sujet  de  doute  ;  et  qui  sait  s'il  y  a  précisément  2ni 
racines?  l.«igrange  ne  fait  pas  disparaître  celte  diflicullé ,  la 
mélhodc  est  de  plus  sujette  à  des  embarras  d'élimination , 
qui  jettent  des  doutes  sur  le  résultat  final. 

4.  M.  Gauss  établit  sa  propre  théorie  sur  ces  deuxlerames. 

Lemme  1.  m  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque, 
la  fonction  sînç.  x'" — sin'Wï.r"^'j,-4-sin  {m  —  t)  f.r",  est 
toujours  divisible  par  le  trinôme  x' — 2a>Sf.rx:-\'r'. 

Démonsl.  Il  suffit  d'effectuer  ladiTision;lcs<Ieux  premiers 
termes  du  quotient  mettent  en  évidence  la  loi  des  termes  du 
quotient ,  la  loi  des  restes  et  la  vérité  du  lemme.  Si  m=rl ,  la 
fonction  devenant  nulle  est  divisible  par  un  facteur  quel- 
conque. 

Lemme  '2.  Si  la  quantité  r  et  l'angle  f  satisfont  à  ces  deux 
équations  : 
'■"C08m7-|-Ar""'C(>s(»i— 1>)-|-Br""'cos(n;— i)çr-|-...Kr'cos2i'-f- 

-|-4rcos?-j-M  =  0.       (U), 
'"'sin/"H-A'-''"sin(w^l)9+Br"''siD(/n— 2)î+...K"^in2ï-J- 
+  4rsin[f  =  0,  (T), 


+ K:i-'+4i'+M, 
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Alors  la  ronclioD 

sera  divisjhir  par  1p  trinAm 
que  rsin?  ne  foil  pas  nu). 
Démonstration.  Chacune  des  quanlilés  saivantcs 
sinerj"     —         sinm^r'a-  -|-sin("i  —  \)fr'^ 

Asinyrj-""' — ABiD[m  —  I)  3r"'"'x-f- A  sîn  (m  —  2)f/- 
Bsio  iprx""'  —  A sin  [m  —  2)  c. /•""* j^-f-  A  sin  (m  —  4)? r' 


Ksinfrjr* —       KsioSfr'j'  -j-Ksio?/-*, 

LsiofT^ —        Lsinifrjr  -)-0, 

ÎMsin  çr  —  0  -j-  M  sin  [ —  t)  r, 

»'Sl  divisible,  d'après  le  lemme  précédent,  par  x'  —  2cos.  ç. 
rx-\-r';  donc  la  somme  dr  ces  quanlilés  est  aussi  divisible 
par  ce  trinAme;  or,  la  première  colonne  verliralc  est 
rsinu.X;  In  seconde  colonno  fsl  J.-T,  et  la  Iroisième colonne 
=  r{\J sin !■ — T cos ? )  ;  donc ,  etc. 

Si  r=(i ,  alors  M=:0,  et  X  est  divisible  par  j:  ;  si  sinp=0, 
alors cosî=±l  ;  cos2<)i=+liCos3i^=d:;l,etgénéralemcnl 
cos«¥  =  cos"ï;  à  cause  de  l'équation  (U),  X  devient  donc 
nul  en  resanlx^^cosoj  Xest  donc  divisible  par  jr  —  cosf  ; 
doncengénéral  Xest  divisible  par  x—  rcos?  lorsque  rsin?=0; 
ilcstévidenld'aiilears.  en  remplaçant  les  sinas  des  arcs mol- 
liplespardes  puissances,  queT  est  divisible  par  rsiu^- 

5.  L'auteur  considère  ensuite  les  U  et  T  comme  U-s  équa- 
tions polaires  de  deux  courbes,  évidemment  algébriques,  et 
si  l'on  remplace  rsîn  j  par^  et  r,  cos  o  par  x,  on  a  les  équa- 
tions en  coordonnées  rcclaDgulairos,  chacune  du  degré  n  ; 
mais  l'équation  T  se  décompose  en  uue  droite^-  =  0  axe  des 
.1-  et  une  ligne  du  degré  m — 1  ;  posant  sin  m'v=o,  on  obtient 
m  droites  passant  par  l'orig-ine  et  rencontrant  la  ligne  T  a 
l'infini  ;  donc  celte  ligne  est  formée  de  2  m  branrhps  infinie; . 


r 
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l'axe  polaire esl  une  do  ces  droites;  la  seconde  iJruîti'fdilavei^ 

1    A    'SO"    ,    .     ...                  ,     ,    _,    180° 
cel  «c  an  angle  de ;  la  troisième  un  angle  de  2  . , 


Posant  COS//1 9^0,  c'est  le  système  de '»  droites  passant 

par  l'ori^ÎDc  et  faisant  suLCCSsivement  avec  l'aie  des  angles 

^    90°     3.90" 
de  —  , -, 

l'infioi  ;  elle  est  donc  aussi  composée  de  2  m  branches  infinies. 
Ainsi ,  un  cercle  de  rajon  infini ,  ayant  son  centre  à  l'ori- 
gine ,  rencontre  les  deux  courbes ,  chacune  en  2  m  points  se 
succédant  de  telle  sorte  que  chaque  point  d'intersection  d'une 
courbe  se  trouve  toujours  entre  deux  points  d'intersection 
consécaliTs  d'une  autre  courbe. 

De  celte  disposition  géométrique,  l'on  conclut  avec  évi- 
dence que  les  deux  courbes  U  et  Tsc  rencontrent  en  m  points; 
el  par  conséquent  r  cl  ?  sont  réels,  et  la  fonction  X  est  dc- 
composabteen  facteurs  trinômes  de  laforme  x' — a^rrcos^+r", 
ou  en  d'autres  termes  cette  fonclioD  a  toujours  des  racines 
binômes  de  la  forme  a-\-b  \/—  1 . 

6.  L'illustre  géomètre  démontre  de  plus,  par  di?s  con- 
sidérations 1res  -simples,  très  -  ingénieuses ,  que  ces  points 
d'intersection  ne  surpassent  pas  le  nombre  m  ,  et  qu'on 
peut  assi[;ner  le  nombre  de  points  d'intersection  qui  tom- 
bent dans  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  fini ,  ayant  le  pôle 
pour  centre.  M.  Cauchy  a  dopais  généralisé  ce  lliéoréme 
en  remplaçant  le  cercle  par  une  courbe  quelconque  (*]  -, 
l'auteur  après  avoir  énoncé  seulement  d'autres  propriétés 
de  cescourbcs,  par  exemple,  qu'elle.sse  coupcntmutuellc- 
menl  à  angles  droits,  et  que  si  plusieurs  branches  d'une  do 
ces  courbes  passent  par  le  même  point ,  il  y  aura  un  nombre 
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égal  de  branches  de  l'aulre  courbe  qui  passeront  par  €<■& 
poiDtg ,  el  elles  se  couperont  sous  des  angles  6gaux ,  ajoute  r 
Denique  observa  .  minime  tmpossibik  esse ,  ut  demomtralio 
prœcedens,  tiuàmhic  principiis  geomelricis  superslruxi,  eliam 
t«  forma  mère  analyliia  exhibealtir  {p.  28};  c'est  celle  forme 
mère  unalylica  qui  est  l'objet  des  belles  éludes  de  M.  Pronhet, 
que  nous  devons  faire  connaître. 

7.  Soit  /  (2)=0i  el  faisant  s=^-f^|/^;  on  obtient 
p^Q\/^=0;  P=:0,  Q=0  ;  et  P  clQ  élant  des  fouclions 
de  X  cl  y,  identiques  ans  fonctions  U  et  T  esprîmées  eo 
coordonnées  reclangulaircs  ;  les  éludes  sont  divisées  en  sept 
chapitres  dont  le  premier  (I  à  3)  ne  contieal  que  \es  défini- 
nitions;  l'auteur  aomnu^  points-racines  les  intersections  des 
lignes  P  et  Q  ;  le  second  chapitre  (3 — 6)  contient  les  relations 
entre  les  dérivées  partielles  de  divers  ordres  de  P  cl  de  Q  ;  elles 
sont  de  deux  genres  ;  celles  qui  cxislent  enlre  les  dérivées  de 
P  el  celles  de  Q ,  et  celles  qui  exislcnl  entre  les  dérivées  de 
la  même  fonction.  On  a 


dx     ^''dx~^''~-^       .„ 
dy-J'dy-''^     '-dr 
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rfP  _  rfQ    dP_ 


dx 
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dx 


Oc  ces  deux  équations  l(  ndamenlales ,  on  déduit  fadlemcnt 

^^9 (TQ  (TQ      _  (TP 

(/j7Vj-""'  dx'^^dy""*^'  '  dx^dy^^  ~       dx*''  dy"^**^  * 

tTP      _  d"P  (TQ      _  ^rQ 

dx'dy'-'  ~  ~  dx'-'dy"  "^  '  rfxVj""'  ^  ~  'di'^''dy"~'+^  ' 
Ainsi  les  valeurs  absolues  des  dérivées  de  même  ordre  pour 
la  mémo  fonrlion  sont  égales. 


Le  paragraphe  111  (6  —  H),  est  cunsacré  aux  diUérences  tt 
aux  difTérCDliellcs  lotaies.  Suppiisons  qut^  dans  /'= ,  on  rem- 
place 3    par   3  +  ix  -f  ij  1/ —  I ,  el  prenons 

ij+i^j/— l=r(C0^'y  +  8infll^— l),  r=  =  ajr'  +  J/', 
on  trouTe  facilement  par  le  théorème  de  Taylor ,  en  égalant 
séparémenl  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 

"       r"       /(TP  ifP  \ 

Ap=î--  ,■-     ( -r-iiCOSfiO+-,-^,  .  iiani  )+R,, 

I  1.2.a...n  Viir"  dx    'dy  } 

„      »       r"         /(TP  .      .  (TP  \    ,   „ 

ûQ=l_ — _ ( —.^sinne— -j-^— -coiHD   l+R.. 

^      I  l.a.3...n  V''-'  dx'^'dy  } 

R,  et  R,  déiignani  les  restes  de  ta  série;  on  a  — ^cot'j; 

passant  aux  infiniinent  petits,  et  désignant  par  w  la  limite 
de  e,  iP  et  iQ  deviennent  les  dilTérentieltcs  totales  du  n""' 
ordre  divisée  par  le  produit  1.3.3  ..  n  ,  donc 


J-p 

d-f         ,     <rp    . 

sin".. 
JP  .                 ^P 

*•■ 

lin-» 

Au  moyen  de  ces  expressions  analytiques,  l'auteur  déduit 
facilement  dans  le  paragraphe  IV  (8 — 13),  les  propriélcs  des 
courbes  P  el  Q  (U  et  T  de  M.  Gauss).  Il  démontre  :  1"  que 
lorsque  l'équalioD  donDée/'[6)=0,a  n  racines  égales ,  il  fa 
dans  chacuDC  de  ces  courbes  un  point-racine  multiple  où 
passent  n  branches  ayant  chacune  une  tangente  distincte,  et 
deux  tangentes  consécutives    comprennent  un  angle    égal 

à  -  ,  el  entre  deux  langentes  consécutives  à  la  courbe  P,  il 

y  a  toujours  une  tangente  à  la  courbe  Q;  et  lorsqu'un  point- 
racine  est  simple ,  les  courbes  P  cl  0  se  coupent  à  angles 
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droits,  propriélés  énoncées  aussi  ci-dcssus;  M.  Froutiel  dé- 
moDtredc  plusqu'aucnn  point-racine  ne  pcutétreni  un  point 
d'arr<^t,  ni  un  point  isolé  ;  c«  qui  est  bien  mentionné ,  mais  ne 
semble  pas  sotideœenl  établi  dans  la  dissertation  de  l'illustre 
professeur  de  Gollingue.  Le  paragraphe  V  [13 — 16),  con- 
tient les  propriétés  des  courbes  données  par  les  équations 
P — Q=0,  P-]-Q  =  0;  ceB  propriétés  sont  identiques  aux 
précédentes.  A  l'aide  de  ces  courbes,  M.  Prouhel  démontrele 
beau  Ihéorcmede  M. Cauchymenlionoé ci-dessus.  Le  nombre 
des  point  s- racines  situés  dans  l'intérieur  d'un  contour  fermé , 
ensupposant  qu'il  ne  s'en  trouve  aucunsur  ce  contour  même, 
est  égal  à  la  demi-différcDce  entre  le  nombre  des  variations 

p 
descendantes  et  ascendantes  du  rapport   rr  pour  toute  l'é- 

lendne  du  contour  supposé  parcouru  dans  le  sens  direct  de 
rotation.  Ce  nombre  est  aussi  égal  à  la  dcmi-difTérencc , 
entre  les  variations  ascendantes  et  descendantes  du  rapport 
inverse—^  lorsqu'une  quantité  passe  du  négatif  au  positif, 
la  variation  est  ascendante. 

Les  asymptotes  des  courbes  P  et  Q  sont  déterminées  dans 
le  paragrapbc  Vii  (18 — 22];  l'auteur  parvient  aux  mêmes 
résultats  que  M.  Gaussdoat  il  avertit,  dans  une  note  au  bas 
de  la  page  18,  n'avoir  point  connu  la  dissertation;  et  ayant 
recours,  comme  M.  Gauss  encore, à  un  cercle  infini ,  l'auteur 
eu  conclut  qu'une  équation  algébrique  du  degré  m,  a  autant 
de  racines  de  la  forme  a-\-b\^ —  l. 

Le  paragraphe  Vlll  [32 — -23),  traite  des  propriétés  des 
surfaces  données  par  les  équations  à  trois  variables  i  ^  P , 
(=Q;  M.  Gauss  mentionoe  ces  surfaces,  mais  transitoire- 
mcnl  ('),  Enfin  le  dernier  paragraphe  [23—24)  indique  com- 


J 


—  m  — 

ment,  au  roovL'n  des  formules  rapportées  ci-dessus ,  ou  peut 
quelquefois  parvenir  à  séparer  les  quanlités  réelles  et  les  ima 
ginaires  dans  une  fonction  donnée.  Icllc  que  k^  [x+yl^ — l) 
qni  csl  égal  àlog  l/jr'-f  .r'  +  \/ — l  arc  langent"^. 

Puis.<ioQs-nous  souvent  être  gratifiés  d'éludés  au; 
rcssanles.ct  si  instructives  (*}. 


EXTRAITS  DE  JOURNAUX. 

Comptes  rendus  de  l'académie  des  nciences  de  Paris, 
H°  i—Zjanvier  18t-2. 

M.  Vincent.  —  Sur  un  certain  emploi  que  faisaient  les  Ito- 
tnains,  dés  le  2»  ou  Z"  siècle  de  noire  ère,  des  valeurs  du 
position  pour  l'expression  des  nombres  (p.  43). 

En  1693,  on  a  publié,  à  l'imprinieric  royale,  la  collection 
suivante  :  yeterummatbemalicorum  Athenœi ,  BUonis,  Âpolliy 
dori,Heronis,  PkUoniset  aliorum  opéra,  grœce  et  latine, nune 
primum  édita,  1  in-fol.  Héron  traile  des  machines  à  air  et  à 
ean,  mais  les  autres  ne  s'occupent  que  de  machinesde  guerre 
etdepoliorcétique.  Parmi  lesn/iorwm  se  trouve  Sexle-Jules 
Africain,  auteur  qui  a  vécu  en  Orient,  sousHéliogabale,  au 
3"  siècle  de  l'ère  vulgaire  ;  il  a  écrit  sur  la  théologie  et  a 
composé  aussi  un  ouvrage  intitulé  Cesles.  qui  veut  dire  bro- 
deries ou  bigarrures ,  composition  qui  renferme  des  observa- 
lions  tantôt  raisonnables ,  le  plus souvenlcxtravagantes,  sur 
la  physique,  la  médecine  et  l'art  de  laguerre.  La  bibliothèque 
royale  en  possède  deux  manuscrits,  Le  style  de  l'auteur  est 
tellement  obscur,  et  les  manuscrits  tellement  défectueux, 
que  D.  Tlievenot  (Melchisedec) ,  traducteur  en  latin  des  pre- 
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miers  auteurs  ci-dessus  désigDés ,  s'est  conlcnlc  de  donocr  le 
texte  grec,  accompagné  de  quelques  auDOtalions  et  gloses. 
L'ouvrage  est  divisé  en  77  chapitres  ;  l'avanl-dernier  parle 
de  l'emploi  it^s  fanaux  comme  signaux  de  guerre.  Après  avoir 
donné  quelques  préceptes  sur  la  manière  de  faire  ces  signaux, 
l'auteur  exprime  son  admiration  de  l'nsageque  font  les  Ro- 
mains de  CCS  signaux  pour  faire  connaître  au  loin  la  force 
d'une  troupe.  A  cet  cfTet ,  dit-il,  ils  préparent  trois  espaces, 
adroite,  au  milieu,  et  à  gauche;  dans  chacnn,  ils  allument 
depuis  un  jusqu'à  neuf  feux  ;  mais  ceux  qui  sont  dans  l'es- 
pace â  gauche  désignent  dfts  unités  i  dans  l'espace  du  milieu , 
des  dizaines;  et  dans  l'espace  adroite,  des  centaines -,  parce 
moyen,  ils  peuvent  annoncer  des  nombres  depuis  1  jus- 
qu'à 999  i  et  en  continuant ,  ils  pouvaient  annoncer  les  mille 
et  dix  mille.  Cette  indication  intéressante  enfouiedans  un  ou- 
vrage, rarement  consulté,  n'a  pas  échappe'  à  M.  Vinccnl , 
d'une  perspicacité  si  éruditc.  Dans  la  Biographie  universelle, 
on  lit  a  l'arlicle  de  Africain  ( Sexte-Jules ) ,  que  Guichard  a 
traduit  cet  auteur  dans  son  ouvrage  intitulé  /Mémoires  miti- 
lairessurles  Grers  et  les  Romains  ;  c'est  une  erreur  provenant 
d'une  méprise  ;  Guichard  n'a  traduit  que  l'analyse  de  la  cam- 
pagne de  Jules  César  en  Afrique,  par  Hirtius(*)- 

On  aurait  tori  de  conclure  de l'ohservation  de  M.  Vincent, 
que  les  Romains,  dés  le  second  siècle,  faisaient  usage  dans 
leur  calcul  de  la  numération  de  position  i  car ,  souvent  entre 
la  découverte  d'un  principe  et  sa  conséquence  la  plus  lacile, 
s'écoulent  des  milliers  d'annés.  Diophaote  représente  par  des 
letlres  les  quantités  inconnues  ;  il  fallut  au  moins  dix  siècles 
avant  que  Vièle  ne  s'avisât  de  représenter  aussi  par  des 
lettres  les  quantités  connues,  et  c'est  là  toute  l'algèbre. 
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qm    roupenl  deux   transrcraalfs   en    parliei 
porporfiontielles  i 


PAB.  H.   A    J.  OaXTUKAaD, 

Aficidii  fl*tr  lie  l'Erotr  pnlyiprliniiiuc,  rrpFlitrur  *u  Colléiip  r 


1.  La  proposition  11)  du  livre  III  de  la  Géomélrie  du  Ugcn- 
drcest  rédproquodolu  prop<isilioti  li.LfcoiollaireSdccGtte 
dernière  proposition  aurait  pour  m:iproquc  :  Si  deux  droites 
sont  coupées  on  parties  proportion  n cl iog  par  une  suite  de 
sécantes ,  ces  sécaotes  sont  parallèles.  Celle  rêciprocjuc  n'est 
pas  vraie,  comme  on  le  voit  aist'ment  ;  maison  aa  vérifie  par 
ta  qu'une  rirconslance  de  celle  proposition  plus  générale  ; 

Si  deux  droites  sont  coupées  en  parties  proporlionnelles  par 
une  suite  de  séeanles ,  toutes  les  fèranlrs  sont  parallèles  ou  bien 
chacune  rencontre  toutes  les  aulref.  Dans  ce  dernier  cas.  il 
arrive  que  les  points  de  rencontre  diffèrent  successitemenl  ou 
se  confondent  en  un  seul,  .selon  que  les  deux  droites  coupées 
concourent  ou  sont  parallèles. 

Soil  deux  droites  AG ,  BH  !/ig.  81)) ,  coupées  par  des  sé- 
CAntes,  de  sorte  que  l'on  ait 

AC:BD::CK:DF:;GE:Fii::  etc. 

Pour  établir  celte  hypothèse  ,  on  aura  pu  tirer  arbitraire- 
ment les  deux  premièn^^  sécantes  AB,  CD,  puis  porter  à 
partir  des  points  C,  D  sur  AG  des  multiples  ou  sous-mul- 
lîples  de  AC ,  et  sur  iiti  les  mêmes  multiplet  ou  sous-mul  - 
tiples  de  BU.  AB  et  CU  ne  peuvent  élrc  que  parallèles  ou 
concourantes.  Si  elles  sont  parallèles,  il  en  est  de  même  de 
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toutes  les  sécanics,  car  en  prolongeanl  AG ,  BU  jusqu'à  leur 
rencontre  en  O,  on  a  OC:OD::  AC:BD,  donc,  à  caasc  de 
Ihypolbèse,  OC:OD::CE;DF,  donc  CD,  EF  soiil  parallèles. 
De  mémo  pour  les  aulres  sc-canles.  Si  AG ,  BH  étaient  pa- 
rallèles, alors  ABUC  serait  un  paraltélo^rammc ,  d'où 
AC  =  BD,  elâcausc  de  l'hypothèse,  CE  =  ÛF,  d'où  CDFE 
parallélogramme ,  £F  parallèle  à  CD,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons  maintenant  que  AB,  CD  Ifig.  90)  concourent; 
ce  qui  est  facile  à  réaliser  en  lirant  d'un  point  M  deux  sé- 
cantes à  travers  diux  droites  AG,  BH,  et  portant  â  partir 
des  points  C,  D  des  parties  proportionnelles,  comme  on  a  dit 
plus  haut.  AB  n'est  parallèle  ni  à  CD  ni  à  aucunt^des  lii^nes 
suivantes  ;  car  si  elle  l'était  à  EF ,  en  prolongeant  AG ,  BH 
jusqu'à  leur  rencontre  0,  on  aurait  OA:OB::AE:BF,  et,  à 
cause  dcl  hypothèse,  AE:BF  ::  AC:BD,  doncOA:OB  ::  AC:BD, 
d'où  AB,  CD  parallèles;  ce  qui  n'est  pas.  tin  verrait  de  m<?me 
qu'aucune  sécante  n'est  parallèle  à  une  autre.  Même 
conclusion  si  AG,  BH  étaient  parallèles,  car  si  AB  était 
parallèle  à  EF,  on  aurait  ABFE  parallélo^raiume,  d'où 
AE=BF,  et,  par  suite  de  l'iiypolhèse,  AC=BDicequi  ne  se 
peut.  1-a  première  partit:  de  la  proposition  est  donc  démoo- 
trée. 

2.  Considérons  les  points  de  rencontre  des  sécantes.  Si  les 
deux  droites  données  concourent ,  ers  'points  diflèrenl  suc- 
cessivement. En  elTet,  supposons,  s'il  est  possible  (^f}.  91), 
que  les  trois  sécantes  AB ,  CD  ,  EF  concourent  en  M ,  point 
de  rencontre  des  dcus  premières.  Par  II  menons  iid/  paral- 
lèle à  AG,  on  aura  (prop.  22,  liv.  III),  AC -.Bd :: CE -.df, 
donc,  â  cause  de  l'hypothèse,  BD:B(/::DF:rf/',  et  dD  serait 
parallèle  à /F,  ce  qui  n'est  pas.  Ainsi  les  poinis  de  ren- 
contre se  détachent  sncccssivcminl  M,  N,  P,  elc.  On  voit 
bien  que  quand  les  parties  proportionnelles  sont  (rès- 
petites.  ces  points  tendent  par  leur  réunion  à  tracer  noe 
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GOBrbe.  J'en  doone  l'équalion  plus  Inio  (4).  Si  les  droitcj 
coapécs  AG,  BU  sonl  parallèles,  les  points  de  conrours 
dos  sëcanles  successives  se  confondiint  en  un  seul.  Ea  e([t',\, 
soil  ifig.  92),  M  la  rencontre  des  sécantes  AB,  CD,  cl 
le  point  où  la  droite  ME  couperait  OH,  on  aurait  (prop.  22) 
AC:BD:;CE:p/',  donc,  à  cause  de  Iliypollièse,  1if=DF, 
donc ,  etc. 

3  Unesuite  de  rapports  égaux  n:b::c:d::e^f::g:/i::eli:., 
peut  ôlre  placée  sur  doux  droites  concourantes  ou  parallèles 
par  une  suite  de  sécantes  concourantes  ou  parallèles.  Il 
suffira  de  la  connaissance  duo  rapport  et  de  tous  les  antécé- 
dents ou  de  tons  les  conséquents.  Ainsi  pour  placer  cette 
suite  (fig.  93),  à  partir  des  points  A  et  B  sur  les  diux  con- 
courantes AG ,  BII ,  on  mènera  B^  parallèle  à  AG ,  on 
prendra  AC  =  fl.  Brf=6,  GE=c,  EG=:e,  Gl=g,  etc.  On 
tirera  AU,  CD  quî> concourent  en  m,  puis  niE,  mG,  ml,  etc., 
qui  donnent  da=d,  ah=f ,...  avec  des  cercles  du  centre  B 
on  rabattra  rf  en  D  ,  /"  en  F ,   A  en  H ,  etc. 

FROBL^.MB. 

4.  Qvxlle  est  la  courbe  que  tendent  à  décrire  les  intersec- 
tions connécutivex  d'une  infinité  de  sécantes  interceptant  sur 
deux  droitesfixes  données  des  parties  proportionnelles,  lorsque 
ces  parties  sont  Irès-peliles?  Ifig.  94).  Je  prends  les  deux 
droites  fixes  pour  axes  coordonnés,  et  je  désigne  par  A 
le  rapport  connu  qui  existe  constamment  entre  les  por- 
tions qu'interceptent  sur  les  axes  deux  sécantes  quel- 
conques. Il  cstcviiienlqu'il  faut  encore  connaître  la  première 
sécante  AB  à  partir  de  laquelle  on  porte  les  parties  très- 
petites  AC ,  BD ,  .  dont  le  rapport  est  A  ;  car  si  l'on  change 
la  position  de  celte  sécante ,  tout  le  système  des  points  con- . 
sècutifs  d'intersection  change  de  position.  Je  désignerai  cette 
sécante  primitive  par  l'équation  — j--^l.  Faisant  rrottrea 


I 

J 
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d'une  quanlilé  trés-petilc  A ,  fi  ttera  aciTU  il  une  aulre  quao-'J 

tité  três-pplilc  *  lellc  que  r^*  >  ^^  *oi"'<'  qu'on  aura  pour 


la  seconile  ^canto  CD .  —r-.  -f 


,    ,  ,  ^  I .  Pour  Iroaver 

S-|- AA 

commode  me  ni  le  poiot  de  renconlrc  M  de  ces  deux  sécaules , 
on  relranche  leurs  équations  après  en  avoir  fail  disparaître 
lesdénominati'urs,  et  l'on  arrive  à  AAj:+A_>'=AAr+Ae+AA', 
ou  en  simplifiant  Ajr+^  =  Ai  +  ^+AA.  Entre  celte  équa- 
tion et  l'équation  de  la  première  sécante,  on  éliromej'  et  l'on 


trouve  :i 


Aa— ï 


.  Mais  comme  h  doit  être  une  quantité 

infiniment  petite  pour  qu'il  3  ait  lieu  à   une  courbe ,  on 
gQppOBcra  A  =  0 ,  d'où  pour  le  point  M , 


puis 


A.- 


obtenu  en  substituant  la  valeur  de  x  dans  l'équation  de  la 
première  sécante.  Ti'lics  sont  les  coordonnées  du  point  de 
renœnlre  de  la  première  sécante  AB,  avec  la  sécante  infini- 
ment voisine.  Si  l'on  veut  considérer  maintenant  l'inler- 
SDClion  d'une  sécante  quelconque  de  la  suite  de  AB,  par 


eicmple  GH.. 


=  0  [A  étant  un  accrois- 


sement fini  AG),  avec  sa  sécante  inriniment  voisine,  on 
conçoit  qu'on  y  parviendra  en  remplaçant  dans  les  calculs 
la  première  sécante  AB  par  la  sécante  GH,  et  la  sécante 
infiniment  voisine  de  AB ,  par  la  sécante  infiniment  voisine 
de  GH,  savoir  -^^,  +  ^-j-^^^,  =t,  h'  devenant  une 

quantité  infiniment  petite.  11  suffira  donc  pour  avoir  le  point 
de  rencontre  de  GH  avec  la  sécante  voisine,  de  remplacer 
dans  les  valeurs  ci-dessus,  a  par  a+A  et  e  parê-fAA,  d'où 

_  ^^t±K        =  -te+AA]- 
'^       Aa— e  '     ^        Aa— e    ■ 
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Maiiiteoaiil,  cuQiiuc  on  a  l'inlcrseciiuii  de  deux  sécanles 
inSnimenl  voisines  quelconques  de  la  suile  de  AB,  il  est 
tivideni  qu'en  éliminant  la  quonlilc  (inie  h  de  signe  quelcon- 
que entre  los  deu\  équations  prctâdcntes ,  it  s'agira  dus 
iutersectiuns  consécutives  de  toutes  les  sécantes  inAnimeot 
voisines  à  droite  et  â  gauche  d«  AB,  c'est-à-dire  qu'on  aura 
l'équdtion  du  lieu  chercbé.  Le^  deux  équations  précédentes 
peuvent  s'écrire 

Aj:[A^— e)  =  A'(a  +  Aj-,       ^(A«-S)=-(e  +  AA)'. 
En  les  ajoutant  ensemble ,  un  a 

(A:.—  6)  {^.J:->ty)  =  A' a' — e' -|- 2A/i  (Aï—  6)  ; 
<)lant  le  Tacteur  commun  A^ — S,  et  tirant  la  valeur  de  AA , 


AA: 


AJ-+J— A»— e 


enlin ,  ri<mplaçant  celte  valeur  di"  AA  rfans  l'équation  en  y , 
on  trouve ,  après  réduction , 

(ij  r'+2A^:r+A.'^''-t-2r(Aa— 6)— iAjr(A«-e)+(A«— e)'=o, 

pour  l'équation  du  lieu  cherché,  lequel  est  comme  on  voit 
une  parabole  tangente  k  l'axe  des  jr  et  à  l'axe  des^,  car  les 
cuorduoDées  à  l'origine  sont  rournies  par  les  équations 
(Aj:— As+Ê)'=U,  (j'-f-Ai  — S)'  =  0.  La  droite ^  =  —  A:r 
est  un  diamètre  qui  rencontre  la  parabole  en  un  point  dont 
les  cuorduniiées  sont  les  quarts  des  coordonnées  des  contacts 

e 

avec  les  axes.  Si  l'on  suppose  A=-  ,  c'est-à-dire  toutes  les 

sécantes  parallèles  à  la  première,  l'équation  de  la  parabole 
devient  Lr-j- Aj7)'=0,  diamètre  de  l'origine.  Cela  n'a  pas 
besoin  d'interprétation. 

5.  On  prévoit  que  toute  droite  obtenue  en  portant  à  par- 
tir de  AB  sur  les  axes,  deux  longueurs  dans  le  rapport  A , 
sera  aussi  bien  que  les  axes  Rt  la  Bécanic  AB ,  tangente  k 


I 
1 

J 
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la  parattulc.  Pour  k-  vitiûlt  par  le  cnlcul,  j'ubscrvc  que 
l'équation  de  lu  parabole  IrouTCC  est  de  Ja  forme 
(2)        y-f-2A:rj-  +  A'-r'+2nir  — 2A"»x+;rt'=0; 
c(  mOme  c'esl  là  la  forme  de  l'équalion  de  loute  parabole  rap- 
portée à  deux  langenles  cummc  axes  coordoonés ,  car  (ouïe 
parabole  ainsi  rapportée  aura  pour  êqualion 

avec  les  relalions  b'—ic=0,  tt—\f=<i,  e'—\c/=0, 
de  sorle  qu'en  éliminant  les  coeQîcienls  c,  d,  e ,  l'équation 

sera  j-'  +  i'X7-f-x"±2^i/yrp6xK/'+/=0.  Les  coedi- 

cîcnts  d'^  et  à'x  peuvent  être  pris  avec  l'un  ou  l'autre  de 
leurs  signes ,  parce  qu'en  effet  rien  n'oblige  à  porter  les  x  et 
lesj  positifs  d'un  cùtc  plulAt  que  d'un  autre  de  l'origine  des 
a  s  es- tangentes  j  mais  il  faut  les  prendre  ensemble  CD  signe 
contraire...  ±  •2yyJ'zfl/x^J'...  attendu  qu'en  prenant 
ensemble  les  deux  -|-  ou  les  deux  — ,  l'équation  serait 

ly-\-  -•rdiy^J'j  ^0,  et  ne  représenterait  plus  uue  para- 
bole. L'équiition  (2|  convient  donc  bien  à  toute  parabole 
rappurlêeà  deusaxes-langentes,  m  et  A  étant  des  nombres 
d(^  signes  quelconques.  Pour  trouver  les  conditions  aux- 
quelles on  reconnail  qu'une  droite  ,y  =  (ij:-|-t  est  tangente 
à  uni»  parabole  ainsi  représentée,  ou  remplacera^  par  ax-^b 
dans  l'équation  (2) ,  ce  qui  donnera 

x'{\  +  aY  +  2x(Ab-\-ab—Am-\-am)  +  lb+mf  =  0. 

Etablissant  que  les  racines  de  celte  équation  sont  égales ,  un 
amaa{b  +  m)  +  A.{b~m]  =  ±(a-\~A]lO-\-m].  Le  signe + 
conduit  à  une  absurdité  et  le  signe  —  à  la  relation 

rti-i-flm-t-Ai  =  0. 
piiur  la  condition  de  langence  cherchée.  Or  la  sécante  Al)  et 


^ 


1 


salisfail  à  celte  relation ,  car  alors  a= —  '—r-r .  A=e-f-AA, 

de  sorte  que  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  la  relation 
de  tangence  acquiert  k<  facteur  commuii  €-)-A/i ,  se  simplifie 
et  devient  une  idcntilt-,  ce  qui  démontre  la  propriété  éooncco 
des  sécantes  aux  axes.  On  voit  donc  qu'on  peut  mener  des 
tangentes  à  la  parabole  trouvée  (4)  en  employaut  le  procédé 
citén"  3.  Cette  propriété,  que /es  ïêcan(c.tin/<Tcep(an(  turdeux 
droites  qui  concourent  des  parties  proportionnelles ,  sont  toutes 
tangentes  à  une  même  parabole,  explique  de  irauvcau  pour- 
quoi chacune  des  sécanles  n'est  parallèle  à  aucuuo  autre  (2) , 
car  on  sait  qu'à  la  parabole,  il  ne  peut  y  avoir  deus  tangentes 
parallèles. 

6.  Lorsque  dcui  droites  qui  concourent,  sont  fixées,  ainsi 
que  la  position  d'une  première  sécaole,  la  parabole ,  lieu 
des  concours  des  sécantes,  est  déterminée  (I).  Mais  si,  au 
contraire,  on  donne  d'abord  une  parabole  quelconque,  on 
pourra  toujours  la  rapporter  à  deux  tangentes,  puisqu'il  n'y 
a  pas  de  parallèles  entre  elles  ;  alors  son  équation  sera  de  la 
forme  {-2)  n"  5,  comme  je  l'ai  démontré.  En  idcntitiant  les 
équations  (1)  et  (2),  on  a  seulement  m=Aï — S.  Une  des 
coordonnées  «,  6  reste  donc  arbitraire  pour  que  la  première 

sécante  -  -)-  -  =1  soit  tangente  à  la  courbe,  ce  qui  montre 

qu'on  peut  choisir,  pour  liser  le  départ  des  parties  propor- 
tionnelles sur  les  deux  axes,  telle   tangente  qu'on  vondra. 

Ensuite,  quel  que  soit  A,  la  droite  — -—  -| — — —  =1,  est 

toujours  tangente  à  la  parabole  ;  cela  suit  des  équations  iden- 
tiques (1)  et  (2).  J'ajouterai  seulement  que  le  rapport  A  des 
parties  proportionnelles,  varie  évidemment  avec  les  deux 
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premières  laiigcnles  i|u'uii  prend  pour  axes  coordonnes  i  car 
ce  rapport  csl  égal  au  rapport  (lc>  sinus  des  angles  de  ces 
deux  tangentes,  avec  le  grand  axe  de  la  parabole  11  est 
donc  démonirô  que  si  l'on  mène  deux  tangentes  quelconques 
d  une  parabole,  toutes  les  tangentes  qu'on  lui  mènera  ensuite , 
intercepteront  sur  ces  dettx  tangentes  â  partir  d'une  troisième 
fixée  à  volonté  des  parties  constamment  proportionnelles. 

Observation.  Si  les  deu\  droites  du  problème  [*)  sont 
situties  dans  l'espace,  alors  il  c^t  facile  de  démonircr  qnc  la 
sëcaule  décrit  un  par^buloidL'  hyperbolique,  engendré  par 
le  mouvement  d'une  droite  qui  s'appuie  toujours  sur  les 
deax  droites  donnét^,  cl  sur  une  Iroisième  droile  facile  à 
déterminer. 

11  suHit  de  prendre  pour  plan  des  xj' ,  un  plan  parallèle 
aux  droites  et  pour  axe  des  z,  la  direction  de  la  plus  courlo 
distance.  Alors  les  équations  des  deux  droites  sont  de  la 
forme 

',  J'  =  1^  ,  {  ^  =  I)X. 

Prouant  sur  la  première  droite  un  point  dont  les  coordoo- 
nées  sont  x  — u-j-it,  j-  =  aj:,  =-=/n,  et  sur  la  seconde  uu 
autre  point  ayant  pour  coordonnées  x=f>-{-U,  y^bx^  1=/», 
{3.,^f,k,L,  étant  des  constantes,  et  i  une  variable) ,  élimi- 
nant '  entre  les  équations  de  deux  projections  de  la  droite 
qui  passe  par  ces  deux  points,  on  parvient  à  l'équation 
cherchée  : 
{z-m]\a-b]  [«l-pk)+[z-m){ni~n)  {[k~l)y-\-{bl-ak)x-^ 

^{a~b){>l-^k]l^{m-nT  k{y~ax)^0. 
Faisant  3=0,  on  trouve  l'équation  d'une  troisième  direc- 
trice. 

La  surface  est  aussi  engendrée  par  le  mouvement  d'une 
droite  constamment  parallèle  au  plan  a-y,  et  s'appuyant  sur 
deux  iliri<clricos.  Tm 
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FRACTIOINS  DECIMALES  PERIODIQUES, 

PAR    M     CATALAN  ;B). 


La  noie  suivante  ne  conlicnL  rien  de  oeuf:  si  je  me  décidi' 
à  la  pablier ,  c'esl  parce  que  la  manière  dont  on  présenta 
urdinairemiint  la  Ibéoricdes  rradiuns  périodiques  n'est,  si 
'  je  Dc  me  trompe,  ni  très  -  logique ,  ni  Irèg -rigoureuse.  En 
unire,  cette  tliéorie  s'appuie  assi'z  naturellement  sur  le  théo- 
rème de  Fermai,  et  sur  d'autres  propriétés  intéressantes , 
qu'il  serait  peut-être  convenable  de  faire  entrer  dans  les 
éléments  ('). 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre ,  on  supposera  que  la  fraction 
ordinaire  donnée  est  réduite  à  sa  plus  simple  expression  ,  et 
quo  son  numérateur  n'est  pas  terminé  par  zéro. 

I.  Lorsque  le  dénominateur  ne  renferme  que  les  facteur» 
premien  :2  ou  5,  la  fraction  e-tl  exactement  réductible  en  déci- 
males, leruimbre  des  chiffres  décimaux  est  égal  au  plus  grand 
des  exposants  de  -2  et  i  dans  le  dénominateur. 

—.  En  multipliant  haut  el  bas 

— -^ '.  Donc    la   fraeuon 

10" 

proposée  est  équivalente  à  une  fraction  décimale  contenant 

six  chiffres  (léclmaiix.  Ou  voit  du  plus,  que  l'un  peut  obtenir 

le  nouveau  nuuieraleur  sans  efl'ecluer  de  division. 

leNanusB,!  publié  un  petil 


À 
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II.  Dans  loits  les  autres  cas,  la  fraction  donnée  n'est  pas 

exactement  réductible  en  décimale» ,   et  elle  conduit  à    une 

fraction  périodique. 

23         763       ,  ■         r      , 

La    première   iraclion 

éUiQt  inéductiblc,  les  deux  lermos  de  la  sccoade  doivent 
Ctre  des  multiples  de  ceux  de  la  première  ;  donc  1000  serait 
divisible  par  30  j  ce  qui  est  absurde,  puisque  30  conlieDi  le 
facteur  3 ,  qui  u'eiitre  pas  daos  lODO. 

Si  donc,  on  procôdeà  la  réduction  de  —en  décimales,  au- 
cune division  ne  se  fera  exactement  ;  et  comme  chaque  reslv 
est  moindre  que  30,  il  arrivera  qu'à  la  30°  division  au  pins, 
on  retombera  sur  un  rcslc  déjà  obtenu.  Ce  reste  étant  suivi 
d'un  zéro,  donnera  un  dividende  partiel,  un  quotient  et  un 
reste  déjà  obtenus,  etc.  Donc  les  quotients  et  les  restes  for- 
meront deux  suites  périodiques  :  le  nombre  des  termes  de 
chaque  période  sera  moindre  que  te  dénominateur. 

III.  Si  le  dénominateur  est  premier  avec  tO,  lapériode  dé- 
cimale commence  dés  la  virgule. 

Soit  la  fraclion  — — .   Pour  la  réduire  ea  décimales ,  on 

divise  4024  par  21 ,  ce  qui  donne  la  partie  entière  de  la  frac- 
tion périodique;  puis  on  écrit  0  à  la  droite  du  reste,  on  di- 
vise par  21  ;  il  résulte  de  là ,  que  pour  opérer  celte  réduc- 
tion ,  on  divise  par  21  les  iiuantités  suivantes  : 

4024,     402iX)0,     4024X10%     4024X10',,..        (A) 

c  période,  donc  les  restes 

fournis  ^)ar  les  dividendes  de  la  suite  (A)  doivent  pareille- 
ment former  une  période.  Supposons  que  4024  x  10*  et 
4024x10"  soient  deux  dividendes  donnant  des  restes  égaux 
leur  différence  devra  être  -divisible  par  21 ,  donc 
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4024X10"— 4024X10*  10V4024X10'- 

=entier,  on — =  euiier 

Et  comiiie21  est  premier  avec  10,  il  résulte  d'an  priacipe 

4024X10'  — 403*  .        „,    .  ^  .. 

coiioa,  que  ;- ^=  entier.  Cest-à-dire  que 

le  lermc  4024  X  tO',  de  la  suite  (A),  étant  divise  par  21, 
donne  le  même  reste  que  4024,  divisé  par  21.  Aulrement 
dit,  la  période  des  restes  commence  au  premier  dividende 
4024,  cl  la  période  décimale  commence  immédiatement  après 
la  virgule. 

On  pourrait  se  demander  si  celte  dernière  période  ne  peut 
pas  commencer  avant  la  virgule,  4:'est'à-diro  si  le  chiffre  des 
unités  peut-être  égal  an  dernier  chiffre  de  la  première  pé- 
riode qui  suit  la  virgule.  Par  exemple,  peut-on  avoir 

4024 
-—  -  =  191,619041619041... :■ 

D'après  ce  qui  précède,  il  est  évident  que  non. 

Effectivement,  soient  Q  et  Q'  les  quotients  de  4024  et  de 
4024  X  10',  R  étant  le  reste.  Un  a 

4024-=Qx21+R. 
4024X10'  =  Q'X21  +  R; 
d'où 
*024x[10'— lj=(Q'— Qjx2l,  ou  4024x999999  =(Q'—Q)  X  21, 

Le  premier  membre  n'est  pas  divisible  par  10,  donc  le 
second  ne  l'est  pas  non  plus  ;  donc  Q'  —  Q  n'est  pas  terminé 
par  zéro;  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  Q'  et  Q  ne  sont  pas 
terminés  par  le  même  chiffre. 

IV.  Lorsque  le  dénominateur  n' est  pas  premier  avec  10,  la 
période  est  précédée  d'une  partie  décimale  non  périodique , 
renfermant  autant  de  chiffres  que  l'indique  le  plus  grand  de.' 
exposants  île  2  e(  5  dans  le  dénominateur. 


n 
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Suil  la  fraclion  - 


lieux  termes  pHi 


10500        21  X 
,  elle  Jevient 


.  Eu  luulli [«liant  les 

a*      _   17X2'  _ 

"  21  X  10'  " 


21 


10' 


:J1X2'X5 
Si  l'on  réduil  en  décimales  la  fraeliuii 


17X2 


m 


1  aura  uue  période  commençant  dés  la 
virgule ,  et  non  avant.  Ensuite ,  pour  multiplier  celle  quan- 
tité décimale  par— ^,  il  faudra  reculer  la  virgule  de  trois 
rangs  vers  la  gauche. 

V.  LEMHit.  1°  Si  a  et  A  sunl  deux  nombres  premiers  entre 
eux,  les  reslesque  l'on  obtiendra  en  divisantpar  N  les  N — 1 
premiers  multiples  de  A,  seront  tous  différents  ; 

2°  Si  parmi  ces  multiples,  on  ne  prend  que  ceux  qui  sont 
premiers  avec  N ,  les  restes  seront  tous  les  nombres  moindres 
que  ti  et  premiers  avec  IV, 

Soient  les  nombres  8  el  1 5 ,  premiers  eiilrc  cu\    Prenons 
les  sept  premiers  multiples  de  15;  savoir 
15X1.  15X2.   15X3,    15X4,  15x5,  15x6,   15X7. 

Aucune  division  pars,   ne  se  fera  esactemenl.  Carsoit, 
5X4 


s'il  est  possible. 


-  =  entier  ;  le  diviseur  8  premier  avec 


15,  devrait  diviser  4  qui  est  moindre  que  8, 

En  secoud  lieu,  si  deux  de  ces  dividendes  donnaient  le 
même  rcsie,  leur  différence  devrai!  lîlre  divisible  par  8.  Or 
celle  dilTércnce  e:st  un  de  nos  multiples. 

11  résulte  de  celte  observalion,  que  a^  restes  dont  il  s'agit 
seront  les  nombres  1,  2,3,4,5,6,  7  dans  un  certain  or- 
dre. El,  un  général,  les  restes  seront  les  entiers  1 ,  2,  3,.., 
N  —  1 ,  dans  un  cerlain  ordre. 

Quant  à  la  seconde  partie  du  Icmme,  elle  est  évidente 


lucme  ;       I 
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csr  si  UQ  dividende  cl  un  di viseur  M>nl  premiers  entre  eux, 
le  reste  ««t  premier  avec  le  diviseur. 
Danslexcmplequc  nous  avons  choisi,  les  dividendes  sont  : 
Ij.     30,     i5,     fiO,     75,     90,     105. 
et  les  restes  rorrcspoodants 

7.       6,       5,       i,        3,       2.       t. 
Si,  parmi  ces  multiples  de  15,  on  ne  prend  que  ceux  qaî 
sont  premiers  avec  8  :  savoir  r 

15,       45,       75,       105, 
les  restes  seront: 

7,         5.  3.  1. 

et  CCS  restes  sont ,  comme  nous  l 'avons  énoncé .  les  nombres 
inrérieurs  et  premiers  à  8. 

Soient  encore  les  nombres  14  et  33  premiers  entre  eux. 
Nous  aurons  ; 

dividendes;  33x1,  33X2,  33x3.  33X4.    33X5,  33X6, 

«aies  :  ô,  10,        1,  6,        11,        2, 

33X7,  33X8.  33X9,  33x10,   33x11.  33X1-2,  33x13, 

7,         1-2,  3,  8,  13.  ♦,  9. 

Observons  en  passant  que .  d'à  prés  un  principe  connu ,  les 
termes  de  la  seconde  ligne  se  forment  par  voie  d'addition 
et  de  soustraction.  Ainsi  le  I"  resie étant  5,  on  a 

■2'  reste  =5  +  5  =  10,     2"  reste  =10  +  5  —  14=1, 
4'  reste  =1  +5=6.     etc. 
Si,  dans  la  première  ligne,  nous  prenons  ces  dividendes 
premiers  avec  14  ;  savoir  : 

33x  1,  33x3,  33X5,     ^3X9,   33X11  ,  33X13, 
les  restes  seront 

5,  1.  Il,  3,  13,  9. 

Coî  restes  sont  inférieurs  et  premiers  à  14. 


J 


—  *62  — 
VI.  Sile  dénominiUeur  esl  premier ,  la  période  a  un  nom- 
bre de  chiffre»  qui  divise  te  dénomintileur  moins  un. 

Soil  le  dénominateur  17,  et  supposons  pour  plus  Ac  fim 
plicilé,  qui;  le  numérateur  soit  <■  Ijis  quantités 

10x1,       10X2,       10X3,...       10X16, 
donneront,  étant  divisées  par  17,  des  reates  qui  seront  les 
nombres 

,1,  2,  3, 16, 

dans  un  certain  ordre. 

Multiplions  entre  eus .  tous  les  termes  de  la  première 
ligne,  et  tous  ceux  de  la  seconde  -  les  produits,  divisés  par 
17 ,  doivent  donner  des  restes  égaux  ;  donc  leur  difTérence 
est  divisible  par  17.  Ainsi  , 

t0'.1.2.3...16— 1.2.3...16                          1.2.3...  16(10''— 1) 
=cnlier,  ou   :  ^entier 

17  étant  un  nombre  premier,  doit  diviser  un  des  facteurs  do 

numérateur.  Les  laclcurs  1 ,  2,  3,,.,  16  sont  moindres  que 

.,       10"  —  * 
17;  donc — — —  =  entier. 

Si  donc  on  divise  par  17  les  nombres 

1,  10,  10',..,  lO'S  ....  ; 
le  reste  1 ,  provenant  de  la  première  division ,  se  reproduira 
à  la  1  "i".  Autrement  dit ,  quand  on  réduira  —  en  décimales, 
la  période  sera  telle,  quv  le  premier  ctiilTre  décimal  sera 
égal  au  17",  le  deuxième  égal  au  18',  etc.  Ceci  exige  évi- 
demment que  le  nombre  des  chiiïres  de  la  période  soil  un 
diviseur  de  16. 

En  rÉduisant—  eu  décimales,  on  trouve 
17 

0,0588230294117647058-..  : 


la  périodeaie  chiffres.  —  donne  0,076923076  . 
»6chîinres,  etc. 


J 
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Vil,  Théorème  de  Fermai.  Si  P  est  un  nombre  premier 
qui  ne  divise  paiN,  /a  puissance  1* — 1  rf«N,  étant  diminuée 
de  l'unité  ,  donne  un  rente  divisible  par  P  ;    ou 

— ^  en  luT . 

La  démons  Ira  lion  employée  dans  le  paragraphe,  précédent 
est  évidemment  indépendante  des  nombres  17  et  lOquenous 
avons  considérés  ;  elle  suppose  seulement  le  nombre  17  pre- 
mier ot  non  diviseur  de  10.  Remplaçant  donc  10  par  N  et  17 
par  P,  on  (orabe  sur  le  théorème  de  Fermât. 

VlII.  Si  le  dénominateur  de  ta  fraction,  au  lieu  d'être 
premier  ah>olu ,  est  seulement  premier  relativement  à  10 ,  la 
période  a  un  nombre  de  chifjresqui  divise  le  nombre  desentiers 
moindres  que  le  dénominateur ,  et  premiers  avec  lui. 

Soit  le  dénominalenr  33  -.  divisons  par  ce  nombre  les  mul- 
tiples de  10,  premiers  avec  33,  jusqu'à  l'ordre  33 —  1  ; 
MToir-. 
10X1.  10X2,   10X4,  10X5,  10X7,   10X«,   10x10. 

10X  13...   10X32. 
D'après  le  paragraphe  V,  les  restes  seront ,  dans  un  certain 
ordre,  les  nombres 

1,  2,  4,  5,  7,  8.  10, 

13,  32. 

infèrienrs  cl  premiers  à  33. 

Donc ,  par  le  m<>me  raisonnemeot  que  ci-dessus,  oo  aura , 
k  désignant  combien  il  y  a  de  ces  derniers  nombres 

1X2X4X5X7X8X10X13X...X32{10*— 1) 
_^ rentier. 

33  est  premier  avec  tous  les  factears,  §aurie  dernier;  donc 

10'—  i 

=;  entier. 


I 


^^   par 


Ainsi,  dans  ia  rcJuclion  île  -^  en  ilrritnalt^,  Ip  reslc  I  . 

qui  se  prcsoiilL'  à  ta  (ircuiiLTc  divisiuii ,  m;  rcprt-'seï liera  à  ia 
Ik-h  I ]'.  Un  conclut  do  là  que  Iv  nombre  des  chilTres  de  h 
p^iodedt'cimaledoil  diviser  k. 

11  sera  déinoniré  (XI)  que  3,  {3,-/,...  désignant  les  Tai.-- 
ti'urs  premiers  inégaux  du  déDominalour ,  ou  a 

On  pourra  donc  racilcmcnt,  dans  chaque  cas  parlicolier. 
avoir  une  limite  du  nombre  des  cliilTrcs  de  la  pMode. 

Par  exemple,  pour  la  fraclion  _■,  comme  31^=3  xtl. 
A=33x  -  X  -—=20.  Lenombredes  chiltres  sera  âO,  ou  un 
diviseur  do  20.  ElTeclivcmcut  --  donne  la  fraction  0,2l2t... 

IX.  Gèniralisalion  du  théorème  de  Fermât.  Si  D  est  un 

nombre  premier  par  rapport  d  N,  e(  «  k  indique  le  nombre 

des  entiers  inférieurs  cl  premiers  à  D,  on  a 

N'— 1 

— ^ —  ^=enlier. 

Ce  théorème,  qui  donne  celui  do  Fermai ,  quand  D=:p, 
re  démontre  de  la  mémo  niiinièrr. 

X.  Problème.  Revenir  d'une  fraction  décimale  périodique 
à  sa  généralrice. 

V  Une  fraciiou  périodi<[uc  simple  est  équivalente  à  uni' 
fraction  ordinaire,  qui  a  pour  numérateur  la  période,  et 
pour  dénominateur  un  nombre  formé  d'autant  de  9  qu'il  y  a 
de  chiffres  dans  la  période  ; 

2°  Une  fraction  périodique  mixte  est  équivalente  à  Doe 
fraction  ordinaire,  qui  a  pour  numérateur  l'ensemble  de  U 
partie  non  périodique  et  Je  la  période ,  moins  )a  partie  non 


ibrc  forniê      ^^H 
tdc,  suivis      ^^^ 
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périodique,  et  dont  1g  dénominateur  <>sl  un  nombre 
d'aalant  de  9  qu'il  y  a  de  chilTres  dans  la  période , 
d'anlaot  de  zéros  qu'il  j  .1  de  chiffres  dans  la  partie  noit 
périodique. 

Soit  la  fraclion  périodique  O,C19047619047...  Cherchons 
la  Traction  ordinaire  qui ,  réduite  en  décimales  conduirait  à 
cette  période. 

Observons  que  les  fractions  -,  —,  — v  , réduites  en 

décimales,  conduiraient  au\  rraclions  périodiques  0,111... 

0,010101...  0,001001001...;  dore  la  fraction  ^ donne- 

999999 
rait  0,000001000001 Par  suite,  une   fraction  double, 

triple,  de———,  produirait  unop^^riode  double,  triple,... 

619047       , ,   . 
de  (OOOOOl);  et  enfin  ■     ■       ,  réduite  en  décimales  ,  donne 

railla  fraction  périodique  proposée. 

Nous  dirons  alors  que  la  fraction  ordinaire est  la 

génératrice  de  0,619047619,...  et  nous  regarderons  ces  deux 
quantités  comme  étant  équivalente»  ('). 

Suit  mnintenanlla  fraction  périodiqucmixtcO,45652G52... 
On  peut  la  mettre  sous  In  forme 

O,*5  +  O,O065i.«5....^=  ~  +  ^X  0,KSG5-2,... 
Cette  dernière   fraction  périodiqai 

„  ,  .  46     ,      65'2  45X999+653 

Donc     la    proposée  = =  - — ' = 

■^     *^  100    '    99900  99900 

4.1000—43-1-652        45652— tr> 
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XI.  Phosléms.  Trouver  combien  il  y  a,  pour  un  nombre 
donné ,  d'fnlirrs  moindres  que  «e  nombre ,  et  premiers  avec  lui. 

Soit  le  nombre  3eo=i'.3".5. 

Supposons  que  l'on  écrive  la  snile  des  nombres  nRlarels, 
de  1  à  360.  Si,  dans  celte  suite  de  termes,  on  ciïacc  tous 
ceux  qui  ont  des  facteurs  communs  avec  360,  les  nombres 
restant ,  seront  premiers  à  3G0.  Soil  donc  la  suite 

1,  2,  3,  4,  5,  6.  7,  8,  9,   10,   Il 360.       (A) 

GommençaDt  par  ta  gauche,  je  marque  d'un  trait  tous  les 

multiples  de  2i  savoir 

360 
2X1,       2X-2,       -2X3,....     liX— . 

La  suite  (A)  devient  aimi 

1,  I,  3,  4,  5.   6,  7,  S,  9,   10,  t] 3^  (B) 

il  est  clair  que  les  termes  restant  sont  premiers  avec  2  : 


leur  nombre  est  360  — 


=  360 


(-0- 


Actuellement 


j'elTaccde  même  les  multiples  de  3:  3X1,  3X2,  3x3, 

3G0    „  . 
<  -—  ,  niais  p.irmi  ces  multiples ,  ceux  qui  con- 


3X4,. 


tiennent  le  Tictcur  2,  ont  déjà  êtii  retranchés.  Je  ne  dois 
donc  Taire  attention  qu'à  ceux,  dans  lesquels  le  multiplicateur 
de  3  es!  premier  avec  3.  Ces  multiplicateurs  Torment  la  suite 


1 , 


(C) 


donc ,  d'après  ci;  qui  vi<-nt   d'être  dit,  le  nombre  de  ceux 

360  /         1  \ 
qui  sont  premiers  avec  2 ,  est  —  (  '  —  ^  )■  Ce  nombre  in- 
dique celui  des  termes  à  ciïa'cr  dans  la  suite  (l)j  ;  en  sorte 
que  le  nombre  des  termes  non  ciTacés  si'ra 


«0-:)-^(-0-™(-D('-D 


J 


..   360.     (D)      ^H 


-467  - 
La  suite  (B)  devieal  ik]urs 
1,  z,  J,  4L.  5,  6,  7,  8,  1  lé  n,  u 

EffaçDis  enfin  les  muUiples  de  ô  :  il  y  en  a  en  tout  — , 
parmi  lesquels  on  ne  diit  (compter  que  ceux  qui  sont  pre- 
miers avec  2  et  S.  Or  .  d'apros  ce  que  nous  venons  de  voir 
dans  la  suite 

360 

1,  2,   3.  4 , 

5 

le  nombre  des  termei  iirrmifrsi  avec  2  el  3  est  ^ (  1  — -  1 

(t  — -1.  Coit  h  aussi  le  nom'jre  di?s  termes  qui  restent  à 

elTacer  dans  la  suil!  (U).  1-es  l-;rraei  restant  déHnitivemenl 
seront  donc  en  nombre 

»('-l)('-î)-T('--D{'-D= 
=»(-0(-l)('4)- 

Celte  dernière  quantité  indique  donc  le  nombre  des  entiers 
inférieurs  ol  premiers  à  360  Lu  di'monslralion  est  évidem- 
ment générale ,  et  si  N  est  un  nombre  entier ,  dont  tes  fac- 
teurs premiers inejaux  soient  a,  [3  ,  y,   ■  o"  ' 

*=Ni3l!ri!-^ 

XII.  Soit  ta  frartion  —,  qui  conduit  à  rtlte  période  de  mtesi 

13,3i.S6.li.    3.30.   fl.ll.   9,  ii.Sl,  li,  48,  39.  «7.19,  iS.   U,il.lB.33. 
30.l7,i:).3i.i6,l<),t3,3S.3T.^7.U,    5.    l.tO,    i.%0.    l.  (0,    8.31.16. 

Prenons  dans  i.i'.\U'  «uilo  un  certain  nombre  di;  termes, 
dont  la  somme  soit  un  multiple  de*9,-  par  eiemple  13,  II, 
25.  Je  dis  que  les  trois  termes  qni  suivent  respeelivement 
ceux-ci,  ont  pour  somme  un  multiple  de  49. 


À 


Ed  ciïel ,  les  Irois  restes  1 J,  11,  ib  donncnl  \e%  ditidendpit 
130,  110,  350,  lesquels  élant  divisés  par  49  conduisent  à 
des  (luolients  q ,  g',  g"  et  à  des  restes  r,  r.  t''.  Par  suite , 

(30  =  49.?  -\-r, 

110  =  49.7'  +  '-', 

250  =  49.7''+ '''• 

Donc  en  ajoutant  =  49 X  10=49(j  + j'+7")-|-/--f  r'  +  r''. 


49 
position  cnoncôe. 

XUI.  iVe  considérons  dons  la  période  précédente,  que  deux 
restes  dont  la  somme  soil  49:  par  exemple  13  eC  36.  D'aprit 
ce  qui  vient  d'être  démontré ,  la  somme  des  deux  restes  suivants 
doit  être  wn  multiple  de  49 ,  et  comme  itg  sont  chacun  moindre 
que  ce  diviseur,  leur  somme  sera  précisément  49.  On  observe 
en  effet,  dans  les  deux  lignes  ci-dessus,  que  tous  les  termes 
qui  se  correspondent  verticalement  ont  49  pour  somme. 

En  gcner.1l,  s'il  csisie  deux  termes  dont  la  somme  soit 
égale  su  diviseur,  la  période  entière  aura  un  nombre  pair 
de  termes:  chaque  terme  de  la  première  demi-période, 
ajouté  au  terme  du  même  rang  dans  l'autre  demi-période , 
donnera  une  somme  égale  au  diviseur. 

Cette  circonstance  se  présentera  loutrs  les  fois  que  la  pé- 
riode,  provenant  d'un  dénominateur l>,  aura  ^termes (IX)  : 
car  alors,  comme  on  doit  trouver  pour  restes  tous  la* 
nombres  premiers  avoi-  D,  il  y  en  aura  au  moins  deox ,  qui 
ajoutés,    donneront  D. 

XIV.  Réduisons  en  décimale*  la  fraction  —  .  dont  le  déno- 
minateur est  premier:  la  période  des  restes  est  1, 10,  9,  r2,  3, 4. 

Écrivons  eelte  période  assur.  de  fois  pour  obtenir  13 — 1 
termes,  nous  aurons 

1,   10.   9,   12,  3,  ♦,   1.   10,   ».  ta,  3,  4. 
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Aelut-Ucmcnt ,  décomposons  13  —  l  ouJ2.  en  dcui  fae- 

Icurs,  parescmple  nn  3.4  :  je  dis  que  si  l'on  prend  dans  la 

saile  ci-dessus,  4  Icrmes  de  3  fn  3,  ou  3  termes  do  4  en  4, 

00 obtiendra  pour  somme,  un  multiple  de  13. 

Pour  démontrer  cette  propriété ,  prenons  les  termes  10, 

4,  12;  et  nommons  R  le  reste  delà  division  de  10'  par  13, 

nous  nurons  évidemment 

10.R  =  M.13  +  4. 

4.R  =  ÎVI.13+ia, 

12.R  =  M. 13+10, 

en  <l(-signant  pur  M. 13  un  muUipIe  de  13,  el  en  observant 

qu'après  le  reste  12,  on  doit  iiécesaairenient  retomber  sur 

le  premier  terme  10. 

Un  déduit  de  ces  équations 

(10  + 4  + 12)  11  =  M. 13 +(10-1-4  + 12), 

ou  (10+4+12)(R~l)  =  M.13. 

MaisR  — lest  moindre  que  13qui  est  premier;  dune 

10+4  +  li2 

— =  entier, 

N 
En  général ,  si  la  fraction  psl  -r-  ,  si  D  est  premier,  et  si 

U  —  l  =  «i«;  la  somme  do  «  termes  pris  de  m  en  m,  est 
multiple  de  D. 

Obsercalion.  I.—  (0  est  une  racine  primitive  à  l'égard  de 
7,  c'est  à -dire  que  les  6  premières  puissances  de  10  divisées 
successivement  par  7.  douacnt  pour  restes  les  6  nombres 
qui  précédent  7,  Le  tliéoréme  de  TermaL  duone  10"=  7  -l- 1 . 
Nousdé^ignons  par  un  point  placé  sur  te  nombre,  un  multiple 
quelconque  de  ce  nombre.  On  a  donc  aussi  10'^'=7  +  1  : 
or  6.7  est  le  double  d'un  nombre  triangi'bire.  Ainsi 
6.7=2(1+2  +  3  +  4  +  5  +  6),  donc 

(10.10MOMOMO\10«)'=7+1 


—  MO  — 
Olaot  les  mulliplcs  de  7  qui  se  irouvenl  ctoDs  le  premier 
membre,  on  oblicnl  évidemmcnl 

f1.2.3.4.5.6)'  =  7+l. 
doù 

{l.-2.3.4.5.(;)'— 1=7, 
(1.2.3.4.5.6  +  1)11.2.3.4.5.6-1)  =7. 
Or  au  nombre  7,  on  peul  substituer  un  nombre  premier 
quclconqui',  l'I  au  nombre  10,  une  racine  primitive  de  ce 
nombre.  On  a  donc  en  gêoéra),   P  désr9:nanl  un  nombre 
premier  absolu 

[1.2.3...  (P  — 1))'=P+1. 
Le  Ihéorème  de  Wilson  [voir  p.  178),  coosisie  on  ce  que 

1.2.3...  [P— 1)  =  P  — 1, 
Si  on  pouvait  donc  direclement  dt-monlrer  que  le  produri 
1.2.3...  (P  —  1) ,  n'est  jamais  de  la  Torme  P+  1 ,  alors  le 
ihéofèmo  de  Wilson  serait  une  ronséquerce  immédialc  de 
celui  de  Fermai  ('). 

tl. —  Le  mémoire  de  !M,  Midy  cilé  dan»  le  travail  de 
M.  Catalan  porte  pour  iilrc.  Dequelques propriitén  dennomhres 
et  den  fractions  périodiques^  far  M.  E.  Midy,  Paris  1835, 
in-i"  de  21  pages,  chez  Bachelier.  Tm. 


SOLUTION  DU  PROBLEMi:  111  (page  122); 


PAKM    BBRTOT  (B;  , 

Elève  du  collège   de  LDuit-le-Grand 


Fig.  100.  Supposons  le  problème  résolu,  d  que  la  bille 
aille  de  0  en  F  sur  AC ,  de  F  en  E  sur  BC,  de  Ë  en  D  sur 
AB  et  revienne  enfin  de  D  vn  T,  et  prenons  G  symétrique 
du  point  donné  0  par  rapport  à  AC ,  puis  H  symétrique  de 
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G  par  rapport  à  BC,  ni  enfin  1^  «yniL^lriquc  di>  Il  par  rapport 
à  AU.  Dans  le  (rian(;lc  GFl  on  connaît  iv  cùlé  Gl  i  donc  si 
on  connaissail  l'aiif^tL'  GFI .  pour  nvnlr  le  point  F ,  il  suHi- 
rait  de  décrire  sur  GI  un  segment  capable  de  GFl ,  on  a 

GFI  =  GFA  +  AFD, 
ou  bien  GFl  =  CFE+  AFD  ; 

Car  CFA  esl  égale  a  son  opposé  GFE.  On  a 

CFE  +  CEF  =  A  +  B, [I) 

et  AFD  +  ADF  =  B  +  C (2) 

D'un  aulrc  calé  EUB  (ou  sou  égal  ADFj-(-UEB  lou 
son  égal  CEF)  =  A  -j-C  (3)  ;  si  on  ajoute  (I)  et  (-2)  et  qu'un 
retranche  (H),  on  a 

CFE  +  AFD=GFI=2I(. 

C'est-à-dire  que  l'angle  GFl  est  le  double  de  l'angle  op- 
posé au  cûlé  At;  dans  le  triangle  ABC  ['). 


n 


SOLUTION  DU  PROBLEME  24  (p.  246), 

PAK  H.  MEB.X.XZ1IX  [ÊDOITAIU»). 


Quelle  est  la  .somme  des  angles  sutidis  dans  ckicun  des 
corps  réguliers' 

La  note  IX  des  Éléments  de  GéomèlrU  de  Legendre,  ap- 
prend à  trouver,  cl  nous  donnons  dans  le  tableau  ci-juini  les 
inclinaisons  des  foccs  adjarenics  dans  ctiacimdes  cinq  polyè- 
dres n'gulierii ,  soit  cii  appliquant  la  Turmule 


siDjSsinv 
loluUsn  pour  un  billard  polfgonil. 


—  I 

À 


s ,  |3  ,  7  '^'^nl  '^^  angles  plaus  d'un  Iriêdrc  (*)  auquel  appar-' 
liCDt  l'angle  dif'dre  considéré  a),  soil,  plus  gi-ncralcmenl,  en 


employant  sin  - 


I  élanl  le  nombre  d'aogle» 


plans  qoi  se  rcunissenl  pour  Tormer  chacun  des  angles  so- 
lides, et  n  le  nombre  de  cAtés  du  cliaquc  face  ("j. 

Or  CCS  inclinaisons  ne  sont  autre  chose  que  les  angles  des 
polygones  équiangles  interceptés  sur  la  sphère  décrite  du 
sommet  comme  centre ,  et  conséquemment  la  mesure  de  ces 
-(m— 2)1 


polygones  M  = 


en  prenant  pour  unité 


le  triangle  tri -rectangle.  Tous  les  angles  solides  étant  égaux 
dans  chaque  corps  régulier,  on  a  leur  somme  ï,  égale  à  l'un 
d'eux  mullipliôpar  leur  nombre,  p;ou  i=/jM.  Il  suffit  donc 
d  appliquer  ces  forniuli's. 

C'est  ici  l'occasion  de  rappeler  les  valeurs  des  antres  par- 
liesdes  cinq  corps  réguliers,  <]ue  donne  M,  Terquem  dans 
son  Manuel  de  Géométrie  (note  19)  Désignant  le  télraèdrp 
par  l'initiale  T,  l'héxaëdre  par  H ,  l'oclaèdï-c  par  0,  le  do- 
décaèdre par  U ,  l'icosaèdre  par  1 ,  et  posant  )e  rayon  de  la 
sphère  circonscrite  R:=l  ;  a  étant  toujours  un  angle  dièdre; 
M  la  mesure  de  l'angle  solide^;  C  le  cAlé  d'un  quelconque 
des  corps  réguliers  ;  A  l'aire  d'une  face ,  r  \v  rnynn  du  cercle 
circonscrit  à  celte  Tare  ;  S  la  solidité  du  corps  ;  on  peut  for- 
mer le  tableau  suivant  à  double  entrée  : 


C)  Dant  le  lÈtraciIre,  l'hciBïdre  M  le  dodeesédrc 

c'csll-angk  solide  io«mp 

Jii|H.1j*iiri;.Alorsa-3-ï,  elcosa '■^^.  î)ta 

FinEle  solide  esl  formé  pat  dcai  ticci  de  cvs  corps  e 
calcule  ranelï  »■ 

rorl«*d[eet  ricosaèdr». 
un  plan  diafionot  doni  on 

C")  DiM  le  Wlr»*dre,  m-9-i;  lin—fl-Ml  ^- 

d 


SOLUTION  Dl]  PROBLEME  31  {page  394). 
Surfaces  algébriques  sur  lesquelles  l'on  ne  peut  tracer  qu'une 

seule  ligne  droite. 

VAa  m.  ROCHE  , 


1.  Lcséqualions  de  ces  surfaces  doivent  £lre  évidemmonl, 
d'un  degré  supérieur  au  second ,  puisque  les  surface  réglées 
dv  ce  degré  jouissent  de  U  propriété  que  ,  par  chacun  dp 
leurs  points ,  un  pi^ut  mener  deux  lif>nL>s  droites. 

La  forme  la  plus  simpio  de  l'équation  d'une  surface  du 
troisième  degré  qui  puisse  satisfaire  à  celle  condition  est 
celle-ci  : 

(A)  aY  +  t'j:*  =  X  [itz'—my) , 

dans  laquelle  n  et  m  sont  des  quantités  linéaires  posilivcH, 
ainsi  que  <;  et  fi  ;  il  est  facile  de  prouver  que  cette  surfaœ  ne 
contient  qu'une  seule  ligne  droite  qui  est  l'axe  des  £  dont  les 
équations  sont  a-^^O,  j=^0;  en  effet  supposons  qu'elle  con- 
tienne une  seconde  ligne  droite  dont  l'équation  de  la  pro- 
jection sur  le  plan  dcsjs  goit  n=py-\-q.  Substituant  pour 
ssa  valeur  tirée  d<'  relleéqualion,  on  aura 
(B)  y  [rt'r'-l-  (mr'—np-']  a]  —^pqnxy-[-  b'r\v'—nq'x  =  0. 
Celte  cquaiiou,  si  elle  renferme  des  droiles ,  ne  peut  reprt'- 
soiiler  que  le  système  dedeus  lignes  droiles  ou  celui  d'une 
ligne  droite  cl  d'une  courbe.  Dans  tous  les  cas  le  coef&cieut 
de  y  doit  diviser  esaclcmecit  celui  de  -ryet  les  termes  indé- 
pendants de^,  iV.r' — nq'x;  pour  que celapuisseavoir lieu, 
il  faudrait  que  l'on  eût />^  0  ou  7=^0,  e\.  mr'^=np';  dans 
le  premier  cjis,  il  faudrait  que  h'r'x'—  m^z^i.-  fût  divisible  par 


-  47:.  — 

a'r'-i-mr'x ,  ce  qai  ne  peut  Cire,   puisque  ces  ileu\biiiùmO!) 
odI  des  signes  conlraires  dans  leurs  seconds  termes. 
DaDS  le  second  cas,  le  cocIBcienl  de^'  ilevieul  cuDslanl, 

el  Ton  a  —  ^  —yz  •  mais  pour  que  l'équation  paisse  élrc  le 

produit  de  dtux  facteurs  è^aux  de  la  forme  j--|-cx,  il 
faut  nc^cessairement  que  l'on  ait  q  =  f> .  el  l'équation  (11)  se 
réduit  à  la  forme 

Les  coefficients  des  deux  termes  èlant  de  même  signe,  celle 
éqaalioD  ne  pcul  représenter  ni  une  droite  ni  deux  droites, 
mais  un  point;  car  pour  être  satisfaite  il  faut  que  l'on  ait 
^=^0,  x  =  0.  Ainsi  les  plans  verticaux  dont  les  équations 
sont  a  ]/n=:±.Y  V/«ï,  coupent  la  surface  suivant  un  point 
qui  est  l'origine  des  coordonnées. 

2.  L'équation  (A)  satisfait  donr  pleinement  à  la  question  ^ 
il  en  sera  de  mémi!  de  l'équation  ej'j-'-j-i'jr"  =  x  {my' — nz'), 
qui  rentre  dans  la  première  en  chiingeani  le  si(;ne  de  or. 

Il  reste  à  faire  voir  que  l'axe  des  z  est  bien  une  ligne  qui 
fait  partie  de  la  surface  el  uun  uik'  lijtne  conjuguée  qui  serait 
comprise  dans  son  équation. 

Pour  cela  il  faut  discuter  la  surface,  el  faire  voir  d'abord 
que  toutes  les  projections  sur  le  plan  .ry  des  seclious  paral- 
lèles au  plan  des  xy ,  donnent  une  ligne  courb';  passant  par 
rori^ne.  En  effet,  si  l'on  fait  z^=q^  ce  qui  i-st  Toquatinn 
d'un  plan  parallèle  à  cdui  des  j\y,  on  aura  pour  l'équaliou 
de  la  projection  de  la  section  sur  xj-, 

(Jette  équation  nous  lait  voir  que  lorsque  j.  =  0,  ou  a  en 
même  temps  j'=0;  on  voit  de  plus  que  pour  que^  soit  réel. 


n 


les  coordonnL'es  positives  x  doivent  élre  plus  petites  que  -r-j  , 

et  que  X  aura  toutes  Iw   valeurs  de  0  à  -r^ ,  auxquelles 

correspondront  des  valeurs  de  x  t'gales  et  de  sigoe  contraire; 
la  section  corrcspondanlo  aux  j:  positives,  sera  donc  une 
courbe  fermée. 

Si  j-  est  négatif  en  chaiigoaut  son  signe,  l'équation  de- 
viendra 

(a)  r'=      „,l.Za' 

Pour  que j'  ail. des  valeurs  réelles,  il  faudra  que  l'abscisse 

négative  a-  soit  plus  grande  que  —  ,-    lorsque  ^  :=  — ,  les 

deux  valeurs  dc^  deviennent  jufinies,  ce  qui  indique  que  la 

parallèle  à  l'axe  des  y  correspondant  à  j  =  -| —  est  une 

double  asymptote  de  la  courbe  ;  à  mesure  que  x  augmente , 
X  diminue  d  abord,  et  augmente  ensuite,  puisque  x  deve- 
nant très-grand,  les  ordo-nnécs  de  la  courbe  tendent  à  se 
oonfondrc  avee  celles   de  la  parabole  dont  l'équatîun   est 

y'^  —  ,  qui  en  est  l'asj  mplole.  La  section  correspondante 

aux  -v  négatives  (Sl  donc  composée  de  doux  parties  infinies 
séparées  dont  l'une  correspond  aux  j-  positives,  et  l'autre 
aux ^- négatives,  ri  il  y  a  deux  valeurs  minima  égales  et 
de  signe  contraire,  Ciimme  il  }  a  deu\  valeurs  maxima 
dans  la  section  positive  qui  est  une  courbe  fermée  ^  les  unes 
M  tes  autresse  Irouvcnl  ea  résolvant  l'équalion  générale  (I) 
par  rapport  à  x:  elle  donne 

n^' — BM-'ihV'fnç'  —  fiy')' — ia'b'x' 


Piwric  wttximum ou  le  minimum  lie  j  le  radical  t'èwortl. 


J 


—  *77  — 
et  l'on  a  txq'  — mx'  =  ±-2al/jr.  Le  signe  ±  est  relatif  aux 
deux  sections,  el  donne  les  deax  valeurs 


\/'a'l/  -{-mitq'::pab 


auxquelles  corrcspnndeût  les  valeurs  jr  =  — ^.  Les  doubles 

signes  de  celle  furmule  donnent   le  ntaximam  de^  de  la 
section  positive ,  et  l'on  a  pour  cette  seclion 


(1/^5^ 


'-  {\/a'b''-i-ninq'—nby, 


et  pODr  la  section  négative  l'on  a 


•J'= 


Ji/a'l,--^-^mq'+^b) 


=^—i\/a'b'+m»q: 


Ces  expressions  sulTisent  pour  faire  voir  que  la  surface  se 
compose  de  trois  parties  séparées:  l'une  à  droite  du  planés, 
dont  l'axe  z  fait  partie,  est  un  double  entonnoir  terminé  en 
pointe  à  l'origine ,  et  les  deux  autres  sont  deux  surfaces  à 
ganchc  du  plan  yz  ei  séparées  l'une  de  l'aulro  par  le  plan 
jrs,  et  dont  la  plus  courte  distancecorrespoud  à y=^Oou:=:0, 

iab  2b'  ,  . 

^y=:  — ,  X  —  —  — .  Lorsque  s  =0,  la  section  po- 
sitive se  réduit   à   un  point,  car  l'équation    (tj    devient 

j'*=ï j-p —  ,  et  ne  peut  être  satisfaite  que  par  y^O , 

x=0. 

3.  Les  sections  parallèles  au  plau  des  ^-:  répondant  à  jr=3/>, 
donneront  pour  équation 

(3)  f^a'+Mp)y'—ripz-  =  —  ù'p' , 

p  élant  positif.  Elle  représente  des  IijporboU'S  ilont  l'axe 


I 

J 


réel  esl  dirigû  dans  le  sens  de  l'axe  dos  ï,  ot  égcl  à  — ^  . 

Celle  secliOD  apprticnt  à  la  nappe  posilivG. 

Si  p  est  négatif  en  changeant  son  signe,  l'équalian  de- 
vient 

(4)  {mp—a'ly'  -  npz'=  b'p\ 

Elle  représente  des  hyperboles  dont  l'axe  réel  dirigé  dans  le 


\/mp  - 

a'                                .,.'*'                    .       "pz'  +  b'p' 
que  — .  Lorsque  p  sera  égala  -,on  auraj-  =-^ : 

ce  qui  indique  que  le  plan  0:  = — p  est  asymptote  de  la 
surface  dont  it  ne  rcncunlrcra  les  nappes  négatives  qu'à 
des  distances  infinies  j-^  +  oc;,  j'= — oc.  Si  p=0,  on 
ax^O,  y=Oy  et  la  gcclion  serëduità  l'axe  des  s. 

4  Les  sections  parallèles  au  plan  des  xz  correspondant  à 
y=r,  donnent  pour  équation  générale 

L'équalion  de  cri  te  courbe  tient  loutà  la  fois  de  lapantboli- 
et  de  l'hyperbole  ;  car  elle  a  pour  asymptote  une  parallèle 
à  l'axe  des  z,  puisque  lorsque  jr  =  0,  on  a  3  =  ±ioc,  ce 
qui  indique  une  double  asymploto  correspondant  aux  x  posi- 
tives et  négatives. 

A  mesure  que  x  augmente ,  :  diminue  puis  augmente  en- 
. suite,  car  lorsque^  di!vic?nl  très-grand,  les  ordonnées  de 
ta  courbe  tendent  à  se  confondre  avec  celles  de  la  parabole 
dont  l'équation  esl  y  = 1-  -— ,  qui  en  csl  l'asj  mplotc. 

La  section  correspondant  aux  jt  positives  esl  donc  com- 
posée de  deu\  parties  séparées  composées  de  deux  brani-hes, 
une  partie  supérieure  correspondant  box  i  iKsilives  cl  Tau- 
Ire  inférieure  aux  z  négativts 

Si  X  rsl  iiégalir  en  changeant  son  signe,  l'équation  de- 


(tV-Wj:+oV) 


[lonr  qaes  soit  réel  il  fnul  qne  l'on  ail  6'jr'— nir'x-(-rtV'<;o, 
c'c9l-à  dire  eu  complélanl  le  quarré  de  celte  inétjualion,  et 
exlrajanl  la  racine .  il  faut  que  l'ua  ait 

mr--\-  \/ni"rl— ia'A' 

Celte  condilion  ne  pourra  dire  remplie  que  lorsque  la  quan- 
tité sous  le  raitical  sera  positive,  c'est  à-dire  lorsqu'on  aura 

r>  —  ,  et  lorsquon  iiurij-=r:=dz —  ,  on  aura:r:=  — -„ 

etz  =  0;cequi  indique  que  loules  les  sections  parallèles , 

compriMS  entre  les  plans  dont  les  équations  sont^  =     -  , 

r  =  - 

qae  ces  plans  les  lourheront  suivant  des  points  situes  du  cOlé 

des  X  nég:ativcs  à  une  dislance  égale  à  ^-r-,  sur  une  parallèle 

à  l'axe  dcsj'-  Ce  qui  donnera  commi-  un  l'a  vu  pour  la  plus 

courte  dislance  des  deux  nappes  — ■■ 

Les  sections  des  nappes  négatives  seront  des  courbes  fer- 
mées, de  sorte  que  ^  aura  deux  maximums  dans  la  section 
négative,  et  deux  minimuins  dans  la  section  positive;  onl^ 
trouvera  en  résolvant  l'équation  générale  (3)  par  rapport  k 
jr,  ci  l'on  aura 

nz'  —  mr-  ±  \/[hb"  — «<rT  —  4a'tV 

"  = ^- ■ 

Les  valeurs  de  2  maximum  et  minimum  étant  celles  qui  font 
évanouir  le  radical,  seront 

mr"  —  'iab 


i 
i 


3=± 


/'"•+'"'.      .=±>/ï 


J 


les  proniières  seront  rublircs  à  fii  section  da  la  nappe  posi- 
livc,  et  répondront  h  ■^=  -7-  ;  'es  secondes  se  rapporlcronL 

à  la  section  des  nappes  négatives ,  et  répondront  à  jr=  — y  ; 

elles  ne  seront  réelles  que  lorsqu'on  aura  r>.  ^^ — ,  pt  lors- 

quou  aura  r= ,  elles  donneront  ar=^ ,  comme  on 

l'a  déjà  vu. 

Dans  le  cas  où  r=  0 ,  la  section  a  lieu  seulement  dans  la 
nappe  positive  qui  contient  l'axe  des  :,  cl  son  équation  de- 
vient en  divisant  par  jt, 


c'est  celle  d'une  parabole  qui  est  la  coupe  diamétrale  de  la 
surface  conjointement  avec  l'axe  des  ï  qui  répond  à  -r  =0 , 
facteur  supprimé. 

ObsercalioH.  Faisant  nt=Q,  les  nappes  dites  négatives  dis- 
paraissent cl  la  discussion  de  vient  plus  simple.  II  serait  peut- 
être  utile  de  s'occuper  de  la  classification  des  surlaces  du 
troisième  degré ,  à  l'aide  des  c6nes  asymptotes.  Tm. 


Noie  sur  Caire  de  l'ellipsoïde  de  révolution. 
=  aire  de  l'ellipse  ;  cosa  =  petit  a\e  divisé  par  le  grand 


-edel'ellipsoïilc  allongé 
Id.  aplati  : 


V  sm  a/ 

=  asfséc  iH —  \ 

\  tanga  / 


Peut-on  parvenir  à  ces  résultais  sans  employer  U'  calcul 
légTùl  ?  Laquelle  de  ces  expressions  est  la  plus  grande'  Tm. 


É 


Ancien  proFeiscur 


1.  Prohlrme.  Trouver  le  lieu  des  points  milieux  de  tnulcs 
U'^  séranles  que  l'on  peut  mener,  dans  un  plan,  d'un  même 
[Kiinl  à  une  courbe ,  ou  ligne  donnée  du  second  degré. 

Solution.  Supp'ison^  d'abord  que  I»  courbe  soit  une  el- 
lipse. Rapporlons-la  à  ses  axes  et  soil  son  équalion 
ay-i-b'j:'-^*b'=0.  (1) 

Appelions  {x\  j-'l ,  les  coordonnées  du  point;  l'équatian  de 
la  sécante  sera 

y^y=m{x—x-}.  (2) 

On  en  lire 

Et  ceil'"  valeur  dévêtant  mise  dans  (t)  il  viendra,  en  or- 
donnant par  rapport  à  jt  , 

I,'nbw:isse  du  point  milieu  de  la  sécante  considérée  étant 
la  drmi-somme  des  racines  de  cette  équation,  en  désignant 
celle  ahsctsse  par  j-,  l'on  aura 

a'{m'x'~my] 

d'oii 

En  ordonnant  par  rapport  à  m ,  il  vient 

£t  en  mcllant  dans  cellfl  équation  la  valeur  de  m,  tirée  de 
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(2),  OD  iruuvc,  réduction  faite,  l'équaljun 

a';r{j'—y]  +  b'a:[x—x')  =  0, 
qu'on  pcul  écrire  ainsi 

a'y  —  a'yy'  -\-  b^x'^li'xod  —  0.  (4) 

C'est  celle  d'une  ellipse,  semblable  et  parallèle  à  l'ellipse 
donnée,  et  qui  est  le  lieu  demandé. 

II.  Celle  équation  s'obtiendrait  plus  pronipIemeDl  en  rc- 
trancbaat  de  l'cqualion  (1),  l'équation 

ayy  4-  b'jrx'^a^b-=0,  (5) 

qui  est  celle  de  la  polaire  du  point  donné  {x',  y'}-,  d'où  il 
faut  conclure  qu'en  supposant  ce  point,  qac  nous  nommerons 
M ,  extérieur  à  l'ellipse  BDCE  {fiy.  96) ,  l'ellipse  (4)  passera 
par  les  points  de  contact  T, ,  T, ,  des  deux  tangentes  qu'on 
peut  mener  du  point  à  la  courbe.  H  est  Tacilc  de  vérifier 
qu'elle  passe  de  plus  par  l'origine ,  par  le  point  donné  et  par 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  l'axe 
des  X.  Cette  équation  (4)  équivaut  à  celle-ci  : 

Sotu  celte  forme  on  voit  de  suite  qae  le  centre  est  au  milteu 
de  la  droite  MA. 

Dg  plus ,  en  désignant  les  demi-axes  par  A  et  B ,  l'on  aura 


4ft" 

ay  +  O- 


i^\ 


d'où  il  suit  que  ^  =  t 


ou  que  les  deux  ellipses  ont  leurs  axes  proportionnels.  De 
plus  ces  axes  sont  parallèles.  Il  suit  de  là  que  la  droite  MA 
passant  par  les  deux  centres,  coupera  les  deux  ellipses  en  des 
jioinls  horaolc^ues  M  et  K.  Il  sera  donr  facile  de  construire 
ta  courbe  demandw. 
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11 1 .  Quand  le  point  M  l'sI  cxléricurà  l'ellipse  donn^  BDCE, 
tous  les  poinls  de  l'arc  inlcricur  T,  et  T,  de  la  noaveltc 
ellipse  eonviennenl  êvidcramenl  a  la  question.  Il  s'agît 
d'expliquer  comment  les  points  de  l'arc  exlérieur  T,AT,  y 
cou  Tiennent  aussi 

Supposons  (l'abord  que  a=  h  ,  ou  que  l'ellipse  (t]  soit  on 
rercle;  [.raisons  de  plusy  =  0;  liypolhèse  qui,  dans  le  cas 
actuel ,  n'altère  pas  la  généralité  de  la  question. 
Alors  l'<:>*iuation  (4)  devient 

y-\-x'—xj^  =  0. 
Elle  roprcscnie  un  arclc  dont  le  diamètre  est  AM  [fig.  97) , 
<.>(  qui  est  le  lieu  des  sommets  de  tous  les  angles  droits  qui 
s'appuient  sur  cette  droite.  D'ailleurs  le  résultat  est  indé- 
pendant de  a,  ou  du  rayon  du  cercle.  La  circonférence  AM 
est  donc ,  ce  qui  est  évident  d'ailleurs ,  le  lieu  des  points  mi- 
lieux de  toutes  les  cordes  ou  sécantes  passant  par  le  poiul  M 
de  toutes  les  circonrèrences  qui  ont  pour  centre  commun  le 
point  A, 

Revenons  maintenant  à  l'elbpse  primitive.  Remarquons 
que  les  valcars  trouvées  pour  A'  et  B'  no  changent  pas , 
lorsqu'on  suppose  que  x  et  y'  étant  invariables,  a  et  b  va- 
rient proportionnellement.  L'ellipse  (4)  reste  donc  la  même 
pour  toutes  les  ellipses  semblables  à  l'ellipse  (1  ] ,  et  scmbla- 
blemcnt  placées ,  qui  ont  pour  centre  commun  le  point  A  ;  et 
c'est  ce  qui  explique  pourquoi  l'analyse  a  donné  pour  ré- 
ponse à  la  question,  l'ellipse  entière  MT,AT,. 

IV.  Quand  on  suppose  y  et  j''  infinies,  l'équation  (4;  se 
réduit  à 

l'yy'-^-  b'.xx'  ^  0 , 
d'où  l'on  lire 

_       b'x' 

équation  du  diamélro  conjugué  de  celui  dont  la   direction 
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passe  par  le  puiut  .M.  Mais  alurs  les  sècanle^  sunt  puraliùlcs; 
de  ik  celte  propriélé  connue  que,  dans  rellipse,  les  points 
milieux  des  cordes  parallèles  sont  sur  kr  diamètre  conjugué 
de  celui  qui  est  parallèle  à  ces  cordes. 

V.  En  changeant  li'  en  —  t>\  luut  ce  qui  vient  d'être  dit 
pour  l'ellipse,  s'appliquerait  à  l'hyperbole.  Le  lieu  cherche 
serait  donc  encore  une  seconde  hyperbole  dont  les  ases  se- 
raient proportionnels  et  parallèles  à  ceux  de  lu  première; 
donc  une  des  branches  passerait  par  le  point  donné,  cl  l'antre 
par  le  centre  de  la  courbe  [').  Cette  hyperbole  resterait  la 
même  pour  toutes  les  hyperboles  semblables  parallèles  et 
cuncenlriques  à  la  premicro,  ou  qui  aurnient  les  m<?mes 
asymptotes  qu'elle,  Elle  ne  changerait  donc  pas' pour  l'hyper- 
bole, limite  de  toutes  celles  que  nous  veiK^ns  d'indiquiT; 
c'est-à-dire,  pour  celle  qui  se  confond  avec  les  deux  asymp- 
totes elles-mêmes.  On  voit  dune  que  le  cas  de  deux  droites 
qui  se  coupent  est  compris  implicilcment  dans  celui-ci. 

VI.  Pour  le  montrer  directement.  Soient  ABC  {fig,  98) 
l'angle,  et  M  le  point  donné  ;  BC  l'une  des  cordes  et  1  son 
point  milieu.  Prenons  les  côtes  AB,  AC,  pour  axes  des  a:  et 
des/.  Appelions  toujours  x' ,  y' ,  les  coordonnées  du  point 
M,  et  soient  de  plus  AB— i,  AC  =  ,'ï. 

]..'équation  de  fiC  sera 

le  point  I  sera  sur  tes  droites 

j:=l.         (2)  /=■-.  (3) 

L'élimination  de  a  et  ^  entre  les  équations  (1) ,  (-2)  et  (3) 
donne  en  réduisant 

Ixy—x'y—yx^H,  (4) 

pour  l'équation  du  lieu  demandé.  C'est  celle  d'une  hyperbole 


<>]ipctbali'  ilonnét ,  >|ue  luTsijue 


[Hiint  ] 


r. 


passant  par  le  poJnl  iM  cl  par  l'origine,  cl  dont  iesasymplolcs 
ool  pour  équalions 


r^resentant  deux  droites  parall4>l(»  aux  duos  cilles  de  l'an- 
gle. Celte  hyperbole  est  donc  semblable  à  toutes  relies  qui 
auraient  pour  asymptotes  les  deux  droites  données  AD,  AC. 
paisque  le  rapport  des  axes  serait  lemi^nie.  Ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

VII.  On  trouvera  aisément  que  si  la  courbe  donnée  était 
la  parabole  rcprt'ïenlée  par 

y  —  ipj:  =  u,  (1) 

le  lieu  cfacrché  aurait  pour  êquatioa 

r  !^  —j-'j  —p  (JT— y)  =  0 ,  m 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


(3) 


ou ,  en  déplaçant  l'origiDC  sous  celle-ci  ■. 

j'~px=0.  (4) 

Ainsi  ce  lieu  estime  parabole  parallèle  à  la  parabole  donnée 
et  d'on  paraméirc  deux  fois  moindre;  donc  le  sommet  est 

distant  de  l'a\e  de  la  première  d'une  quantité  i-gale  à  —  et 

r" 
delà  tangente  au  sommet  d'nr"  "'■""'■'"  "i"»'- *  '■' 


{fig.  99]  la  parabole  et  M  le  point  donnés.  Menons  AIR  pa- 
rallèle à  AX  et  rencontrant  la  courbe  en  R.  Abai.tsons  de  ce 
point  la   perpendiculaire  RQ  sur  t'axe,  nous  aurons  par 

y'  1 

celle  construction  AQ  =  — -;  donc  en  prenant  PG  =  -  AQ, 

le  point  S  déterminé  par  l'interseclion  do  Stl,  parallèle  à 
MP  et  de  SZ  parallèle  à  AX  et  distante  de  celte  droite  d'une 


quaiilitc  ijgalc  à  -  MP,  sera  le  commet.  La  parabole  (3), 

T.MSPT, ,  dont  le  paranièlr«  est  connu ,  esl  donc  complète- 
mont  déterminée. 

Si  l'on  imagine  que  la  parabole  donnée  VAU  glisse  sur  son 
axe  de  manière  que  son  sonamet  A  prenne  une  position  ar- 
bitraire A',  la  quantité  AQ  restera  invariable  de  grandeur, 
puisque  l'ordunnéoy  du  poicit  M,  et  la  quantité  2p  ne  varie- 
ront pas.  PG  sera  donc  conslanl,  et  par  conséquent  la  parabo- 
le (3)  sera  invariable  pour  toutes  les  paraboles  considérées. 

VIII.  On  sail  que  l'équation 

^•'-«■=0,  0) 

qui  représente  l'ensemble  do  deux  droites  parallèles  à  l'axe 
des  JE-  et  de  plus  également  distantes  de  cet  axe ,  n'est  qu'un 
cas  particulier  de  la  parabole. 

Alors,  en  prenaal  pour  uxe  dcsj-  une  perpendiculaire  à 
celui  des  .r  passant  par  le  point  M,  l'cquatio»  de  la  sécante 
sera 

y~y=ma:.  (2) 

La  substitution  dans  (1)  de  la  valeur  de  ^  prise  dans  (2) , 
donne 

m'.i-'-f  2myx-\-y"  —  a'  =  0.  (3) 

L'abscisse  du  point  milieu  sera  donc  déterminée  par  la 
relation 

Faisant  le  produit  di's  équations  (2)  et  (4),  on  trouve 

X=0. 
ou  l'axe  des  j- pour  le  lieu  cherché. 

Le  problème  esl  donc  complètement  résolu  (*). 

\"\  Pour  UPC  lignr  Dii  une  suctacc  du  dcRrt  m .  k  lieu  chenlit  «1  du  itcgtd 
m' ciioblu-nl  par  II"  même  nenrp  iIl-  calcul.  i|ui  consiile  jchcrthcr  une 


J'ai  vu,  dans  volrc  Duméro  d'aoûl  (p.  359) ,  une  IcIlrG  du 
M.  Pury,  dans  laquelle  il  montre  l'inlcnliuii  do  complcler 
ma  noie  sur  les  approximations  (p.  âi9). 

M.  Pury  dil  que  je  ne  semble  pas  considérer  les  racine!) 
des  nombres  incommensurables.  C'est  que  pour  va  qui 
concerne  ces  racines,  je  m'en  rapporte  aux  règles  connues. 
Or  voici  la  règle   générale     pour   extraire  la  racine  de 

l'indice  m  d'un  nombre  ijuelcongue  N  ,  à  moins  de  ~,  mul- 
tipliez rc  nombre  par  ù",  extrayez  à  moins  d'une  unité,  la 
racme  du  produit ,  puis  enfin  divisez  la  racine  obtenue  par  i. 
Cette  règle  s'applique  évidemment  à  l'cxtraclian  des  racines 
des  quantilés  incommensurables.  Pour  cette  application,  il 
suffit  de  savoir  calculer  le  plus  grand  nombre  entier  contenu 
dans  le  produit  N  >;  ■;",  ce  que  l'on  sait  faire  par  la  règle  de 
la  multiplication  complétée  par  la  méthode  indiquée  (p.  36 1). 
Je  dis  même,  en  terminant  l'exposé  de  cette  méthode,  qu'elle 
cslimportante  dans  lecalculde  l'extraction  des  racines;  cette 
remarque  ne  peut  s'appliquer  qu'aux  racines  deâ  quantités 
incommensurables  auxquelles  j'ai  donc  eu  égard. 

Je  n'eusse  pas  répondu  à  M.  Pury,  si  l'emploi  de  la  formule 
qu'il  indique  dispensait  généralement  de  l'application  de  la 
réj{le  génér.nle.  Mais  après  qu'on  aura  remplacé  la  quantité 

incommensurable  A  existant  sous  le  radical  k'A,  par  une 
quantité  incommensurable  qui  eu  dilTére,  d'après  sa  formule, 

de  moins  de  — ^ —  ,  le  radical  substitué  au  premier,  n'en 

sera  pas  moins  très-souvent  incommensurable ,  et  il  faudra 

appliquer  la  règle  générale  pour  l'avoir  à  moins  de  -;,  Il 

vaut  mieux ,  il  me  semble ,  appliquer  celle-ci  tout  d'abord. 

Exemple:  soit  à  calculer  k  t  à  —  près ,  un  pourra  prendre 

pour  limite  — ^— ,  ou  en  décimales  0,1  ;  on  remplacera  donc 

'  Kr  par  1/3,1, qu'il  n'en  faudrit  pas  moins  calculer  â  -  pri-s 
au  moins. 
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J'ai  lu  aussi  une  remarque  qui  lortniiio  une  k'itro  de 
M.  Fink,  insérti!  dans  le  HM^mc  numcm. 

Je  n'ai  r\en  k  y  rëpinilfe,  sinon  que  je  n'avais  pas  eu  l'oc- 
casion de  lire  son  ouvrage,  et  que  son  travail  Bur  les  ap- 
proiLimalions ,  comme  je  1  ai  vu  depuis ,  dilTèro  complêlemenl 
(lu  mien  pciur  lesupérations  principales. 

Puisque  je  me  trouve  amené  à  vous  entretenir  do  ma  note 
<iiir  les  apiiruximalions ,  je  la  ramplélcrai  par  deux  remar- 
ques. 

1.  J'ai  indiqué  {généralement  pour  chaque  opération  un 

moyen  d'avoir  le  rciultaiapprodiépardéraut  à  — prés.Sion 
veut  avoir  PC  résultai  par  cxcôs  à  7,  on  suivra  exarlcmenl 
dans  chaquf  ras,  la  niétiiodo  indiquée  pour  l'avoir  par  dé- 
faut; ce  résullat  une  fois  obtenu,  on  l'aug^mentc  de  -,  et  on 

l'a  ainsi  par  exrôs  avec  l'approximation  demandée. 

2.  Parmi  les  questions  d'approximation  on  peni  fairp  celle- 
ci.  Eu  remplaçant  dans  un  culciil  une  ou  plusieurs  quanlilés 
inconimensurables  par  leurs  valeurs  approchées  A  moins 
d'une  quantité  e,  par  exemple,  quelle  est  l'approximation 
avec  laquelle  le  résultat  final  est  obtenu? 

Ilesl  évident  que  cette  limite  c,  ronnue  dans  celte  ques- 
tion ,ef.t  celle  que  l'on  cherche  dans  les  questions  traitées  dans 

ma  note,  tandis  que  ■;  est  actuellement  le  nombre  à  trouver. 

Par  suite  en  dégageant  -rdans  chaque  inégalité,  on  en  déduit 

facilement  une  limite  supi^ricure  de  l'erreur  -  commise  sur 
le  résultat  final  de  l'opération  que  l'on  considère. 
i:xfmplc  :  Pour  la  multiplication,  on  trouve  la  formule 

eS„_i<-.  Dans  la  question  acluellc  tcsi  connu,  on  sait  ce 

qu'il  faut  mettre  pourS„_,;  è  cause  de  l'inégalité  -;>-eS«_i, 

on  voit  queeSn— 1  est  une  limite  supérieure  de  l'erreur 
commise  sur  le  produit ,  lorsqu'on  emploie  pour  chaque 
facteur  une  valeur  appnx'hée  à  e  près.  Application  numé- 
rique :  supposons  que  chaque  fadeur  soit  prisa  0,01  près, 

dans  le  prodoit  "^-K  3.  Kl2.  L'erreur  commise  sur  le  pro- 
I  ne 

duit.  sera  moindre  que  --   X(4.2  +  4,3-f  2.3)  ou 
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RELATIONS  D-IDENTITE 


El  équaliom  fondamentales  relnlivet  aux  tiifnet  du  second 
degré. 


1.  Les  lignes  cl  surfaces  de  toul  orJrc  préscatent  certaines 
relations  d'iiliinlilc  enlre  les  coeflicienls  de  leurs  cquations , 
qui  servent  à  faciliter  et  à  abréger  singoliéremcot  les  caU 
culs  les  plus  compliqués.  Nous  allons  indiquer  ces  relations 
pour  les  lignes  du  second  degré;  elles  permettent  de  résou- 
dre des  problèmes  difficiles  en  laissant  aux  données  la  plus 
grande  généralité;  ce  qni  est  toujours  avaatageus.  Noos 
donnerons  les  applications  aux  théorèmes  les  plus  importants 
de  cette  partie  de  la  science,  el  ensuite  nous  suivrons  la 
même  marche  pour  les  surfaces  du  second  degré  ;  lorsque  les 
élèves  auront  vériGé  ces  relations ,  ils  pourront  les  admettre 
de  confiance ,  et  les  employer  à  tout  instant  sans  hésitation. 
Cet  emploi ,  extrêmement  fréquent ,  fait  ressortir  l'iililitè  de 
ces  formules.  Nous  transcrivons  les  expressions  vulgaire- 
ment connues,  pour  mémoire. 

II.  Notation. 
t^'-\.hxy-irC3:'-\.l*y+'Ex-\-V  =0,  (1) 

éqaalion  générale  des  lignes  du  second  di');ré  <  A  >0  ;  angle 
des  axes  =7. 

B'— 4AC=m;         2AE— BD=A,         2CU— BE=  *■; 
D'— 4AE=/;  E"— 4CF  =  /'; 

DE-2BF=/.;       2AE— BDE  +  CD'+F(B'— *AC)  =  L  ; 
A+C— Bcos7=N;    Ay'-f-Bj'r'-|-Cj:"-|-Dy-fEj/+F=F, 


i 
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(x',  y,  coordonnées  d'un  point  quelconque  pris  sur  le  plan 
de  la  courbe). 

Obsfn-alion.  m  et  L  ne  varient  pas  avec  l'origine. 

III.  fdentitit. 

*'— /ni=4AL:        a/!A-j-2/Hrt=— 4BL;  f'— f«(  =  4CI,[ 

k'l-{-kH  =2DL,     Af+A'/(  =  2ELi     «■-/f=iFL; 

C/— Af+EA+/«F^L;        Af— C/+D;1'+/h1- =L; 

2Ct-|-Bt-i-Em=0;         2AA'-i-ll;S+D«/=0i 

AA"+Bi'A+a'+mDf+/nEA+«,'F  =  mh; 

(A— C)-  +  [B-2Acos7]  [B-2Ccos7]  =  N-  + 

+wsin'7  =(  A— C)'sin  '-/+  [B— [A+C)cos  ■/]'  -, 

(aAr+B-r+D)"  — (2Cj;4-E(r+E)'=(m.r'— 2*x+/j— 

—  (my—lk-Y+l'), 

IV.  Cnordonnées  ducenlre;  diamètre  passant  par  l'origine. 

x=— ,_)==— ,  coordoniices  du  centre  ;    A>— *'j-=o, 

ù]ualion  du  diamètre  passant  par  l'origine,  pour  les  Iruis 
coniques. 

\. ^Caractères  analytiques  de»  coniqua  et  de  leurs  rariélét. 

»n<0;  L>0,  ellipse;  L  =  0,  point  ;  l-<CO,  ellipse  imn- 
gtuîre; 

«1  =  0;  L>  0,  parabole  ,  I.  =  0  ;  deux  droites  parallèles 
pouvant  se  confondre;  L<0,  ou  /<(),  parabole  itnaf^inairei 

nt;>0;  L>0,  hyperbole;  L=0,  deux  droites  convergen- 
tes j  L<0,  hyperbole ,  un  des  deux  diamètres  conjugués  aux 
axes  où  aucun  des  deux  ne  rencontre  la  courbe 

wi  =  ±oc  une  droite. 


â 
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Observation.  Si  on  fait  varier  ud  des  Irois  premiers  coQf- 
Qcicnts  A,  B,  G  de  l'équation  (t  ),  el  regardant  comme  con-  , 
stants  les  cinq  aulres  coeflitienls  ;  il  csl  ùvidenl  que  m  passe 
par  tous  les  êlats  de  grandeurs  ,  el  la  courbe  par  loules  Us 
formes  possibles  ;  el  lorsque  m  <lcvient  infini  positif  ou  néga- 
Ur,  rh;perbolc  limite  est  une  droite,  ainsi  que  l'ellipse  li- 
mite. ËneiTcl,  les  eslréniités d'une  droite  peuvent  i^lre  con- 
sidérées comme  des  foyers ,  et  tous  les  points  situés  sur  la 
droite  entre  CCS  extrémités  appartiennent  à  une  ellipse,  el 
ceus  qui  sont  sur  les  prolongements,  aune  hyperbole  ;  cette 
dernière  courbe  est  encore  reprôseoléc  pjr  une  droite  élevée 
perpendiculairement  snr  le  milieu  d'une  autre.  La  discussion 
qu'on  rencontre  dans  les  auteurs  ne  Aonnn  pas  les  cas  où  ces 
deux  courbes  se  réduisent  à  une  droite  unique,  parce  qu'on 
omet  de  parler  des  valeurs  infinies  de  m . 

I^placc  trouve  les  lois  du  mouvemciilrectiligue  d'un  point, 
attiré  vers  nu  centre  fi\e,  en  raison  inverse  des  carrés  des 
dislances,  en  considérant  la  droite,  comme  une  ellipse  inG- 
ment  aplatie.  {Méc  cél,  t.  I ,  p.  197.) 


'  1  "  1  " 

p            H             P            Ë 

'      '^  1  =      ■ 

n           H           I 

Ce  tableau  à  double  entrée  contient  lous  les  cas  possibles  ; 
les  letlres/»,tl,«signifîcnl  positif,  zéro,  négatif.  H,P,Esonl 
les  lettres  initiales  des  noms  des  trois  coniques  i  I  veut  dire 
imaginaire. 


-tÛ- 

VI.  Équation  générale  rapportée  aucenire. 
Remplaçant  dans  l'équation  (l),   x  etj-  par  r-f-^,  et 

V-] ,  et  faisant  atlentionaux  identilcs9™o,(0'<'«  ei  iin>«, 

on  obtient  de  suite,  pour  l'équation  au.cenlre  -. 

ScBOLiE.  Soit  C  positif  et  m  négatif;  la  courbe  est  une  el- 
lipse et  restera  toujours  telle  ,  lorsque  C  augmentera  indé- 


4AC 


;  et  l'équation  te  ré- 


Gniment;  pour  C=£>c^-devienl- 

duit  à  x'=0  ;  l'ellipse  devient  une  droite  ;  ilen  est  de  même 
pour  l'hyperbole  en  supposant  (1  négatif. 

VII.  Systèmes  de  diamètres  ronjuguès  aux  aa-es  coordonnés; 
angles  de  ces  systèmes  et  valeum  des  demi-diamètres. 
L'équation  générale  étant  rapportée  au  centre  (2),  on  a  , 
par  la  résolution  del'éqoation  2Cjr+B>-^0;^  =  —  ;  sys- 
tème de  diamètres  conjugués,  dont  le  second  est  parallèle  à 
l'axe  des  j:. 

Carre  du  sinus  de  l'angle  de  ces  diamètres-s  „-^=^^in'f 

Carré  du  -;  diamètre  paralléleà  l'axe  j-= — y^  . 
Carré  du  j  diamèlre  conjugué  =  =— ,[nj+4CN]. 

Changeant  A  en  C ,  et  vice-veraâ,  on  obtient  les  expressions 
analogues ,  relatives  au  diamètre  conjugué  à  l'axe  des^. 

ScHOLiE.  Ce  système  de  diamètres  conjugnés  étant  ainsi 
connu  déposition  et  de  grandeur,  on  peut  construire  la  courbe. 


A 
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VIII.  Équation  aux  valeurs  des  diamètres  principaux. 
Les  carrés  des  demi-ases  principaux  sont  donc  les  racines 
de  l'équation 

m's"— iwLNa— 4L'sin'v=0.  ;3)  (v.p.386) 
Celte  équaliun  esl  une  cunsêquencc  immédiate  des  valeurs 
trouvées  (Vil),  et  des  propriétés  c<mnues  des  dianièlres  con- 
jugués (p.  245). 

Résolvant  l'équation ,  il  vient 
2Lr, 


'  =  ^P 


:|/N'+/«8in'v 


Or,  d'après  l'identité  12"",  la  quanlilG  sous  le  radical  est  la 
somme  dcsdeus  carrés,  donc  les  dcui  valeurs  de  z  sont 
toujours  réelles  et  toutes  les  deux  positives,  lorsque  m  est 
n^atif  (ellipse);  et  l'une  positive  et  l'aulre  négative,  lorsque 
m  est  positif  (hyperbole). 

L'équation  foodamenlale  (3),  si  facile  à  trouver,  manquera 
ce  que  je  sache,  dans  les  éléments.  On;  parvient  directement 
par  la  théorie  des  maxima ,  appliquée  aux  diamètres. 

CoaoLL.  1 .  Deux  coniques ,  douées  de  centre ,  données  par 
leurséqualionsgènéralcs,  sont  égales  lorsqu'on  aies  deux 
relations 

LNw'  =  L'NmS         L'«('3sinV  =  L''m'sin'7'. 
Les  lettres  accentuées  sont  relatives  à  la  seconde  courbe. 

ConoLL.  2.  Eliminant  '"  et  m',  il  vient 
N^L'siii'-/  =N"Lsin'y 
relation  qui  convitutcl  suffit  à  la  parabole  ^  cette  relation  uni- 
que suffît  aussi  aux  autres  coniques  lorsque  m^m'. 

CoBOLL.  3.  Piior  que  la  conique  devienne  un  cercle ,  il  faut 
que  les  deux  racines  de  l'équation  (3)  deviennent  égales  ;  le 
radical  dans  ia  valeur  de  £  dut  s'anéantir,  cl  ayant 
rideiitilêia'"'',  ona  A^Cel  I(  =  2Acosv. 


J 


ilcsi  le  1 

i 


-UT- 

CoBoix  4.  Pjurquo  la  conique  devienne  une  hyperbole 

équilat6re ,  la  partie  ralionnoUc  de  s  doit  s'évanouir,  l'on  a 

donc  N^=0.  condilion  unique. 

'«'  N" 

CoHOi.i..  5.  Eliminaot  Lel  L  onoblicnl — r-r  =  — — — r- 
riiSIlt/  rrism'7 

IX.  Équation  aux  paramètres  de»  deux  diamètres  principaux. 

=' et  b"  étant  les  racines  de  l'équalion  (3)  ;   -^ei  —  .   sont 

deux  racines  de  l'équation  suivante  en  u,  dont  le  calcul  n'of- 
fre aucune  difficulté,  car  le  dernier  terme  est  s' s",  et  le  coeifi- 


/«'sin'/u— 4LN[3»Hsiu'7— 4N"]u— tL'sin'7=0.  {*) 
Les  deux  racines  de  cette  équation  sont  les  carrés  des  demi- 
pa ramé  1res  des  axesprincipaux;  lorsque  rn=o,  un  de  ces  pa- 
ramétres devient  inrini  et  l'autre  a  ta  valeur  finie  w=  — :-;—■, 

4N' 

on  voit  donc  que  la  relation  du  coroll.  2  exprime  que  les  deux 
paramètres  sont  égaux. 

Observation.  Les  i-quations  (3)  et  (4),  calculées  pour  tes 
diamètres  principaux,  s'adaptent  à  des  diamètres  conjug:nés 
quelconques.  Il  suffit  de  diviser  le  dernier  terme  par  le  carré 
du  sinus  des  diamètres  conjugués  que  l'on  considère;  les  ra- 
cines de  l'équation  (3)  expriment  alors  les  carrés  des  demi- 
diamètres  conj  ugués  qui  répondent  à  cet  angio  ;  et  l'équation 
(4)  fait  connaître  les  paramètres  de  ce  système.  Ce  sont  des 
conséquences  immédiates  des  raisonnements  empluyés  pour 
parvenir  à  ccséqualious;ils'rnsuilquedansla  parabole,  tout 
système  d'axes  conjugués  a  deux  paramètres,  l'un  de  gran- 
deur finie  et  l'antre  infini  :  proposition  qu'on  ne  démontre 
ordinairement  que  pour  les  diamètres  principaux. 


\.  Equation  aux  rapports  itfs  diaméires princîpau.r. 
Calculanl  l'équalion  qui  a  pour  racines  ^„  ei  ^,  on  Lrouvc 

I-KISIQ  7         -I  i;  z's" 

ConoLL.  I.  Il  golTit  donc  ,  pour  que  deux  cuniques  soient 

H>  N'' 

semblables  que  l'on  ait  — .  .  =  — — ^,  ,  ;  mais  celle  rclalion 

msin  Y      m  sin  7 

LN     L'H' 
juialc  à  celle-ci  ■-,= — ^  ,  clablit  l'éftalitédes  dcus  coni- 
ques. 

CoROLL.  i.   De  quelque  manière  qu'on  change  le  syslème 
de  wordoDnécsreclili^cs  d'une  conique  douée  de  centre,  les 
LN  N' 


i.  ^   ,  qui  convicnl  aussi  à  la  parabole. 

CoHOU..  3.  Lorsque  m=0.  on  a  i'=  0  et  f  =  a=,  ainsi  que 
cela  do  l  élre  daniî  la  parabo1(i. 

XI.  Équation  apparlennni    à  uti   système  de  diaméires 
conjugués. 

Soil  l'équation  (^)  de  la  courbe  rapporlte  au  renlre;  cl 
y^px,x=:qjr,  le  système  de  deux  diamètres  conjugues, 
un  a  la  relation 

2Apq  +  Blp-\-y]-i-2C  =  Û-  (5) 

Ou  parvient  à  cède  relation  ,  en  cbcrctinnl  le  lieu  géométri- 
que di's  milieux  des  cordes  menées  parallèlement  à  l'un 
quelconque  des  diamètres  ;  le  système  des  deux  diamètres  est 
reprosenlê  par  l'équation  {j- — pa^]  {j- — çj:)=0  ;  éliminant  ^, 
il  vient 

y{2,\p-i-i\:  +  u-j[C~Ap'i-py{-2c+iip)=o,    («) 


L 
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Observution.  La  relation  (5)€onvienl  aussi  à  la  parabole  / 
comme  il  est  facile  de  s'cd  assurer  en  chcrclianl  le  lieu  géo-^ 
métrique  des  milieund'un  système  de  cordes  parallèles. 

Apollonius  déSnil  le  diamètre,  uuc  droite  qui  divise  en 
parties  égales  uu  système  de  cordes  parallèles  [itcf.  tUJ.  Cette 
déHiiition  est  plutôt  l'objet  d'un  théorème.  Apollonius  lui- 
même  démontre  ue  théorème ,  à  diverses  reprises.  Le  milieu 
d'une  corde  est  le  point  de  moyenne  distance  de  ses  points 
d'intersection  avec  la  courbe;  sous  ce  point  de  vue  ,  le  théo- 
rème est  général  et  s'appliqueâ  une  courbe  algébrique  quel- 
conque ;  il  est  dû  à  Newton.  Le  moyen  de  démonstration  e«t 
le  même  que  pour  les  coniques. 

XII.  Équalion  appartenant  au  système  ff  axes  principaux. 
Pour  les  axes  principaux  ,  il  faut  joindre  à  la  relation  (5), 
la  suivante,  qui  exprime  que  l'angle  des  diamètres  est  droit  : 
l+/"7  +  (/'+V)eosy  =  0.  (7) 

Eliminant/)  et  7  entre  les  trois  équations  5,  6,  7,  il  vient 

j''[2Acosv— B]-|-2jr>'(A— C)-|-J.-"[B— !iCco97]  =  0  (8) 
équation  qui  donne  les  directions  des  axes  principaux ,  dans 
les  trois  coniques.  Résolvant  cette  équation  ,  on  trouve 
j-(2Acos7— B)4-j-(A— C)  =±x  ^''H'-fmsin'y. 
Remarque.  Une  conique  étant  donnée  par  son  équation , 
on  peut  donc  la  construire  de  suite  sans  résoudre  l'équalioo. 
On  détermine  les  coordonnées  du  centre  par  les  formules  IV; 
l'éqnatiou  [H]  donne  les  directions  des  axes;  l'équation  ['i), 
les  valeurs  des  aie^  principaux  ;  mais  il  reste  à  savoir  com- 
ment on  doit  porter  les  axes  principaux.  Nous  montrerons 
dans  l'article  suivant  comment  on  faildisparallre  cette  am- 
biguïté; de  même  comment  on  détermine  le  sommet  de  la  pa- 
rabole, nécessaire  poar  consiruiro  cette  courbe. 

(  1.(1  mile  prorhainemenl ,) 
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RECHERCHES 

Des  pritu-ipale»  priiprxâlés  des  diamélm  conjugué»  dann  les 

surfaces  du  second  degré; 

IMduil»  (tus  rclilioni  de  Lagrange.  (  Suile,  veytt  p.  3IT  ). 


1.  L'exproEsion  désirée  par  \  est,  comme  on  sait,  ledé- 
DumÎDateur  commun  aux  Irois  iaconaues  u,t;i  dL<s  Iroii 
équations  suivantes  du  premier  degré: 

.'«f=V+z'"(=r,  a) 

k\}/',h"  étant  des  cunslaDtes  arbitraires. 
Eu  égard  aux  relations  (I),  ces  équations  se  transforment  en 
celles-ci 

g"„_|_(3V+a"'f  =  AV"+AV"+A"'i"'=r'. 
résolYaot,  on  trouve  (XI)  et  (VII) 

Yt  =  i-y-\-i"0'+ra:".  o) 

Élevant  au  carré  chaque  membre  des  équations  (1], et  les 
ajoutant, il  vient 

remplaçant  u,t-,f  par  leurs  valeurs ,  tirées  des  équations  (3) , 

on  obtient  noe  équation  qui  doit  être  identique  relativement 

aux  couslantos  arbitraires  i*,*",*"',  ce  qui  fournit  sixrclationK       ^^J 

entre  tesquantitôs  lL,a,f',c,i,3<7.  ^"^^^1 

\  1 


2.  Considérons  le  c 

as  parliculier,  le  seul  doul  nous  aurons 

besoin ,  oit  l'ou  a 

delà, 

'.   ei   (3'=r=r=0i 

a'=  a"  =  a"'=a'% 

b  =  l,'  =li'-=0 ,     A'=  A"=A"'=  «'S 

B 

=  r=B"=Oi 

l'=a"{Xl);    U  =~,  ;  y=  — ;    /  =  —  ; 

donc  l'êquiition  {^)  donne 

comparant  les  termes  semblables ,  il  vienl 

relation  qu'on  jieul  déduiro  facilement  de  [XVI) 

x'x'+x"y'+x"'y"=j:'z'-i-x''z"+x"'z"=x's'+y':"+y"x;''=o-, 

nouvelle  relation  que  nous  dêsignous  par  (XX). 

Ce  procède  ingénieux,  qui  peut  s'étendre  à  un  nombre 
i|uelconque  d'cqualioDs  de  la  forme  (I),  a  élécmployc  par 
Lagrange  el  par  Poisson  [Corresp.  sur  l'École  poljl.,  lomel, 
p.237,  édil.  de  1808). 

3.  Soit  maintenant  9 V-f'-f-/'Vy-)-/»'ç'E"  ^p'y'r',  l'équa- 
tion d'un  ellipsoïde  rapportée  à  trois  diamètres  conjugués 
quelconques i  soient  p,  //',  r'  les  longueurs  de  irois  autres 
demi -diamètres  conjugués,  dont  les  exirémilés  ont  pour 
coordonnéi's  respectives  jt  ,y ^-i  -,  x",y',  z"  ;  x''\y",  z'"  -, 
substituant  les  valeurs  de  ces  coordonnées  dans  l'équation  de 
l'ellipsoido,  on  obtient  trois  équations  de  la  rorme(l),  mai» 
où  j?' est  remplacé  par  ira:';  y  par  pry-,  l'par/iy:';  x" 
par  yrj".  elc.  ï' =  a"  =i"'=/>'yV' ;  les  demi- diaraélres 
y,!?',/"' étant  conjugués,  aprùs  avoir  remplacé  j-',ar",jr'",etG, 
Ainsi  qu'il  a  été  dit,  l'on  a  &'=  S"  —  &"'=-0;  donc,  onolc 
cas  parliculier  du  paragraphe  précédent  i  ainsi  E'^/»?' 
£ "  =  71''''' j. ';  i"'=vp'q^x"jf",f:\i:.;  i^p'ij^r^  (\1  et  XV 
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■*.  Théorème  I .  Si  ou  projelle  un  syslèniv  de  trois  diamè-^ 
(res  conjugaês  sur  un  qualricmc  diamt-lrc  parallèlement  au 
plan  coDJ  ugué  à  ce  diamèlre ,  la  somme  des  carrés  des  pro- 
jections est  égaleau  carré  de  ce  quatrième  diamètre.  (Chastes, 
Aperçu  historique,  p.  Si\.  18^7.) 

Car  la  relation  x" -\- j:'" -\- x""  =  x' ,  trouvée  ci-dessus , 
donne,  après  avoir  remplacé  :t:^,j:",jr'",  par  les  valeurs  in- 
diquées, 

j:"+y-i-^^"'  =/)■  i  C.Q.F.D. 

5.  Théorème  11.  La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres 
coDJDguès  est  conslanle.  Supposons  les  axes  rectangulaires , 


^"■^'+^"=P',  ^"'+r'+i'"=9"'  x""-^r"--\-z"'=^':   , 
aioutaDt  ces  équalioas  membre  à  membre ,  et  ayant  égard  au 
tbéorème  précédent,  on  a 

P"-\-  -7"+  '■"  =  p'+3'+'^  < 
donc.  etc. 

6.  Théorème  III.  La  somme  des  carrés  des  projections  or- 
thogonales d'un  sysième  de  trois  diamètres  conjugués  sur 
une  droite  ûxc  quelconque  est  constante.  (  Chastes,  Aperçu 
hittorique ,  p.  82i.) 

Désignons  la  droite  lise  p.ir  j,  les  axes  étant  rectaognlai- 
res.  ona  les  formules  connues 

p'cos  {p',s)  =  a^cm  {s.p)-\-ytai{.s,q)  -\-  s'cosU,r)  ; 
car      —  =cos[/>',/'')i    —  =  cos,{ p',q)\    -,- —  COs(p',r); 

ou  cos  (/>',!)  désigne,  d'après  une  notation  adoptée,  le  (osinus 
de  l'angle  des  droites />'  et  s,  et  ainsi  des  autres.  Le  premier 
membre  est  la  valeur  de  la  projection  du  demi-diamèlrc  p' 
sur  la  droite  s.  On  a  den:c  équalions  semblables  pour  les  pro- 
jections de  q\r'  sur  la  même  droilc  s.  Elevant  chaque  mem- 
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bre  au  cArrê,  les  ajoutant ,  en  ayant  égard  à  la  relation  (XS 
il  vient 

p'^COS'{p',s)-i-^''COi'(q\s]'^r"cos'(r',s)  ^p'C06'(s,p]-^- 
+  ?'C0S'(s,y)+r'C08'(i,r), 
le  second  membre  est  une  quantité  œnslantc ,  donc,  etc. 

Ce  théorème  III  pcul  encore  s'énoncer  ainsi  :  la  somme  des 
carrés  des  distances  orthogonales  des  estrémilés  de  trois 
demi-diamèircs,  conjugués  â  un  plan  diamétral  fixe,  est 
constante. 

7.  Théorème  IV.La  somme  des  carrésdcs  distances  des  ex- 
trémités de  trois  diamètres  conjognés  à  un  diamètre  fixe,  est 
constante. 

Celte  somme  est  évidemment  égale  à  la  somme  des  carrés 
des  trois  demi  -  diamètres  conjugués  ,  quantité  constante, 
moins  la  somme  des  carrés  d«s  projections  de  ces  demi-dia- 
mèlrcssur  le  diamètre  fixe  ,  quantité  également  constante 
(tliéorèmclll);  donc  ce  théorème  peut  s'énoncer  ainsi  :  la 
somme  des  carrés  des  projections  de  troia  diamélres  conju- 
gués sur  un  plan  lise ,  est  constante. 

8.  T'ArforenwV.Étanldonnésdeux  ellipsoïdes  quelconques, 
la  somme  des  carrés  de  trois  diaméiresconjuguès  du  premier 
ellipsoïde,  divisés  respectivement  par  tes  carrés  des  diamè  ■ 
1res  qui  leur  sont  parallèles  dans  le  HGCond  ellipsoïde,  est  une 
quantité  constante.    (  aperçu   historique ,    pag    824.]   Soit 


-  =  l,  l'équation  d'un  ellipsoïde  rapportée 


aux  axes  principaux  ;  1 

AV4-A'y+A"&'+Bys4-B".r3-[-B  ".rr— I  =  0, 
l'équation  d'un  second  ellipsoïde,  concenliiqueau  premier 
//,9',''dcmi-diamélres  conjugués  dans  le  premier  ellipsoïde 
x',  y\z'  les  coordonnées  de  l'extrémilè  de  p  ;  j  ",y' ,:'',  etc. 
d,  e,   i\   parties  des  demi  -  diamètres  /.  q\  '',   inicrct'p- 


i 


téc3  par  le  second  ellipsoïde,   et  =,  cuordonnéc  Je  l'extré- 
mité de  d,  on  a  donc 

carie  diaraèlrc/''  a  pour  équations  ^=-^1,  x  =  — ï,  d'où 
ea  faisaDt  attention  à  la  relation  (W) ,  l'on  tire 

le  second  membre  est  constant ,  donc  etc. 

9,  Théorème  Yï.  La  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés 
de  (rois  diamètres  rectangulaires  d'un  ellipsoïde  est  con- 
itanle. 

It  suffit  de  supposer  que  le  premier  ellipsoïde  est  une 
spbère  ;  si  ie  second  ellipsoïde  est  une  spbère ,  on  retombe 
sur  le  théorème  II. 

10.  Les  équations  Vil  sont  sinailaircs  aux  équations  I  et 
lï ,  les  projections  des  arêtes  x'.  y,  3'  ;  x",  y\  a",  etc.,  sont 
remplacés  par  j',  £,",  l'",  projections  des  aires  des  faces  du 
parallélipipède  cooslruit  sur  leâ  trois  arêtes />',  </,  r*  ;  on  a 
donc  pour  ces  faces  des  théorèmes  analogues  à  ceux  qu'un 
vient  de  démontrer  pour  les  arêtes,  et,  sans  nouveau  calcul , 
un  conclut. 

Théorème  Vil.  Un  parallélipipède  étant  construit  sur 
trois  dcmi'^liamétrcs  conjugués  d'un  ellipsoïde,  si  l'ou  pro- 
jette ses  faces  sur  un  plan  fiw, ,  parallèlement  au  diamètre 
conjugué  à  ce  plan ,  la  somme  des  carrés  de  ces  projections 
est  constante  (correspond  au  théorème  1). 

Théorème  \\\\.  Va  somme  des  carrés  des  aires  de  ces  faces, 
est  constante  (correspond  au  théorème  II). 

Théorème  IX.  La  somme  des  carrés  des  projections  ortho- 
gonales de  ces  faces  sur  un  plan  lixe  est  constante  (Théo- 
rème II  Ij. 
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ri  Théorème  \.  Li>  volume  du  paralléjipipède  coDSIruit 
sjr  trois  diamcircs  conjugues  est  coDstant. 

Les  axes  élaot  rectangulaires  el  mellaDt  dans  l'cipression 
1,  qrx\pry\  pqz\  ctc. ,  pour  j:',  y ,  s',  etc.,  on  a  j"7"="'4- 
etc.=p^r;carX=/»'çV;  or  le  premier  membre  est  le  volume 
du  parallélipipède  el  le  second  membre  est  conslani,  donc- 

12.  Théorème  XI.  Etant  donnes  dans  l'ellipsoïde  deux 
systèmes  de  diamètres  conjugués,  si  l'on  construit  un  paral- 
lélipipède avec  trois  quelconques  de  ces  diamètres,  il  est 
équivalent  au  parallélipipède  construit  sur  les  trois  diamè- 
tres constants. 

Si  l'on  prend  trois  diamètres  appartenant  au  même  sys- 
tème, on  revient  au  théorème  précédent.  11  faut  doue  prendre 
deux  diamètres  dans  le  premier  système,  et  le  combiner  avec 
un  autre  du  second  système  ;  nous  conservuus  pour  le  pre- 
mier système,  la  m<?me  notation  qu'au  paragraphe  3 ,  et  nous 
prenons  les  mêmes  lettres  pour  le  second  système,  mais 
l'accent  étant  placé  en  bas.  On  a 

}_  _,  p'(^"a"'— '>'")  _  P'(j'.\"—=.y."')  ,x;lX) 

d'oii  J,'(ys"  — s'y") —  J^  (.?•,"-/"— O,'")  i  on  a  encore 
deux  équations  semblables  pour  x,"  et  x,'"  ;  réunissant  ces 
équations  en  une  seule,  le  premier  membre  exprime  le  vo- 
lume du  parallélipipède  contruit  sur  les  diamètres/),  q ,  p.; 
et  le  second .  le  volume  du  parallélipipède  construit  sur  p, , 
q„p.  C.Q.F.D. 

13.  Ces  théorèmes  convenablement  modiliés,  ont  iiea 
aussi  dans  leshyperboloides,  il  suffit  de  rendre  negatiric 
carré  d'un  des  diamètres  conjugués  dans  l'hyperbuloïd«  è 
une  nappe,  et  les  carrés  de  deux  de  ces  diamètres,  pour 
i'byperboloidc  à  deux  nappes. 

U.  Si,  à  l'aide  du  parallélipipède  fait  sur  tms  dia 
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conjugaés,  on  imagine  un  second  parallclipipê(li<  ayant  son 
sommet  au  contre,  cl  les  trois  angles  proporlionnellos  aii\ 
faces  du  premier  parallûlipipcdc ,  et  faisant  respectivement 
les  mâmes  angles  avec  les  axes,  ce  second  parallélipipêdc 
jouit  des  mâmes  propriétés  que  le  premier;  c'est  une  consé- 
quence de  la  similitude  des  équations  VIII  et  1  Les  angles 
diùdres  de  ce  second  parallélipipède  wmt  les  sapplémcnts  des 
angles  plans  du  premier,  et  i;tcecCT-g(l,  Pourobtenirco  second 
paratlélipipodc,  il  suffit  d'élever  par  le  centre  desdroites  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  races  du  premier  paralléli- 
pipède. Avec  les  quinze  quantités  \',  X".  X'".  V. 
on  peut  former  de  nouvelles  équations  semblables  au\ 
équations  I,  II,  III;onendcdairait  de  nouvelles  relations  rt 
de  nouveaux  parallélipipèdcs  et  ainsi  indéliniraent  ;  mais  les 
arêtes  des  parallcltpipèdes  n'ont  que  deux  directions  dilTù- 
renies.  {Bmcl.Jottrii-  de  l'Éc.  polyleckn.,  cah.  XVI,p,3l3). 
15,  Les  Ihéorèmes  II,  X  et  VIII,  ont  été  démontrés  pour  la 
première  fuis  par  M.  Livet  [/ouma/  de  l'École  polytech- 
nique, cahier  Xlll ,  p.  28t ,  1806)  ;  le  tbcorème  VII  est  dû 
à  M.  Binet,  qui  l'a  inséré  dans  un  Irés-bcau  mémoire,  riche 
en  résultats  analytiques  et  géométrique  {Journal  de  l'École 
polytechnique,  cahier  XVI,  p.  280,  1813).  Ces  théorèmes 
sont  fondamentaux.  Les  autres  sont  de  M.  Chasles,  qui  les 
a  établis  facilement  ainsi  que  les  quatre  précédents,  à  l'aide 
d'un  certain  mode  de  transformation  de  surface,  moyen  eu- 
ristique  que  le  célèbre  géomètre  désigne  sous  le  nom  de 
méthode  homographiqw ,  et  dont  nous  parlerons  â  une  autre 
occasion  ;  ces  propositions  sont  toutes  renfermées  dans  les 
relations  de  Lagrange  et  dans  les  propriétés  de  la  formule 
cramèrienue ,  formule  connue  aussi  suus  le  nom  de  résul- 
tante ,  qui  a  été  étudiée  par  les  analystes  les  plus  éminenis , 
dans  cet  ordre  des  temps:  V^andermonde,  Laplace,  Lagrange, 
Monge,  Binet,  Jacohi,  Cauchy.  Nous  lâcherons  de  donm 


É 
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Une  idée  ilo  ces  imporlanls  Iravaux  .  dans  l'artide  sur  l'élj- 
mination  ,'v.  Iâ5). 

t6.  Il  est  presque  inutile  de  rrmarquer  que  la  plupart  de 
CCS  (héor6m€s  existenl  aussi  pour  les  courbes  du  second 
degré  cl  qu'un  le^  obtient ,  eo  rendant  nulle  nne  des  trois 
coordonnées  ;  mais  nous  croyons  pour  compléter,  devoir 
consigner  ici  les  belles  relations  que  Mongca  énoncées,  sans 
démonstration,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  1784. 
(p.  85];  Encfae,  le  célèbre  astronome,  eo  a  donné  une  dé- 
monstration assez  longue  et  fondée  sur  la  trigonométrie 
sphérique  (Berlinisches  Jahrbuch .  1 8  32 ,  et  Correspondance 
mathématique,  tome  VII .  p.  273 ,  I832J.  Il  serait  à  désirer 
qu'on  pût  relrouver  les  consîdcraliong,  sans  doate  plus  aim- 
ples ,  employées  par  Monge. 

Dans  les  équations  I  (p.  388) ,  faisons 

posons  ensuite 

1+jr'— y— a"'=2N, 
f—.r'+y— a"'=op, 
i—x'—x"-\-z"'=iQ: 
on  aura 

x"=i/hp— Kmq. 

j^"  =  \/ÂQ-fl''1viP, 
'.■  =  V/WQ-  l/MP, 

2."  =-  \/pQ+  y  mi, 

./■=\/PQ  — Kmn. 
D'ailleurs,  la  vùrillcation  est  très-facile;  car  on  a 

x'  =  M  +  N  — I,y'=M  +  P— 1,  b'"=M+Q- 
ft  M+N+P+Q=2. 


1 
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1 7.  Voici  quelques  cunjectiires  sur  la  manière  donl  Monj^e 
cit  parvenu  à  ces  expressions;  od  a 

^"+^"+z"  =  X-'-\-  .l-"'  + J.-""=  1  .  (fl) 

d'où  l'on  lire  [y'-^-x")  [y' — j:'')=  (x'"+s')  {x" — z')  ;  pour 
satisfaire  à  cette  équation ,  posons,  selon  la  méthode  d'Eulcr. 

de  là  on  déduit 

mais  l'on  a  aussi 

^"'+^"'+«""=■="+^"■+2'"'=';  d'où   J""— î"=3"'— j""; 

et  en  opérant  comme  ci-dessns ,  on  aura 

2z  "  =/7r7  +  mn ,       2  v'"  =^pq — ma; 
subsliluanl  li;:<  valeurs  de^'  cl  s' dans  l'équation  {a),  on  aura 

Posons 

2x'+2  =  «.-  +  «-, 
-2x'-H2  =/>'+?■; 
il  Tient 

2x'  =  Hi'-l-H'  — 2       et       m'-l-n'+/)'  +  7'=  4. 
En  cherchant  à  satisfaire  au\  équations  x"'+y"-{-  z"  "  =  i , 
^"'4-y"+s""— I,  on  trouve  de  même  2y=n("-|-p' — 2. 
ax*"  =  m'+  î' —  2  ;  on  Toit  facilcDiont  que  ces  valeurs  de  x', 
y\  2*,  otc, ,  sont  cellcâ  do  Monge. 

(  La  suile  prorktiinemenl.) 


Al*!.    VX    lllIHFU. 


^ 


QUESTION  D'EXAMEN. 
PAR  n.  VACHXTTE. 

On  a  n  prismes  (le  mi^mc  hauteur  ctrconscritsà  un  lêtraèdre 
n'-gulier  dont  l'artHc  est  a,  el  superposes  :  on  demande 
de  trouver  leur  somme.  En  faisant  n  =  œ  ,  on  trouve  la 
mesure  du  Iclraèdre  (fi'j.  95  bis). 

Le  premier  prisme  a  pour  base  le  triangle équilnlêral  ABC, 

et  pour  hauteur  x  =  -  Ae  côté  de  ABC  est  a. 

Le  deuxième  a  pour  base  A'B'C,  et  la  même  hauteur  ;  le 
cAlé  de  A'B'C  est  «'  =  «—-*  . 


Le  I  roi  si  cm  e.  . 
Ainsi  do  suite. 


La  surface  de  ABC  esl-.i'l^S  ;   le    volume   du  premier 
prisme  sera  — —  ,    mais  ^  =  V  « =  \,''*^^'-  *>"c 


prisme 

S*  prisme,  iircmpla<'6  paru  - 


g  Vis 

i-2n 


,  'I  du  diï'.  par  (1^1), 

' ("-2), 


4» 


iln-l)      , 

-Va      (n- 
4(-i_3)  ■      , 


J 


la  somme 


^+":^' !-.■+('.-.■+ +^'+.i 


orlasommcdcsrarrés  des 'il'"  iiombrcsS.= ^i^: 

e 

donc  un  aura,  on  remplaçant  n  par(/i— 1),  laquaDlilécntre 
parenthèses  ègiic  a 


Quand  on  fait  /t  =  oc ,  on  a  le  volume  da  létraftdre 
^  =~*'^  .  en  effet  V  =ABC.    -  =  -^  V/s.   -^-^  = 


DÉMONSTRATION  DU  THEOREME  36  (p.  395). 

PAH  M.  A.  VACBETTX. 


La  langenle  MT  a  pour  équation 

donc  on  aura  OT=;  ~j  . 

La  normale  MM  a  pour  équation 


Donc      HT  =  OT— 0N=  — o— =^^ — -) ^^ 

_  MF  .MF 

~      MP     ■ 
Parabole  (fig.  i02\.  —  On  doit  avoir  NT  =  2MF. 

Ij  tan^^ciilc  MT  a  pour  f'qualion      ^y'  =  p{x  -\-x') , 
donc  AT=^  —  x'. 


C.Q.F.D. 


La  normale  MN  a  pour  ùquaLion     j'—y= —  '— 
P 
donc  AN  ^  /'+-c'. 

Or  NT=AN-AT,<:arATL'Slnéga(ir.Donc 

NT=/H-2j^'  =ii(—p  +  x'\=ÎNP. 

THÉORÈME  l>i:  GÉOMÉTRIK. 

PAS.  M.  I..  A.  I.E  OOIHTTE, 

PrortâiL'ur  de  maLhtiDali>|ui!a. 


(x-y); 


Si  on  divise  une  deroi-circonfcrcnce  ABCDEFGH  (^y.105), 
en  un  noBibrcimpairdeparlieségales,parexemplecn7,  cl  si 
B,G,D,E,F,G,  élant  ks  points  de  division ,  on  mène  les  (-«r- 
des  BG,  CF,  DE,  qui  sont  toutes  parallèles  au  diamètre  AU, 
puis  si  l'on  mène  les  deux  rayons  OD,  0£,  qui  aboutissent 
aux  extrémités  de  la  corde  DE,  qui  est,  parmi  toutes  les  cor- 
des qu'on  vifnt  de  mener,  celle  qui  est  la  plus  éloignée  du 
centre ,  je  dis  qu'on  aura 

DE-i-KL  +  MN  =  Il, 
en  représentant  Icrayon  OA  parR,  et  KL,MN  étant  les  par- 
ties des  cordes  CF,BG,  interceptées  entre  1rs  deux  rayons 
OD.OE. 


J 
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Demonsfrotion.  Soient  B',C,D',E' les  poinlssymélriqBes  des 
poÎDls  B,G,D,E  par  rapport  au  diamclrc  AH.  Alors,  le  rayon 
OD  prolODgé  passera  par  le  point  E',  et  de  mtiaic  les  deux 
points  E,ty  seront  sor  on  même  diamêlre.  Menons  les  deux 
cordes  DC',CD'qui  se  coupent  en  un  point  P,  el  joignons  le 
point  D  au  point  D',  et  le  point  G  au  point  C.  Les  deux  trian- 
gles DPD',  CPC'  sont  semblables  cl  de  plus  isocèles  :  donc  si 
du  point  P  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  DIX,  cette 
perpendiculaire  passant  par  le  point  milieu  de  Diy,  passera 
par  le  centre  du  cercle  ;  et  de  plus ,  comme  elle  divise  l'angle 
DPjy  en  dcnx  parties  égales ,  elle  sera  aussi  bissectrice  de 
l'angle  DOD',  puisque  CD'  est  parallèle  à  OU  et  DC  à  OE. 
Donc  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P  snr  DD'  n'est 
autre  que  )e  diamètre  AH  ;  donc  le  point  P  de  rencontre  des 
deux  cordes  CI)',  DG'  est  sur  AU.  De  même,  si  l'un  mène  les 
deux  cordes  BC,  CB',  leur  point  de  rencontre  Q  sera  siluésur 
AH.  Enfin  menons  la  corde  AB,  qui  est  parallèle  à  OE. 

Les  Iriangics  ODP,  PCQ,  QDA,  sont  tous  sembbbles  au 
triangle  UDE,  de  plus  le  triangle  ODP  est  égal  au  triangle 
ODE,  le  triangle  PCQ  est  égal  au  triangle  OLK ,  et  cnfln  le 
triangle  QBA  est  égal  au  triangle  ONM  ;  d'où 

DE=OP,        KL=PQ,  lViN=QA. 

D'oùenen  DE-fKL+MN  =  OA  =  R.  C.Q.F.D. 

On  voit  clairement  que  le  mode  de  démonstration  que 
nous  Tenons  d'employer  est  applicable  au  cas  où  la  demi- 
circonrèreoce  serait  partagée  en  un  nombre  impair  quel: 
conque ,  de  parties  égales. 

Corollaire.  On  a 

-MH  =  sin^.tanjr-.  , 


-  KL  =  sin2.^  'laoKy- 


n 


sin-+sin  2.^  +  &iii  3.  — =  2lang-  , 

en  Taisant  le  rayon  égal  à  l'uni  te. 

Commole  thêorcnic  ci-dessas  est  vrai ,  quand mCmcon  par- 
tagerait la  demi -circonférence  en  un  nombre  impair  quel- 
conque, 2h4-1,  de  parties  égales ,  il  en  rësultequ'nn  a  la  série 
connue  : 


2n+l 


+  ^"-2-5;; 


En  effet ,  elle  est  une  conséquence  de  celle  autre  série  qui  a 
été  donni'c  par  Eiiler  {fntroduclio  in  anatysin  infinitorum , 
tome  1",  page  21 8), 

8ino  +  sin(fl-|-t)-f-sin(«-|-2i)  +  sin(a+3i)-t- 


..-t-sin{n+rt/ij  = 


sin(a+^«ijsinî(/.+l)i. 


Si  ,  dans  celte  série ,  nous  Taisons  b=a,il  viendra 

sina-f-sin2n-(-sin3i3  +  sin4a+ +  sin  (n-\-ï)a 

sin^(n+2)sin^(n+)) 


par  conséquent  on  aura 

Sin<i-|-sin2fz-|-8in3a-4-Bin4a-|' +sinn 


À 


Or,  ousaitqu'unala Tormule 

sin;..  sin5  =  .co!(fi~ir)- 


»(/'+7). 


et ,  par  conscqueDl , 

■in(i-)-siD2a-|-sin  3i<4-iin4fl-t- -|-siQKa 


2  latiff  -  3siii  ' 

'^2  2 

d'où 

+  sinn- 


2n+l  ir       ' 

car,  cos- (a/i-)-l]  dcvicDt^al  à  C09^  ,  c'esl-à-diro  dcvicnl 


nul  quand  a  =  tandis  queiin  -  ne  devient  pas  ddI. 


CONDITION   DE  REALITE 

/)es  racines  de  l'équation  du  troisième  degré 

FAB  H    BOCHE, 

lii;  UonlpcMiL-r, 


Soit  x'+ax'-\-bx-^C=  0. 

Cette  équation  a   trois  racines,  dont  une  iiêccssairenicnt 
réelle.  Soit  a  cette  racine  supposée  connue.  En  divisant  le 
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premier  membre  de  l'équation  par  ^-  —  a,  onobliendraitaoe 
équation  du  second  degré,  qui  donnerait  les  deux  autres  ra- 
cines par  une  Tormule  de  la  forme  I 

et  suivant  la  valeur  de  R,  ces  racinesseront  réelles,  égales  ou 
imaginaires. 

Or,  si  l'on  désigne  par  Q  ^  0,  la  condition  pour  que  la 
proposée  ait  deux  racines  égales,  R  sera  nécessairement  égal 
àBQ,el 

x=A±\/ïîQ,  (I) 

B  étant  une  quantité  de  signe  constant.  Car  si  B  devenaitin- 
finî  pour  certaines  valeurs  des  coefficients,  la  proposée  aurait 
alors  des  racines  infinies ,  ce  qui  ne  peut  être  puisque  le  cocf- 
flcient  de  x^  est  l'unité.  B  ne  peut  pas  non  plus  passer  pour 
zéro,  car  si  cela  était,  13  entrerait  comme  facteur  dans  la 
condition  d'égalité  de  deux  racines.  Donc  B  a  toujours  le 
mémo  signe. 

Quant  à  la  condition  d'égatil  é  Q;=0,  elle  est  facile  à  calculer 
par  la  méthode  suivante.  Désignant  par  3  la  raiine  double 
le  théorème  sur  la  composition  des  équations  donne  : 

et  réiîmination  de  '  et  ^  entre  ces  trois  relations  conduit  à  la 
condition  cherchée  qui  est 

3(9c-ai)"+2fl(9c— <it)  (2^'— 66)  +  b  {1a'—6b]': 
Reste  à  déterminer  le  signe  de  B,  et  puisqu'il  est  toujours 
le  même,  il  i^uflit  de  prendre  un  cas  particulier,  par  cicemple 
celui  on  a  =  0  et  c  =  0  ;  on  trouve  alors  pour  les  racines 
jr  =  0  et  jr=d:  V/— i;  etcommealors  Q  =  3(îi- 
conclut  B= —  -—  ,  Il  est  donc  négatif.  Donc  pour  que  les  ra- 
eines(l)  soient  réelles,   il  faut  que  Q  soit  négatif.  Ainsi 


I 


lea  I 
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condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation  proposée  est 

3(9c-<ii)'+2a(9e— ai)(2a'— Gi')+i'(2a"— 6i)"<0. 

Prenons,  comme  vérification  ,  l'équation  jr'+^j-+9  =  0, 
CD  faisant  a=0,  b=p,  c=:^,  noos  trouvons  ta  condition 
connue  ip'-\-27q'<i0. 

Observation.  Dans  ane  équation  de  degré  nt,  il  faut  m — 1 
conditions  poarque  toutes  les  racines  soient  égales  [v-p.  90); 
et  d'après  le  théorème  de  Slunn ,  il  faut  généralement  autant 
de  conditions  pour  que  toales  les  racines  soient  réelles.    Tm. 


EXTRAITS  DE  JOURNAUX. 


COMPTES  RENDUS  DE  L'ACADÉUIE,   1842. 
Perturbation  d'Uranus. 

MM.  Delaunay  (Ch.)  et  Le  Verrier.  Polémique. 

Séance  du  7  mars ,  M.  Hanscn  de  Gotha ,  ajant  découvert 
dans  la  longitude  d'Uranus  deux  nouveaux  termes  dcl'ordre 
du  carré  do  la  force  perturbatrice,  M.  Delaunay  a  vériCè 
ces  termes  et  en  a  constaté  l'existence  ;  l'un  d'une  période  de 
1608  ans ,  et  l'aulre  de  88  ans  et  demi  ^  et  a  de  plus  signalé 
un  troisième  lermc  d'une  période  de  80  ans. 

14  mars.  M.  Delauna;  signale  deux  nouveaux  termes; 
mais,  cette  fois,  du  premier  ordre,  l'un  de  73"*,2  et  l'autre 
de  98,6 ,  rt  d'après  cela ,  croit  nécessaire  de  soumettre  à  une 
révision  complète  les  labiés  d'Uranus. 

28  mars.  M.  Le  Verrier  essaye  de  démontrer  que  de  deux 
nouveaux  termes  signalés  par  M.  Delaunay,  le  premier  est 
effectivement  nouveau ,  mais  n'existe  pas^  le  second  existe, 
mais  n'est  pas  nouveau ,  vu  qu'on  en  a  tenu  compte  dans  les 
calculs  de  la  Mécanique  céleste. 
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'  18  avril.  M.  Dolauna;  essaye  de  réfuter  les  raisonnemeuls 
de  M.  Le  Verrierct  soulienl  que  ses  deux  incgalilés  cjiifltTU, 
el  sont  nouvelles ,  vu  qu'elles  ne  sonl  pas  donnée  explicile- 
ment,  dans  la  Mécanique  céleste;  mais  ii  reconnaît  qu'elles  y 
sont  implicitement  et  qu'on  en  a  tenu  compte  dans  la  con- 
struction des  tables. 

3  mai  (p.  660).  M.  Le  Verrier  prend  acte  de  l'aveu  de  son 
adversaire,  relativement  à  la  méthode  de  calcul  de  la  Méca- 
nique céleste,  et  il  repousse  les  attaques  dirigées  contre  la 
construction  des  tables  d'L'ranus.  11  y  a  dcus  moyens  de 
calculer  la  longitude  d'une  planète;  le  premier,  en  partant 
du  mouvemeot  moyen  considéré  comme  uniforme,  on  a 
égard  aux  inégalités  elliptiques  de  la  planète ,  et  ensuite 
aux  perturbations  dues  à  l'action  des  autres  planètes;  ce 
moyen  n'est  pas  celui  qu'on  a  suivi  dans  la  construction  des 
tables ,  et  c'est  celui  dont  M.  Delaunay  s'est  servi  ;  le  second 
moyen  recommande  spécialement  par  Laplacc  pour  le  calcul 
d'Uranus,  prend  pour  point  dcdépart,  !e  mouvement  moyen, 
mouvement  perturbé  ;  c'est  celui  qu'on  a  suivi  dans  la  con- 
struction des  tables  d'Uranus,  et  dont  M.  Delaunay  ne  s'est 
pas  servi  ;  il  n'est  donc  pas  surprenant  qu'il  soit  parvenu  à 
des| résultats  diOërenls;  M.  Le  Verrier  fait  observer  encore 
que  la  longitude  perturbée  n'est  autre  chose  que  la  quantité 
angulaire  dont  la  planète  s'écarte  de  sa  position  elliptique  ;  ne 
pouvant  calculer  cet  écart  par  un  scol  terme,  on  le  décom- 
pose en  plusieurs  ;  que  cette  décomposition  est  un  problème 
indéterminé;  pourvu  que  la  somme  des  parties  représente 
l'écart,  le  reste  est  arbitraire;  chacunpeul  trouver  adlibitum 
d'autres  termes  composants ,  c'est  le  terme  résultant  qu'on 
juge.  Bire  donc  avec  M.  Delaunay  qu'un  tel  terme  composant 
existe ,  mais  que  les  astronomes  ne  s'en  servent  pas ,  ce  n'est 
rien  dire  ■.  iuh  judicr  lis  est. 
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1 1  avril,  Personne  ne  peut  miteux  connaître  le  but  qne  se 
propose  Archimède,  dans  cet  ouvrage,  qu'Archimède  lui 
même.  II  débute  ainsi  :  ■•  Plusieurs  pensent,  ô  roi  Gélon,  que 
le  nombre  des  grnivs  de  sable  osl  infini  :  non  pas  de  celui 
seulement  qu'un  trouve  aux  environs  de  Syracuse  cl  dans 
toale  la  Sicile,  mais  de  celui  qui  est  répandu  dans  toutes  les 
parties  de  la  lerre  habilée  et  non  habitée.  D'autres  bien  qu'ils 
ne  regardent  pas  ce  nombre  comme  infini,  pensent  qu'il 
n'existe  pas  de  grandeur,  qu'on  ne  peut  dire  le  nom  d'une 
grandeur  surpassant  la  mulliplictlc  de  ces  grains.  Par  là  il 
est  évident  que  les  personnes  de  cette  opinion  ,  si  elles  ima- 
ginaient un  las  de  ssble  capable  de  remplir  et  de  niveler 
toutes  les  profondeurs  de  la  mer ,  toutes  les  cavités  de  la 
terre,  jusqu'aux  sommets  des  plus  bautes  montagnes ,  sou- 
tiendraient encore  bien  plus ,  qu'il  est  impossible  d'assigner 
un  nombre  supérieur  aux  grains  d'un  Ici  las.  Mais  moi ,  je 
vais  essayer  de  faire  voir  le  contraire  par  des  démonsira lions 
irrécusables ,  an  moyen  desquelles  tu  pourras  reconnaître 
que  quelques-uns  des  nombres ,  dénommés  dans  mes  livres 
adressêsâ  Zeuxippc  ('j,  surpassent  non-seulement  le  nombre 
des  grains  de  sable  qui  puissent  remplir  toute  la  lerre ,  mais 
encorelamasse  de  sable,  égal  en  volume  à  toutl' univers  (").» 

Ce  mot  utii):ers  désigne  chez  Archimède  la  sphère  des  pla- 
nètes ,  celle  qui  a  pour  diamètre,  celui  de  l'orbile  solaire  , 
ou  du  zodiaque.  D'après  des  observations  qui  porlent  l'em- 
preinte de  son  génie ,  Archimède  conclut  que  le  diamcirc  de 
l'univers  est  moindre  que  dix  millions  de  Stades  (1 80000  my- 
riamctrcs),  et  d'après  des  mesures  comparées,  il  trouve 
qu'un  grain  de  pavot  a  un  diamètre  moindre  qu'un  --  de 
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doigt  {O^.OOOieS),  et  que  ce  même  graio  de  pavol,  équivaut^ 
âdix  mille  grains  (te  sable.  Maintenant,  il  a  tous  tes  cléments 
de  la  quesliOD.  11  s'agit  seulement  de  trouver  une  dénomina- 
tion courte  pour  exprimer  le  nombre  de  fois  qu'une  sphère 
ayant  pour  diamètre  486. 10~',  est  contenu  dans  une  sphère 
d'un  diamètre  égal  à  18.10^  mètres,  Ur  les  Grecs  comme 
(ous  les  peuples  anciens  se  servaient  d'une  numération  par- 
lée, décuple,  et  employaient  cinq  mots,  savoir:  unité,  di- 
zaine, centaine,  mille,  myriade;  ensuite  dix  myriades, 
cent  myriades,  mille  myriades,  et  myriades  de  myriades, 
et  ainsi  de  suite,  en  répétant  sans  cesse  les  mêmes  mots. 
Pour  éviter  ces  fastidieuses  répétitions,  Archiméde  a  recours 
k  un  expédient  qui,  moins  la  notation,  a  tous  les  avanlagcs 
de  nos  exposants.  Il  établit  une  pr<^rcssion  géométrique 
ayant  l'unité  pour  premier  terme  et  un  myriade  (10')  pour 
raison,  et  partage  cette  prt^ression  en  groupcsdehuit  termes, 
en  octades.  Ce  moyen  permet  déjà  d'exprimer  des  nombres 
trés-considérablcs  i  Arcbimède  n'en  reste  pas  là;  décent  mil- 
lions d'octades,  il  compose  une  première  période;  de  cent 
millions  de  ces  périodes ,  une  seconde  période  ;  de  sorte  que 
pour  exprimer  le  nombre  énorme  de  l'unité  suivie  de  huit 
cent  millions  de  zéros,  il  lui  suflit  de  dire  que  c'est  le  pre- 
mier termcou  l'unité  de  la  deuxième  période.  A  cette  occa- 
sion ,  il  fait  la  remarque,  devenue  si  célèbre,  que  dans  ant> 
tcHc  progression  ,  le  produit  des  termes  peut  s'obtenir  par 
l'addition,  premier  germe  de  la  llièurie  iDgarilhmique,  Enfin, 
apréadivcrses  évaluations,  il  conclut  que  le  nombre  degraios 
de  sable  que  peut  contenir  l'Univers,  est  moindre  que  le  hui- 
tième terme  de  la  haitièmc  octade ,  c'est-à-dire  moindre  que 
l'unité  suivie  de  soixante-trois  zéros  ou  que  10''^. 

»  Je  sais  bien ,  6  roi  Gélon  ,  dit-il  en  terminant ,  que  cela 
paraîtra  incroyable  au  vulgaire,  à  ceux  qui  sont  inexpéri- 
mentés dans  les  sciences  mallicmatiques;  mais  qac  cela  pa- 
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rattra  sufSsammcnl  croyable,  vu  lespreuveg,  k  ceax  qui  s'y 
sont  essayes  et  qui  ont  fait  des  rccberches  sur  les  distances 
lies  corps  célestes,  sur  la  grandeur  de  la  Terre,  du  Soleil 
de  la  Lune  et  de  l'Univers  entier  .  c'est  pour  cela  que  je  n'ai 
pas  jugé  iuconvenant  de  consacrer  à  cet  objet  quelques  mé- 
ditations • 

En  Taisant  nne  excellente  et  loniineusc  analyse  de  l'Âré- 
oaire,  M.  Cliasles  a  eu  pour  but  de  montrer,  que  cet  ou- 
vrage ne  pouvait  jeter  aucun  jour  sur  la  question  de  savoir 
si  les  anciens  faisaient  aussi  usage  dans  les  calculs  d'une  nu- 
mération ccri'fe,  décuple;  en  d'autres  termes,  les  anciens  se 
servaient-ils  d'un  caraclèrc  analt^ue  à  nuire  zéro,  en  rem- 
plissant les  fonctions?  toute  la  question  est  là.  CarM.Chaslcs 
a  parfaitement  établi  que  les  abaques  servaient  à  traiter  les 
unités  décuples,  comme  des  unité:*  compieics  -,  mais  l'exis- 
tence même  de  ces  abaques  semble  prouver  l'absence  du  zéro, 
et  quand  le  zéro  a  paru  avec  la  numération  indoue-arabe  , 
les  abaques  ont  disparu 

25  avril.  Rapport  sur  un  compas  propre  à  tracer  toutes 
aortes  d'ellipses,  par  M.  Puissant.  Les  inventeurs  de  compas, 
MM.  Hamann  et  Hempel  ont  pris  pour  base  de  leur  con- 
struction ce  Ibéoréme:  soient  OA,  OB,  le  demi-grand  axe  et 
le  demi-petit  axe  d'une  ellipse^  du  point  O  comme  centre, 
soient  décrites  successivement ,  avec  les  rayons  OA ,  OB  deux 
circonférences.  Menons  un  rayon  quelconque  ON  à  la  grande 
circonférence,  coupant  la  petite  au  point  M.  Sur  MN  comme 
diamètre  décrivant  une  circonférence,  elle  coupe  l'ellipse  eu 
un  point  P  tel  que  la  corde  MP  sera  parallèle  au  grand  axe, 
et  l'arc  MP  soulcndu  par  cette  corde  est  le  double  de  l'arc 
MB,  de  la  circonférence  inscrite.  Par  là,  on  comprend  fa- 
cilement ,  que  si  un  point  décrit  une  circonférence  et  qu'un 
second  point  tourne  autour  du  premier  et  dans  le  même  plan, 
avec  une  vitesse  angulaire  double  et  dirigée  dans  le  sens  op- 
posé,  ce  second  point  décrira  une  ellipse.  Par  exemple,  si  la 
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Terre  dccrivait  une  circonférence  autour  du  So)eil,  d'un 
mouvement  uniforme  d'occident  en  orient ,  en  360  jours  si- 
dérdus ,  et  si  la  Lune  décrivait  autour  de  la  Terre  une  cir- 
conférence dans  le  même  plan ,  d'un  mouvement  uniforme , 
d'urient  en  occident,  en  180  jours  sidéraux;  alors  la  Lune 
décrirait,  dans  l'espace  absolu,  une  ellipse. 

Le  compas  ellipsographe  se  compose  :  fd'uoe  n>nc  dentée, 
horizontale  Qse,  surmontée  à  son  centre  d'un  manche  ver- 
tical ;  2°  ce  manche  est  traversé  perpendiculairement  d'une 
verge  portant  à  son  extrémité  un  pignon  horizontal  mobile, 
dans  le  plan  de  la  n)ue  et  ayant  un  rayon  moitié  moindre ,  et 
ce  pignon  a  une  tige  horizontale,  dans  le  prolongement  de  la 
verge;  celte  tige  porte  verticalement  un  crayon  ou  un  tire- 
ligne  ;  3°  la  roue  et  le  pignon  engrènent  avec  une  crémail- 
lère horizontale,  posée  dans  les  gorges  de  deux  roulettes  à 
ressort,  qui  tiennent  toujours  lacrémaillcrealiplicluéecontre 
la  roue  et  le  pignon.  Faisant  tourner  le  manche  autour  de 
son  axe,  il  communique  un  mouvement  de  rotation  à  la  roue 
Oxe,  de  rotation  et  de  translation  à  la  crémaillère;  le  centre 
du  pignon  aura  même  vitesse  angulaire  que  la  roue  fixe  cl 
les  points  de  sa  circonférence  auront  une  vitesse  angulaire 
double  en  sens  opposé;  ainsi,  en  vertu  de  ce  double  mouve- 
ment, le  crayon  tracera  une  ellipse  dont  les  dimensions  dé- 
pendent des  distances  du  crayon  aux  centres  du  pignon  et  de 
la  roue,  distances  que  l'iustrumcnt  permet  de  faire  varier. 

On  a  omis  de  mentionner  une  donnée  décisive,  le  prix  de 
l'instrument  [*). 

3  mai  (p.  G34].  J.  Binet.  Note  sur  l'usage  du  calcul  des 
variations  pour  l'intégration  des  équations  il  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre,  renfermant  un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes. 

Le  mémoire  du  profond  géomètre  a  pour  but  de  simplifier. 
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à  l'aide  dt'  la  niëUiodu  des  variartons .  les  ri^sullals  obtenus 
par  l'illuslrc  M.  Jacobi.  Un  cas  particulier  avait  déjà  été 
traité  par  M.  Binet  dans  le  Journal  de  l'École  Polytechnique 
(t.  XVIII  La  TD<!mc  analyse  est  généralisée,  dans  cette  note, 
qoi  sera  développée  dans  on  mémoire  spécial. 

3  mai  (p.  634).  filaDchct(P.-H.)- Sur  les  ondes  successives. 
Note. 


THEOREMES  ET  PROBLEMES. 


42.  Lieu  des  tayen  des  paraboles  qui  ont  une  tangente  com- 
mune et  une  cordo  commune ,  parallèle  à  cette  tfingentc. 

43.  Lieu  du  sommet  d'un  ang^le  droit ,  dont  les  côtés  sont 
normaux  à  une  ellipse  donnée. 

44.  Par  le  loyer  d'une  parabole,  on  mène  un  rayon  vecteur 
quelconque  et  une  perpendiculaire  à  ce  rayon  ;  puis ,  sur  ces 
deux  droites  comme  cdiés,  et  avec  la  normale  au  point  pris 
.sur  la  parabole,  comme  diagonale,  on  construit  un  rectangle. 
Quel  est  le  lit'u  du  sommet  opposé  au  foyer? 

45.  Trouver  le  lieu  des  intersections  successives  de  toutes 
les  ellipses  ayant  un  diamètre  donne  de  grandeur  et  de  posi- 
tion ,  et  son  conjugué ,  donné  de  grandeur  seulement. 

46.  Tkéorémc.  Do  toutes  les  pyramides  ayant  mdmcanglc 
polyèdre  au  sommet,  et  mémo  hauteur,  la  plus  petite  en  vo- 
lume a  pour  centre  de  gravit<^  de  sa  base,  le  pied  de  sa 
hauteur.  (Catalan.} 

47.  Par  un  point  0,  donné  dans  un  angle  droit  UAG ,  on 
mène  une  droite  quelconque  NP,  terminée  au\  côtés  de 
l'angle.  On  construit  sur  NP  un  triangle  MNP  semblable  à 
un  triangle  donné.  Quel  est  le  lieu  du  sommet  M  ? 
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48.  Théorème.  Deax  nombres  entiers  consécutifs,  autres 
que  8 et  9,  ne  peuvent  élrc  despuissancesexactcs.  (GatalaD.) 

49.  Combien  l'équation  transcendante  2(1 — cos,r)=jrsinx', 
admet-elle  de  racines  réelles  positives  ? 

50.  Une  corde  étant  inscrite  dans  une  parabole,  le  pro- 
duit des  distances  des  extrénaités  de  c^tte  corde,  à  un  dia- 
mètre quelconque  est  égal  à  la  partie  de  ce  diamètre  ioter- 
cepléc  entre  la  courbe  et  la  corde,  multipliée  par  le  para- 
mètre de  l'axe  principal. 

51.  Soit  un  carré  divisé  par  des  lignes  horizontales  et 
verticales  en  n'  petits  carrés  ,  ayant  chacun  2  unités  de  lon- 
gueur pour  cdié.  Prenons  deux  cdtés  adjacents  du  grand 
carré  pour  axes  coordonnés.  Les  coordonnées  du  centre  d'un 
petit  carré  s-ont  exprimées  par  des  nombres  entiers  impairs; 
et  les  coordonnées  des  sommets  par  des  nombres  pairs, 
désignons  par  {h ,  c)  le  centre  d'un  petit  carré  ayant  A  pour 
abscisse  horizontale  et  ^  pour  ordonnée  verticale  ;  faisant 
passer  une  droite  par  (A,  c)  et  (A',  i^),  quels  sont  les  carrés 
que  cette  droite  traversera,  et  quels  sont  les  centres  et  les 
sommetsdes  carrés  situés  sur  cettedroite?  Etant  données  les 
équations  de  deux  droites  passant  chacune  par  deux  centres, 
quelles  relations  doivent  exister  entre  les  coordonnées  des 
quatre  centres  ;  l"  pour  quo  les  deux  droites  soient  paral- 
lèles; 2°  pour  qu'elles  se  coupent  à  angles  droits^  3"  pour  que 
le  point  d'intersection  soit  le  centre  d'un  cinquième  carré? 
(Analyse  indéterminée). 

53.  a,  b,c  étant  les  trois  cOlés  d'un  triangle  spbériqne  J 
et  e  l'excès  sphérique ,  l'on  a  ^ 

1-1-2  rcos2a+cos2ô4-cos2c-|-cos'-«cos'-fccoB'-cc08'-eJ 

=Cog(a-|-i-|-c)-H»s(a-|-  i~c)+eos(fl4-c—  i)-i-cos(t-(-c — a) , 
53.  Théorème.  Soit  un  faisceau  de  n  droites  convergentes 
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au  poÎDt  0,  el  1—  1  poinls  X, ,  X,,  X,,...  Xn-i ,  en  ligne 
droite ,  le  tout  dans  un  mfmc  plan  ;  prenez  sar  OA„  la  pre- 
mière du  faisceau,  arbitrairement  lespotots  A, ,  13, ,  C,,ctc., 
en  nombre  quelconque  ;  du  point  X,  comme  centre,  projetez 
ces  points  sur  la  seconde  droite  du  faisceau  en  A,,  B,,  C„elc.i 
du  point  X,  comme  centre,  prujetrz  ces  dernières  sur  la  troi- 
sième ligne  du  faisceau  en  A,,  B,,  C,,  etc.;  du  point  X, 
commecentre,  projetez  ces  dernières  sur  la  quatrième  li^ne , 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  tous  les  points  X,,  X„...X»_, 
aient  élè  employés.  Soient  As,  B>.,Cn,  etc.,  les  dernières 
projeclioQS  obtenues  du  point  Xn_i  comme  centre  j  les  droites 
A,An,  Bj'n,  C,Cm,  etc.,  concourent  en  un  même  point  situé 
sur  la  droite  X,Xb-i  {fig.  103). 

Sin  =  3  ctX,  restant  fixe,  on  supposeque  X, décrive  une 
conique ,  quel  iicra  le  Lien  décrit  par  le  point  de  concours 
des  droites  A,A,,  B,B„  C,C,,  etc.  ?  (Fjnck). 

54.  Trouver  une  surface  algébrique  sur  laquelle  on  ne 
puisse  tracer  qu'une  seulu  el  unique  circonférence. 

55.  L'exposant  du  binôme  de  Newton  étant  de  la  forme 
a' — 1,  oùeest  un  nombre  premier  el/j  un  nombre  entier  po- 
sitif quelconque,  aucun  cocfTicient  dubiiiAme  n'est  divisible 
par  a;  si  l'exposant  est  a',  tous  les  cocfBcienIs  (les  deux 
extrêmes  exceptés) ,  sont  divisibles  par  a. 

56.  Théorème.  Étant  donné  un  sjstème  de  lignes  droites , 
situées  dans  l'espace  d'une  manière  quelconque,  on  peut 
mener  une  infinité  de  plans  dont  chacun  coupe  tontes  les 
droites. 

57.  Etant  données  sur  un  plan,  les  projections  cylindriques 
on  coniques  ABC ,  A'B'C,  des  intersections  d'un  cône  quel- 
conque par  deux  plans,  et  la  projection  0  du  sommet  du 
cône ,  menez  un  rayon  vecteur  quelconque  UBB',  et  les  tan- 
gentes en  B,  B';  ce  rayon  tourn^int  autour  de  0,  quel  sera  le 
lieu  du  point  X,  intersection  des  tangentes  i/ig.  101}?  (  Ftmli.) 

Arn.  di  UathIM.  I.  33 


FORMULE  GENERALE 

Pour  la  conversion  des  fractiotis  périodiques  simples  ou  mixtes   ' 
en  fractions  ordinaires  ou  à  deux  tennes. 

P&B  H.  TXUIKBI.OT, 

RépetiUur  au  Collège  àe  Henri  IV. 


Soit  dans  un  système  de  numération  dont  la  base  os[  B,  une 
suite  de  cbifTres  abc. .  .g  en  nombre  h,  après  lesquels  d'autres 
cbittrespqrs...!',  en  nombre  h\  se  reproduisent  indéGnimenI 
dans  un  ordre  constant. 

On  sait  qu'une  telle  suite,  jippeléc  Tractioa  périodique, 
est  le  résultat  de  la  division  d'un  nombre  n  multiplié  par  une 
certaine  puissance  de  B,  par  un  nombre  »i  qui  a  des  lacleura 
pruniers  à  la  fois  avec  n  et  avec  B.  Ou  propose  de  retrouver 
la  fraction  à  deux  termes  —.qui  a  fourni  la  suite  périodique, 

oa  autrement  de  convertir  la  fraction  périodique  en  fraclioii 
ordinaire. 

On  distingue  généralement  deux  espèces  de  fractfoiu  pé- 
riodiques ,  les  nnes  appelées  simples ,  dans  lesquelles  la  vir- 
gule, indiquant  le  rang  de  l'unité  principale,  est  immédia- 
tement Â  la  gauche  du  premier  chiffre  périodique  />,  les  au- 
trcsappeléesmkrfe.f  dans  lesquelles  il  y  a  entre  la  virgule  et 
le  chiffre/),  unnombre/tde  chiffres  non  périodiques. 

Je  me  propose  de  donner  une  formule  générale  convenant 
également  au\  deux  cas. 

Pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai ,  comme  (m  le  fait 
loujoors,  qu'il  n'y  ail  pas  départie  entière.  Soit  donc  la 

suite 

0,  abc...gpqrS:.vpijn...\'pqrs,„f...,  etc. 


J 
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Qael  que  toit  le  rang  du  chilTrc  auquel  on  s'arrête  (tans 
quotient,  on  a  toujours  un  reste ,  dont  il  est  facile  il'  ivol 
une  cKpression.  Supposons  qu'on  s'arrête  après  un  imuihro 
aie  périodescomplètes(condition(iui  n'est  pas  indispensable), 
le  reste  sera  égal  à  celui  qui ,  divisé  par  m  ,  a  donné  te  pre- 
mier chiffre/)  de  la  première  période.  Or  le  nombre  deschii 
frcs  non  périodiques  étant  h  et  ces  c!iiffres  étant  abc. ..g,  m 
reste  est  évidemment  nxB*  — m'x.abc....g;  par  conséque:it 
après  un  nombre  complet  de  périodes ,  on  doit  toujours  ajou- 
ter au  quotient  un  terme  complém  n  taire  de  la  forme  Trac- 

.     nxU*  — mxaic.ff  .  i.      ,        . 

Uonnaire     — — i  et  cummi:  le  m'inbre  de»  pé- 
riodes esta, celui  deschiflres  périodiques  étant  h,  lo  nombre 
total  des  chiffres  est  A-|-ïA'  ;  l'ordre  d'unité  du  terme  com- 
plémentaire est  donc           ^  - 
Par  conséquent  on  a  l'égalité 

-  =0,  abc....^pqr,...vpqrs...vp  ..^ ^  ^  g^^.^. 

Multipliant  tout  par  mxB*+"*' 

nxB*+"*  =mXai'c...g-/"f/-.'...i'/)...+  «xB*  — mXfli'C,..^ 
Retranchons  de  part  et  d'autre  nx  B^ 

n.>i(^^'><—^')=m-)f.abc...gpqrs...vpqrs,..vp...—abc...g. 
Divisons  les  deux  membres  par  m  et  par  B*+«*' — B* 
n       abc...gpqrs...vpqrs...\-p... — abc.  .g 
m"  B*^^-'»'— II*  • 

lâ  partie  non  périodique  abc.g  Aya^ni  à  sa  droite  un  nom- 
bre lA'  de  chiffres,  do  même  la  première  période  étant  suivie 
de  (ï — 1)A'  chiffres,  la  seconde  de  («— -Jj/t'  chillres..  .etc..,., 
le  noméraleur  peut  s'écrire 
abc.  ..gx  Tt'l^+pqrs. .  .vx  (Bt'-'i*'+B(='-»*+. .  .+1  )  —abc... g. 


abc...gX(R'^—i)-hP9' 


el  le  dénominateur  peotse  mettre  sous  la  forme  B*(B''^ — 1). 

Noos  pouvons  alors  diviser  le  tout  par  B"*' — 1,  et  malli- 
plier  el  diviser  la  partie  non  périodique  par  B'^' — 1,  nous  au- 
rons alors 

K  abc.g-iV^ — l)+p(jrs..,f  abcg...pqrs...v — abc. ..g 
m~  B*(B*'  — 1)  ~  b'*(B*  — 1)  ■ 

N-jta.  Celle  formule  est  iDdépendante  de  a,  parcouséqu^t 

la  valeur—  est  indépendante  du  nombre  de  périodes.  Tra- 
duite en  langage  ordinaire,  elle  donne  la  règle  connue  pour 
les  fractions  périodiques  mixtes. 

Si  l'on  a  une  fraction  périodique  simple,]»  partie  abc. ..g 
n'existe  pas  el  il  faut  faire  /i=0,  d'oii  B*=:  1 ,  et  l'on  a 

«   _  P1'''>  ■■•" 
m  B*— 1   ' 

qui  donne  encore  la  rgic  connue. 

On  peut  même ,  si  l'on  rcnt ,  se  servir  de  cette  formule 
pour  une  fraction  finie  ;  car  on  peut  supposer  que  ta  frac- 
tion est  suivie  d'un  nombre  indéfini  de  0,  auquel  cas  la 
partie  périodique  se  compose  d'un  seul  chifTre  qui  se  répète , 
et  ce  chiffre  eslO.  En  appliquant  la  formule  on  tombe  sur  une 
fraction  qui  simplifiée  (et  elle  peut  toujours  se  simplifier) 
donne  la  même  fraction  que  la  règle  ordinaire. 


Rectification  {p.  480). — Aire  de  l'ellipsoïde  aplati 
as/séc.  a-j-co[.ilog.lang.45'-f--a  Y 
Pour  l'elllipsoïdc  terrestre,  on  a  à  peu  prés 

a=5°H-'40";  aplatissement  =;  — -. 
(  foir  Legendrc,  F.  eltipt.,  t.  I ,  p.  357.) 
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lignée  qui  repréêtnlenl  let  /'an»j,  »  un  eoIufiM  Eanilanl,par  H.Bonlroui.     S6i 

Propositions  sur  le  Ihtotème  de  Vafignon  ,  |iar  H.  Terquem.  ........     38e 

VU.  Algèbre  ■apèriaure. 

rîole  eur  les  dilTérenles  manlèrea  d'eiprimer  lu'ane  iquallon  admet  un 

nombre  de  rscinea  égales  entre  elles,  parM.  GËrono sa 

Note  sur  l'éqna lion  aui  carréa  desdilTérences  ,  par  M.  Desmaresl les 

Considéra  liane  sur  la  rètolatïan  a]|;ébrique  da  l'â^guBllon  du  elnqui6me 

degré,  pot  M.  Hermite  ;  par  B.  Terqoem »a 

CoDildèralion*  sur  la  rftsotulian  «Igébrique   du  cinquième  d^é ,    par 

M.  Hermile ■ ,  ,    )ib 

N'oie  sur  [a  dliislon  algébrique  et  iian*c«u  ibéoréme  d'anilise,  parti.  A. 

Le  Coinle tm 

Conditions  de  réalilè  dee  raoinei  de  l'AquatJon  du  troleième  degré,  par 

H.  Roeha  de  Montpellier ail 

Vin.  IMomètiia  analylûjiie  A  denx  dimeoiioiu, 
Uémoire  >nr   les  courbes  du  second   ordre,  à  branches  inHnies,  par 

M.  Page ïi ,  (l ,  023 

Elirait  d'une  lettre  de  U.Perraj  sur  la  parabole 9J 

Théorie  des  (oyers,  pw  M.  Regoet. ISI 

Lettre  de  H.  Catalan  i  M.  Terquem  sur  la  parabole Itf 

RecAercbes des  propriétés  des  dlamétrei  eaii]aguéa,d*aprèt  U.  GeigoBM; 

par  If.  Terquem MS 

Liao  géemitrlqne det  pAlei d'une  Hction conique  parnpporll  nueaslre, 

par  H.  Hermlia. m 

NoIeiarladélerminallondaalaiiBeniea  auicontbaa.parH. H. Colard.  .  .   Mt 
Note  sur  un  DMjen  élénientaira  de  résoudre  les  question»  de  gé«mélrle  re- 
1aUié>  aux  inlertectioni  suoceiiiiea  dalleuigéoinéUiqueaTeBlernéi 
dans  une  mémo  équation  ou  dans  un  même  iistéme  d'éqnail«Bi,par 

H.  Colard 381 

Note  (ur  lai  diamètres  conjngaés,  par  H.  Gamus soa 

Note  SUT  la  blaceau  harmonique,  par  H.  Qieiillard lis 

Lieu  géométrique  dés  rojen  dos  aecUons  faites  dan*  le  cAaa  olroalaire 
dreitparunpIaBtonrDanlantoar  d'an  point  pris  sur  une  génératriM,ei 
restant  perpendioulaiia  an  plan  màridlen  qui  passe  par  celte  génér»- 

-  (riee,  par  II.  Alexis  Perrej. ssi 

Qaadratnra  daa  courbes  |daMs  et  eihiWra  des  setldea  da  réralatleB ,  par 

M.  Carnll* m 

Complément  à  la  discussiesdealignesooQrbes,  par  H.  Imbert. Sig 

Solidité  engendrée  paiuBBegnMalparabaUqua,parll.  Fwtiet. Ui 

l^priétédel'hypeTboleéquIlalére.parlI.  A.  ChoTlIlard 4M 

Des  peinu  de  concours  dea  aéaaBlaaqnl  «Hipent  ilaiw  tranverMles  en  par- 
ties proportionnelles,  par  U.  A.-I.  Cberitlard 4<S- 

RelaUons  d'idaUtt  «  équllow  [•BdaBuaulMiatalhm  aiu  li(Mt  du  «a- 
«ond degré, par»  TetqMia..  .' u» 


re  r» 

secon 

dpBlM  propriéK-8  de  diïméirvs  conjuguM,  dani  l» 
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IZ.  (Momttrie  uutjtlqae  à  troîi  dimeniH 

NoU  (nr  I»  rojBri,  p«r  H.  Vaehcllc 

Nola  lar  l'ilrs  de  l'clllpMidc  de  rérolation ,  pir  H.  Terqunn.  . 

ReUlionii    in 

H.  Terqaeo 

BecUertbes  di 

X.  QnoiUoni  d'examen  et  problème*  diven. 

1.  Géomélria  élémenlalre. 

Solullan  d'an  problème  proposé  aa  Coitcoun  in  catltges  de  Paril  :  Ela»t 
donnét  une  ciTeonffrtnce  de  etrcle  dt  rayon  R  il  un  potRl  tilui  dam 
le  plan ,  ■'  dant  l'inlérieur  di  celle  circonfH-inee  d  une  diiUnee  »  du 
centre  .-  ei  on  rejardi  le  point  donnt  comme  vfle  bille  in/lniment  petite 
el  In  eircanfrrenee  comme  un»  ligne  tnalMelle  paTfoilemtnl  ilaelique , 
de  naniVn  que,  fiund  la  bille  va  la  frapper,  elle  le  reléte  UmionrM  en 
fùitani  t'angie  d'incidence  égal  à  l'angle  de  réflexion  ;  trouver  M%ùvani 
quelle  direelion  il  /rnil  lancer  celte  bille  pi>tw  qu'elle  revieniu  iw  point 
de  d^art,  aprii  deux  rifltxiom  meceitivei  lur  ta  eireonftTenea,pu 
M.  L.  Anne 

Dam  tout  quadrilatère  cireonicril  d  un  cerele  ou  i  umt  ellipei ,  la 
droite,  qui  jirinl  lee  milieux  dei  diagonale!,  paeie  par  le  centre  d#  l4 
courts.  DeiDonitrallOD  de  U.L.Anne •  .    1 

Problème  snr  deux  eerelei .-  Par  le  poieil  (fini 
féreneei  donniei,  mener  une  corde  commun 
fait  »iir  un»  porfi*  d*  la  corde  compriie  par  Funi  dei  eireonffreneei,  • 
KM  ligne  donnée  m,  plue  le  reclanjla  fait  lur  Fautre  partie  de  la  corde, 
et  UM  autre  ligne  donné  n,  égale  «n  <arn<  itonn^  p  >,  par  feu  M.  Lt*]r.  .    ! 

Dbui  problèmes  sur  une  piramide  penUédre  à  base  de  Iraptie,  pir  U.Ter- 
quem ; 

On  a  a  priewut  de  mime  kauteur  circomcriti  d  un  tétraèdre  régulier  dont 
rarilt  sjl  ■ .  <(  euperpoiéi,  on  demande  de  IrotiMr  leur  lommation.  En 
[aiiant  n  — •,oii  irouce  lameiure  du  tétraèdre.  Solution  de  M.  Va- 

ihelle ! 

I.  Algèbre  lil^Dicn taire. 

Il  Déterminer  le  nombre  dee  arrançcmmti  arec  répétitinn ,  que  l'en  peut 
faireatecm  tellreipriieind  n. 9'  Df  terminer  le  nombredemoli  que  fon 
peut  former  OHr;  lï  luniofmri  el  s  tioyellel,  chaque  mot  étant  eompaïf 
de  i  conjonnet  cl  dei  ro^ellei  ;  en  excluant  toiu  te$  mott  rtnferruni 
1  eonsoniKi  de  euite,  Solulioni  do  H.  Gulimio 

Solulion  d'une  question  sur  les  probabilités,  pat  feu  U.  Lèrj I 

3.  Algitire  supérieure, 

1°  Elantdonnéeune  équalitm^  (Ji)  —  Q  dudegré  m  A  coefiàêatt  indétermi- 
ni*),  troucer  let  relationi  qui  doivent  ixiticr  entre  «i  cotfflcienli,  pour 
que  d<itE  roeinei  de  la  propotée  latitfauenl  d  f équation  d  deux  ineon- 

if  l'agil  »n>nl  rempliei.  3°  Trouver  Ici  rilalioni  fM  ilotvMI  exiiler 
entre  let  cM;PewitU  indélerminéi  diinc  équation  tf  |i)  — o.pour  que 
deux  de  eei  racinei  eoîtnt  doni  le  rapport  dr  I  il  q  i  puii  pour  qu'elle 
ait  n  racine»  en  progrtiiion  par  fuolienlt.  Solutiena  de  U .  Glrodde.  .  i 
f  rniHnr  In  eondiUone  de  réalilt  des   Irait  ratimt  de   i'équaHan 
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ft s-fpi + q  —  •  ;  i04  eoeffkienU  p,  q  ékmt  mppotéê  réeli,  3o  Détermii^r  la 
reltOion  qui  doit  exiiter  entre  ht  eœffieientt  de  Véquation  x»  +  px  +  q 
—  o,  <l  coefftdentt  réelt,  pour  que  cette  équation  admette  le  plue  grand 
nombre  pottible  de  raeinet  rieUet,  Solutions  de  M.  Roguet. i5i 

4.  Application  de  l'algèbre  à  la  géométrie. 

Déterminer  le$  dimamtofu  d'im  tegment  tphérique  dont^  le  volume  et  faire 
toient  retpeetivement  égaux  d  ceux  d'une  tphère  et  d'un  cercle  donnét. 
Solution  de  M.  Girodde 97 

1.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  sommets  des  h/yperboles  qui  ont  une 
asymptote  et  un  foyer  communs. —  2.  Un  cordon  parfaitement  flexible 
et  sans  poids,  est  attaché  par  une  de  ses  extrémités  d  un  point  fixe,  et 
passe  sur  une  poulie  fixe,  sur  laquelle  il  peut  librement  glisser;  on  sus- 
pend  sur  un  point  du  cordon  un  poids  mobile,  au  moyen  d'un  anneau 
que  le  cordon  traverse;  quel  est  le  lieu  géométrique  du  point  de  suspen- 
sion, dans  les  différentes  positions  d? équilibre  du  poids,  lorsque  le  cor-' 
don  glisse  sur  la  poulie.  Solutions  de  M.  Roguet 158 

Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  longueurs 
des  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  soient  exprimées  par  des  nombres 
eommensuràbles.  Solution  de  M.  L.  Anne .183 

1.  Circonscrire  d  une  ellipse  un  rectangle  équivalent  d  un  carré  donnéu— 
2.  Quelle  est  la  courbe  engendrée  par  le  sommet  d'une  parabole  de  forme 
invariable  qui  se  meut  en  restant  constamment  tangente  d  deux  droites 
rectangulaires  données.  Solution  de  M.  Girodde.  .  .  f 200 

Solutions  de  questions  sur  les  propriétés  communes  aux  coniques  compri- 
ses dans  une  même  équation,  ayant  un  ou  plusieurs  coefficients  fonc- 
tions d'un  même  variable,  par  M.  Guilmin 304 

Problèmes  sur  les  polaires,  par  |l.  Midy 336 

Solution  d'un  problème  par  écrit,  proposé  à  Paris  aux  examens  de  1842, 
pour  Tadmission  à  rEcole  polytechnique,  par  M.  Terquem 400 

Lieu  des  points  milieux  des  cordes  à  une  ligne  du  second  degré,  pas- 
sant par  un  point  fixe,  par  M.  Midy 480 

XI.  Solutions  de  problèmes,  démonstrations  de  théorèmes  proposés 

dans  le  journal. 

1.  Géométrie  élémentaire. 

Démonstration  du  théorème  i  (p.  57).  Si  dans  un  triangle  reetilignef 
deux  bissecHons  angulaires  intérieures  sont  d'égale  longueur  y  le  trian- 
gle est  isocèle,  par  M.  Rougevin i38 

Seconde  démonstration  du  même  théorème,  par  M.  Grout  de  Si  Paër.  .    Bit 

Solution  du  problème  8  (p.  59).  Exprimer  l'aire  d'un  triangle  reetitigney 
en  fonction  des  trois  médianes,  par  M.  Lévylier 139 

Démonstration  du  théorème  2  (  p.  57  )  sur  le  triangle  équilatéral  inscrit.  .  .    1 47 

Démonstration  du  théorème  26  (p.  247).  Les  bissectrices  des  deux  angles 
extérieurs  d'un  quadrilatère  complet  étant  prolongées  jusqu'à  ce  qu'elles 
coupent  les  côtés  du  quadrilatère,  les  milieuo!  des  portions  de  ces  bis- 
sectrices interceptées  dans  le  quadrilatère  et  les  milieux  des  diagonales 
du  quadrilatère  sont  sur  une  même  droite ,  par  M.  Pury 357 

Solution  du  problème  23  (p.  246).  Déduire  des  propriétés  du  triangle 
rectangle  que  le  module  de  la  somme  des  deux  types  imaginaires  est 
plus  petit  que  la  somme  des  modules  de  ces  deux  types,  et  plus  grand 
que  leur  différence ,  par  M.  E.  Merlieux 360 

Solution  du  problème  3  (p.  122).  On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point 
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0  dont  ''inMrinir  <Ji  »  Irianfle.  U  point  0  ilaul  tonhiUri 
HIH  HUt  iH^Bimenl  ptlile,  «r  h  péritéln  dti  triangle,  toi»ne 
gmt  wtttiritUt  ptrfOitemml  tiailiipte;  on  propau  de  délermiueT  i«r 
e«lè  AC  du  Iriangh,  un  point  F  f(J  fM  la  bille  dirigie  ât  O  vtn  F,  r«- 
stcmu  d  H  HiAnt  poiHl  F,  nprM  l'étrt  rfjUihit  luectuivtaunt  fur  ht 
dewc  avCrgi  cdUi,  AB,  BC,  du  Inoagh,  par  M.  H.  Berutl t 

i.  Trlgonomélrle  rectillgne. 

SolulloD  dn  pToblème  M  ( p.  in'i  :  Trouwr  la  loi  du  dtwtoppttnenl  dt 
»ln.  («1  +  Bj  +0,..  +  fljij).  8(  de  COI.  C,  +  o,  +  o,..  +  a^).  En  déduira 
ht  formniti  eonnnfi  pour  sin.  «la  et  co».  na;  p«r  M.  V»chelte 1 

D«iDan9trilion  du  Ihégrémc  I  (p-  itl)  Si  iei  diitantit  du  Iraii  lomault 
d'un  trianfle  au  etnlre  d'un  eertle  liuertf ,  loni  proporlionntUtl  aux 
dùlanm  dtt  Irait  êommttâ  d'un  au(n  triantle  au  etnirt  du  ttrdt  in- 
icril  dam  et  Irtanjrlt,  Itideux  triansttt  jcront  Éimblablti;  pir  M.  Loai* 

SoluliODdD  probl«mBl<  (p.  ït«j  :  Quella  tilla  lommtda  angltt nUda 
dmu  chacun  di4  eini  curpt  réguiieri?  par  M.  Ed.  Ueilieun 4 

3.  Géoniiîlric  descrlpllTe. 

Salgllan  du  probltmil  (p.  St);  Ondonntlttpnytclioni  d'unt  droite  ÀB  , 

et  etltti  de  dtuxpointtC,  D,  iton  tiluéi  da-tu  un  même  plan  aatc  la  droite  ; 

lonilruir»  lai  prajrelioni  iun  point  titui  wr  ta  droite  kV,  et  M  que  tti 

[tommeide  i»  diitancet  aux  daux  pointa  doHiilt  C. D,  toi'f  un  minimum; 

■  par  U.  Ed.  Uerlieui I 

4.  Algtlire  supérieure. 


Ptt.      ^^1 


P^,    |/B,    I^C.    <fc;  l'fiualiof 


i.  Géométrie  analytique  i  deui  dlmen^ons. 
DAmaoïlration  du  théorème  3(p.  SI)  :  Si  d'us  point  A  d'Hit  allipn,  i 

ainiiu  det  perpendicnlairii 

ta  diafonala  AP  d«  f»raJf«h 

malt  d  fellipif  en  A  .-  p«r  M.  Iluel I 

Seconde  demonsirt[ion  du  même  Ihcoréme:  par  M.  Vidal * 

■Satuliondu  problïmi!  !•  (p.  ST)  :  Étant  donnée  une  iquation  atgitaiqne  d 

eoegieianli  réeli,  ehaquaraeint  peut  (tre  toniidtrta  tommtia  racine  d'un 

arc  réel  ou  imaginaire.  Démontrer  que  la  lunsu  du  arci  ttt  rMIa  et 

Solalion  du  prabltmii  B  (p.  M)  t  Interira  dnni  une  ttlipie  une  corde  lelb 
que  la  lomma  de  in  longueur  «I  de  In  dittanct  de  ion  milieu  au  lealrt 
de  lellipae  uAt  un  maiimum 1 

Solution  du  problème  il  {f.i9):lnieriTeAant  une  allipie  un  triangle  um- 
blable  à  un  Irian^ti  donii^ ■ 

Solution  du  problème  IO|p.  s»)  •■  La  tau  AS  d'un  Iriangla  reelilisne  ABC, 
tit  donnée  de  grandeur  et  dtr  pnnl jofl  ;  la  lammt  d»  dcuA  c<9M' AC,  BC, 
du  triangle  ett  égale  d  une  draile  donnât  ;  on  euppote  que  ce  Iriangla 
tourne  autour  d'un  axe  reetitigna  tracé  lur  ton  plan  ;  d^ttrniMr  U 
lommtl  C  du  triangle  de  maniin  que  la  aotnm  dei  nirfaeu  décriUi  par 


^ 
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ht  dHut  eôUê  AG,  fiC  oi^'aoMili  à  la  6aM,  lotl  «m  maiimam  ou  kien  um 
miDinmiii;  i>ar  M.  ▲  de  Beaasaeq 9M 

Solation  du  problème  12  (p.  M)  :  Déterminer  Péquaêion éPmm»  ttgïÊ»  t»li99 
fM'ei»  Im  flMiMHU  urne  Umgentê  «n  un  point  qu^eonquejUUi  partie  de  cette 
tangente  comprise  dam»  Fintérieur  d'un  angle  donnif  «oil  eomtamment   . 
égale  dune  droite  donnée  jpuM,Ed,Utr\ie\a. a6S 

Démonstration  da  théorème  29  (p.  248)  :  Par  un  point  A  titué  dam  le  plan 
d^une  conique^  on  mène  un  diamètre,  une  teconde  droite  conjuguée  d  ce 
diamètre  et  une  troisième  droite  quelconque  reneonirant  la  courbe  en 
deux  pointe;  menant  deux  tangentes  par  ces  deux  points,elles  coupent  ta 
seconde  droite  en  deuxpoints  également  distants  dupoint  A;  par  M.  Pary.    358 

Solation  dujproblème  8  (  p.  123)  :  Décrire  une  hyperbole  éqmilatère  tangente 
d  quatre  droites  données  ;  par  M.  Louis  Roux. » 42t 

Démonstration  du  théorème  86  (p.  89S)  t  La  normale  et  la  tangente  menées 
par  le  point  d^une  conique  interceptent,  sur  lun  axe  principal,  une 
longueur  égale  au  produit  desragons  wcteurs passant  par  ce  point, 
divisé  par  la  distance  du  point  au  second  axe  principal  f  dans  la  parabole 
eettê  long%teur  est  égale  au  double  du  rayon  vecteur  ;  par  M.  Tachette.    SOT 

0.  Géométrie  analytique  &  trois  dimensions. 

Solation  da  problème  5  (p.  123.)  :  Quel  est  le  plus  court  chemin  d'un 
point  dun  autre,  en  passant  par  deux  droites  siiuies  dtms  fespaeeP 
par  M.  Ed.  Merlieax .  >  .    240 

Solation  da  problème  81  (p.  891).  Surfaces  algébriques  sur  lesquelles  on 
ne  peut  tracer  qu'une  seule  l^fne  droite  ;  par  M.  Roche t  .  .  >    474 

7.  Problèmes  non  résolus.  Théorèmes  non  démontrés. 

4  (p.  5T)î  2,  4,  6,  7  (p.  122  et  123)';  2  (p.  166)  ;  25,  27,  28  (p.  247);  32,  33, 
34,  35,  37,  39,  40,  41  (p.  394,  395  et  396.)$  42,  43,....  56,  57   (p.  520,  521). 

XZI.  Extraits  de  journaux. 

Extraits  du  Journal  de  Crelle,  I84i-1842,  t.  23;  par  M.Terquem 163 

Extraits  du  Journal  de  Crelle,  1841 ,  t.  22,  1er  cahier;  par  M.  Terquem.  .  .  2i3 
Extraits  des  Comptes  rendus  de  l'Académie  de  Berlin  (BericMuberdie  etc.), 

faoût,  septembre,  octobre  iSAiJ  par  M.  Terquem 220 

Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris   fn.  i, 

janvier J  par  M.  Terquem 447 

Extraits  des  Comptes  rendus  de  l^ Académie  des  sciences  de  Paris,  1842;  par 

M.  Terquem 5i3 

JtXn.  Analyses  (^ouvrages. 

Analyse  des  Leçons  d'arithmétique  de  P.-L.  Cirodde;  par  M.  Terquem.  .  .  49 
Analyse  de  Solution  ofthe  quadrature  of  the  cirele,  by  M,  Maecook;  par 

M.  Terquem.  . 119 

Analyse  de  la  Théorie  des  parallèles  de  F.  Durand  de  Monestral  ;  par 

M.  Terquem 2io 

Analyse  des  J^fëmen<«  (ie  géométrie  de  Eugène  Lionnet  ;  par  M.  Gérono.  431 
Analyse  du  Complément  de  Géométrie  analytique  de  C-E.  Page;  par 

M.Tefquem 204 

Analyse  de  V Application  de  la  méthode  des  projections  à  la  recherche  de 

certaines  propriétés  géométriques ,  par  L.-A.  Ferriot  ;  par  M.  Terquem.  4  o 
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